Eine Axiomatische Charakterisierung der natiirlichen Zahlen

und das Prinzip der Vollstandigen Induktion

Laut Peano kann die Menge N der Natiirlichen Zahlen durch die folgenden fiinf Axiome
charakterisiert werden:

Axiom I: 1 ist eine natiirliche Zahl.

Axiom II: Jede natiirliche Zahl n besitzt genau eine natiirliche Zahl n’ = n+ 1 als Nachfolger.
Axiom III: Die Zahl 1 ist nicht Nachfolger irgendeiner natiirlichen Zahl.

AxiomIV: Sind n und m natiirliche Zahlen mit n’ = m/, so ist auch n = m.

Axiom V: Es sei M eine Teilmenge von N mit folgenden Eigenschaften:
i) Esist 1 € M.

ii) Fir alle n € N gilt die Implikation n € M = n’ € M.

Dann ist M = N.

Bemerkung:

Axiom V heif3t das Induktionsaziom, weil auf ihm das Prinzip des Beweises durch Vollstandige
Induktion beruht:

Ist eine Aussage A(n) fiir die natiirliche Zahl n = 1 wahr, und gilt fiir alle n € N die
Implikation A(n) = A(n + 1), so ist A(n) wahr fiir alle n € N.

Beispiel:
Wir beweisen durch vollstandige Induktion:

Fiir alle n € N gilt die folgende Aussage A(n) :
S k=14 4n =20
Fiir ganze Zahlen m,n mit m < n und reelle Zahlen a,,, a1, ..., a, wird dabei allgemein

definiert:

n
D b k= Ay F Qg1+ o Q.

Beweis der Allgemeingiiltigkeit der Formel A(n) :

Induktionsverankerung:

Es wird die Behauptung A(1) verifiziert. Diese Aussage lautet:

_ 12
1 =12

Dies ist eine wahre Aussage.



Induktionsschritt:

Nun wird fiir n € N die Giiltigkeit der Aussage A(n + 1) verifiziert, wenn die Aussage A(n)
wahr ist.

Die Aussage A(n) heiit auch Induktionsannahme; sie lautet:
14 .. +n= "0t
Addiert man auf beiden Seiten dieser Gleichung n + 1, so erhalt man:
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Insgesamt impliziert die Aussage A(n) also die folgende Aussage:

n+1 E— (n+1)((n+1)+1).

k=1 2
Das ist genau die Aussage A(n + 1). Damit ist allgemein die Inklusion A(n) = A(n + 1)
bewiesen.
Insgesamt folgt nun durch Vollstindige Induktion, dass die Behauptung A(n) fiir alle natiirlichen
Zahlen n € N gilt.



