Mathematik fiir Physiker 3

Tobias Ried

6. Februar 2020



Inhaltsverzeichnis

Kapitel 10. Elemente der komplexen Analysis

1.

ENUIESEYIS

Komplexe Differenzierbarkeit

Der Integralsatz von Cauchy
Identitdtssatz und analytische Fortsetzung
Laurentreihen

Residuenkalkiil

Anwendung: Ebene Potentialprobleme

Kapitel 11. Fouriertransformation und Grundziige der Distributionentheorie

1.
2.
3.
4.

Definition der Fouriertransformation auf L' (R9)
Fouriertranformation auf L?(R%)

Ausblick: Temperierte Distributionen

Anwendung: Green’sche Funktion des Laplace-Operators

Kapitel 12. Partielle Differentialgleichungen - eine Ubersicht

1.
2.

Partielle Differentialgleichungen
Beispiel: Eindimensionale homogene Wellengleichung

Literaturverzeichnis

12
15
18
24

29
29
34
36
40

43
43
43

47






KAPITEL 10

Elemente der komplexen Analysis

1. Komplexe Differenzierbarkeit

DEFINITION 10.1 (KOMPLEXE DIFFERENZIERBARKEIT). Eine Funktion f : U — C,U c C
offen, heif3t komplex differenzierbar in zy € U, falls

lim L&)~ f(z0) _
Z—20 Z— 20

: f'(zo) (10.1)

existiert.
Ist f tiberall in U komplex differenzierbar, so nennt man f holomorph auf U. Auf ganz C
holomorphe Funkitonen nennt man auch ganz.

Aquivalent zur obigen Definition ist die Existenz einer komplexen Zahl a € C so, dass

f(z) = f(zo0) —a(z - z0) = o(|z - Zol),
das heif3t fiir alle € > 0 gibt es ein § > 0 mit
lz—z0l <8, ze€U = |[f(2)-f(z0)—a(z—20)| <e€lz -2l
In diesem Fall gilt a = f(zo).
THEOREM 10.2 (RECHENREGELN).
(a) Ist f komplex differenzierbar in zo, dann ist f stetig in z.

(b) Sind f, g komplex differenzierbar in z so sind auch die Funktionen f+g und f'g komplex
differenzierbar in zy und es gilt

(f +9) (z0) = f'(z0) +9'(20)
(f9)(z0) = f'(z0)9(z0) + f(z0)g’(z0)

Ist ferner g(zo) # 0, so ist 5 komplex differenzierbar in z, mit

£\ f(209(20) - f(20)9' (20)

- (ZO) - 2 .

g 9(2o)

(c) Kettenregel: Sei f : U — C, U € C offen, und V. C C offen mit f(U) € V. Sei
weiterg : V — C. Dannist g o f : U — C wohldefiniert und es gilt: Falls f komplex
differenzierbar ist in zy € U und g komplex differenzierbar ist in f(zo) € V, dann ist
g o f komplex differenzierbar in z, mit

(g0 .f) (z0) = 9" (f(zo)) f"(20)-

(d) Lokale Umkehrfunktion: Ist f komplex differenzierbar in zo mit f'(zo) # 0, und exis-
tiert ein § > 0 so, dass f : Bs(zo) — U, U C C Gebiet', bijektiv ist, dann ist die
Umkehrfunktion komplex differenzierbar in f(zy) und es gilt

, 1
Z0)) = .
BEMERKUNG. (i) Die Menge Bs(zp) = {z € C: |z — 20| < &} bezeichnet die offene

Kreisscheibe um zy mit Radius &.

d.h. U nichtleer, offen und zusammenhingend
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(ii) Wir werden spiter sehen, dass, falls f holomorph in U C Cistund f’(zg) # O fiir ein
Zo € U, dann existiert ein § > 0 s0, dass f|p,(z,), die Einschrdnkung von f auf Bs(zo),
bijektiv ist.
1.1. Komplexe versus reelle Differenzierbarkeit. Wir betrachten nun f als Funktion
vonx =Rezundy = Imzg,
i x u(x,y)\ _ (Re f(x+iy)
U — RZ, — = . s
Y (y) (v(x, y)) (Imf(x +1iy)
wobei wir R? = C identifizieren und U = {(x, y) € R? : x +iy € U}.
Ist f komplex differenzierbar in z € U, so gilt fiir h € R,

fz+h) - f(2)
h

f'(z) = lim

u(x +h,y) —u(x,y) . iv(x +h,y)—-v(x,y)
h h

= axu(-x’ y) + iaxv(x’ y)’

= lim
h—0

sowie, da der Limes in (10.1) als Limes in C unabhingig von der gewihlten Folge ist,
f(z+ih) - f(2)
ih
u(x,y+h) —u(x,y) .v(x,y+h)-v(x,y)
: +1 p
ih ih
= —idyu(x,y) + dyv(x, y).

f'(z) = lim

= lim
h—0

Da zwei komplexe Zahlengenau dann iibereinstimmen, wenn Real- und Imaginérteil {iberein-
stimmen, muss also gelten:

oxu(x,y) =dyv(x,y)

dyu(x,y) = —0x0(x, y).
Diese Differentialgleichungen, die der Real- und Imaginérteil einer holomorphen Funktion
erfiillen miissen, werden iiberlicherweise als Chauchy-Riemann-Gleichungen bezeichnet.

Ist umgekehrt die Funktion f : U — R%in (x, y) reell differenzierbar und erfiillt die
Cauchy-Riemannschen Gleichungen, so ist

pftx = (3 e =(3n =[5 )

OxU  dyv OxU Oyl a

mit a = dyu(x,y) und b = d,v(x,y). Aufgefasst als lineare Abbildung auf R? stellt diese
Matrix eine Drehstreckung dar (man tiberzeuge sich davon!). Somit gilt aufgrund der reellen
Differenzierbarkeit in (x, y) fiir beliebiges h = (hy, h;) € R? (so dass (x,y) + h € U):

f(x+hy,y+hy) - f(x,¥) = Df(x,y)h +o(|hl)

_ ahl - bl’lz
= (bh1 +ah2) +o(lhl)

Re (a +ib)(hy +ih,)

= (Im(a +ib)(hy + ihz)) +o([hl).
Es folgt also fiir h = hy + ih;, dass
f(z+h) - f(z) = (a+ib)h +o(|h]),

das heif3t f ist komplex differenzierbar in z = x + iy mit f’(z) = a +ib.
Zusammenfassend haben wir also gezeigt:
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THEOREM 10.3 (CAUCHY-RIEMANN). Eine Funktion f : U — C, U C C offen, ist genau
dannin z = x + iy € U komplex differenzierbar, falls f : U — R? in (x, y) (reell) differenzierbar
ist und die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen

ou dv
a(x’y) - E(X,Y)

ou ov
@(X,y) = —a(xvy),
wobei u(x,y) = Re f(x +iy) und v(x,y) = Im f(x +1iy).

1.2. Beispiele.
(i) Potenzreihen

o0

f() =) anz", apeC,
n=0
mit Konvergenzradius p € (0, oo] sind auf B,(0) = {z € C: |z| < p} holomorph. Es
gilt
f(z)= Z na,z" .
n=1

In der Ubung werden wir sehen, dass f auf B, (0) sogar unendlich oft differenzierbar
und in jedem Punkt in B,(0) analytisch ist, d.h. sich in jedem Punkt zo € B,(0) in
eine konvergente Potenzreihe

f(2) =) bu(z-z0)*, by eC,
k=0

entwickeln l4sst.
Insbesondere ist die komplexe Exponentialfunktion f(z) = e, a € C, holomorph
auf ganz C mit f'(z) = ae®.
(ii) Die Funktion f(z) = zi"’ n € N ist holomorph auf C \ {0} mit

£'@) =~

(iii) Nicht komplex differenzierbar sind zum Beispiel
(a) f(z) =z(= x —iy), denn die Cauchy-Riemmann-Gleichungen sind in keinem
Punkt erfiillt: dyu =1 # -1 = d,v.
(b) f(z) = |z|*> = zz(= x? + y?). Hier sind die CR-Gleichungen nur in z = 0 erfiillt,
fiirz = x +iy # 0 gilt oxu = 2x # 0 = Jyv.

2. Der Integralsatz von Cauchy
DEFINITION 10.4 (KOMPLEXE KURVENINTEGRALE (KONTOURINTEGRALE)).
Seiy € C'([a,b],U)” eine Kurve in U c C offen, und sei f : U — C stetig. Dann ist das

*Im Folgenden wird damit auch eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve bezeichnet, d.h. es existiert
eine Zerlegung {¢;}j=0,...n von [a,b] mita =) < f; < --- < tn = b so, dass yl[,j, ] € Cl([tj,tj+1];U) fiir
j=0,..., n — 1. In diesem Fall definiert man

n-1 tin
/yf(Z)dZ :=;O/[j Fa @)y de.

tjv1
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komplexe Kurvenintegral von f entlang der Kurve y definiert als

b
[f@e= [ fooroa.
y a
2.1. Zentrales Beispiel. Beschreibe y den positiv orientierten Rand der Kreisscheibe
B,(0) in C, parametrisiert durch
y:[0,27] > C, twrel, r>o.

Dann giltfiirn € Z

2 27 :
) 27i, =-1
/ Z'dz = / y ()" y(t)dt = ir™! / et (1) qp = J<7PH T
Y 0 0 0, sonst.

2.2. Standardabschitzung fiir komplexe Kurvenintegrale.

LEMMA 10.5 (STANDARDABSCHATZUNG). Fiir jede Kurvey € C'([0, 1]; U) und jede stetige
Funktion f : U — Cgilt
1
/f(z) dz| < sup|f(z)] ly ()l dt .
y zey 0

————
Liinge der Kurvey

BEWEIS.

<

1 1
/ Fr@)y()de| < / LfF ()N 1y ()] de
0 0

1

< sup [f(r(0)] | ly (O] de.

te[0,1]

[ﬂ@&

2.3. Einfache Version des Integralsatzes von Cauchy.

KOROLLAR 10.6 (ZUM SATZ VON GAUSS-GREEN, SATZ 9.33). Seiy € C!([0,1];U) eine
einfach geschlossene Kurve in U C C offen. Sei f : U — C holomorph mitu =Re f,v=Im f €
CY(U;R). Dann gilt

jl{f(z)dz:o.

BEWEIS. Sei A c U die von y berandete kompakte Menge. Dann ist mit y = y; + iy»,
y1=Rey,y>=Imy,

1 1
fﬂa&=/fwmwmm=/<Mnme»Hmﬂmnm»wmnwm»m
)4 0 0

1

=£(Mm®mﬂ»hm—wh®mwﬁhmﬂh
1

-n£<wnmwm»nM+Mnmmm»nmnu

_ /1 ( u(y1(t), y2(1)) ) . (71(0) +i/1 (U(h(f),)/z(f))) . (Vl(f))
o \=u(ri(®),y2(0)] \y2(t) o \u(y1(0),72(0))) \y2(2)

:[wannlcym.
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Da y einfach geschlossen ist mit y = dA und die Funktionen u, v € CY(U;R), kdnnen wir den
Satz von Gauf3-Green (Satz 9.33) anwenden. Es folgt

/y(_”v) -ds+i/y(Z) -ds:/A(—axu—ayu)d(x,y)+1/A(axu—ayu)d(x,y).

Da f holomorph in U ist, gelten die Cauchy-Riemann-Gleichungen, das heif3t die Integranden
in beiden Ausdriicken verschwinden und wir erhalten

7{ F(z)dz =0,

Um eine (weitreichende) Verallgemeinerung von Korollar 10.6 formulieren zu kénnen,
bendtigen wir die folgenden Begriffe:

DEFINITION 10.7 (HOMOTOPIE). (i) Eine geschlossene Kurve y in U C C heif3t null-
homotop, falls sich y stetig in U auf einen Punkt deformieren ldsst. D.h. es gibt eine
stetige Funktion F € C(][0, 1] X [a, b]; U) mit der Eigenschaft, dass F (0, t) = y(t),
F(1,t) = zo fiir alle t € [a,b] und ein zog € U, sowie F(s,a) = F(s, b) fiir alle
se€[0,1].

(ii) Zwei Kurven y; und y, in U c C heif3en homotop in U, falls die Endpunkte gleich
sind und die Verkniipfung

y1(t), t € [0,1],
y2(2-1), te(l,2],

eine null-homotope geschlossene Kurve ist.
Anschaulich heifit das, dass y; sich bei festen Randpunkten in U stetig in y,
iiberfiihren lasst.
(iii) Zwei geschlossene Kurven yg, y1 : [a, b] — U heifien frei homotop in U, wenn sie sich
in U stetig ineinander deformieren lassen, d.h. es existiert F € C([0, 1] X [a, b]; U)
so, dass F(0, t) = yo(t) und F(1,t) = y1(t) fir alle t € [a, b].

v :10,2] —>U,7(t)={

DEFINITION 10.8. Eine nichtleere Menge U C C heif3t

(i) zusammenhdngend, falls sich je zwei Punkte in U durch eine Kurve in U verbinden
lassen.
(ii) einfach zusammenhdngend, falls sie zusammenhingend ist und jede geschlossene
Kurve in U null-homotop ist.
(iii) Gebiet, falls sie offen und zusammenhingend ist.

Beispiele:
(i) Cisteinfach zusammenhéngend,
(i) C\ {0} ist ein nich einfach zusammenhéngendes Gebiet,
(iii) C_:=C\ {z € C:Rez < 0,Imz = 0} ist ein einfach zusammenh&ngendes Gebiet.
Wir formulieren ohne Beweis

THEOREM 10.9 (INTEGRALSATZ VON CAUCHY, SATZ VON CAUCHY-GOURSAT). Sei f :
U — C holomorph, U C C offen, gamma (stiickweise) stetig differenzierbare, geschlossene,
null-homotope Kurve in U. Dann gilt
7{ f(z)dz =0.
4

BEMERKUNGEN. (1) Der Hauptunterschied zu Korollar 10.6 ist, dass f nur als holo-
morph vorausgesetzt wird, d.h. f’ nicht unbedingt stetig sein muss.

(2) Wir werden spéter sehen, dass eine holomorphe Funktion analytisch (insbesondere
unendlich oft komplex differenzierbar) ist.
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(3) Allgemeiner gilt der Satz fiir rektifizierbare Kurven, d.h. fiir Kurven y € C([a, b]; U)
mit endlicher Lange im folgenden Sinn:

n-1
6= sup > lr(t) =y ()l
a=ty<t1<---<tp=b j:0
wobei das Supremum {iber alle Zerlegungen {t;} =, .n,n € Nymita =1, < f; <--- <

tn = b gebildet wird. Man kann zeigen, dass fiir (stiickweise) C! Kurven gilt

b
e = [ ol
a
Wir werden auf diesen Punkt jedoch nicht ndher eingehen.
2.4. Erste Folgerungen aus dem Integralsatz von Cauchy.

KOROLLAR 10.10. (1) Sind y1,y> homotope Kurven in U, so gilt

flz)ydz= | f(z)dz

71 V2

fiiralle f : U — C holomorph.

(2) Sei f: U — C holomorph, U C C offen und einfach zusammenhingend. Dann ist fiir
beliebiges zo € U die Funktion

z
F@- [ swa= [ s,
Y:Z0—2Z 20
wobei y : zo — z eine beliebige (stiickweise) C' Kurve mit Anfangspunkt zo und End-
punkt z bezeichnet, eine holomorphe Stammfunktion von f, d.h.
F'(z) = f(z) fiirallez € U.

BEWEIS. (1) Die Verkniipfung y der Kurven y; und y; ist null-homotop, damit gilt
wegen der Holomorphie von f nach dem Integralsatz von Cauchy

0= fr@ae= [ roazs [ @1

= [ f(z)dz- | f(z)dz,
71 Y2

wobei mit y; ! die riickwirts durchlaufene Kurve y, bezeichnet wird, also 75 L) =
y2(1—1),t € [0,1].

(2) Seien z,zp € U und h € U derart, dass z + h € U. Wir bezeichnen mit y, 5, eine
beliebige Kurve in U mit Anfangspunkt zo und Endpunkt z. Wegen (1) gilt dann

F(z+h)=F(2)+ f(&de.

Yz+h,z

Wir wihlen fiir die Verbindungskurve von z nach z + h eine gerade Linie, also para-
metrisiert durch

Yeehz () =1 —-t)z+t(z+h), tel0,1].

1 1
[ = [ venstrde= [ @rn-zyae=n
Yz+h.z 0 0

Dann ist
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und es folgt

F(z+h21—F(z) —f(z)’ _

2| row-sep [

Yz+h,z Vz+h,z

1
2 v©-r@ «

Yz+h,z

1 r
< i S0P 1)~ /(@) /0 Iy (0)] dt,

wobei im letzten Schritt die Standardabschitzung Lemma 10.5 verwendet wurde. Da
die Ldnge von y,., , gerade |h| betrdgt, und die Kurve innerhalb der abgeschlossenen
Kreisscheibe By (z) um z mit Radius |h| liegt, folgern wir

TN =FE  pa)|< swp IfQ) - @) -0

{€By(2)
fiir h — 0,da f holomorph, insbesondere stetig auf U ist, und somit auf der kompakten
Menge Bj,(z) gleichmifig stetig ist.

2.5. Anwendungen.

(1) Komplexer Logarithmus: Die Funktion f(z) = % besitzt auf dem einfach zusam-
menhidngenden Gebiet C_ =C\ {z € Z: Rez < 0,Im z = 0} (entlang der negativen
reellen Achse geschlitzte Ebene) eine Stammfunktion (Hauptzweig der komplexen

Logarithmusfunktion)
d
Logz = / —Z.
yloz <

Logz =log|z| +iargz,

Es gilt Log1 = 0 und

wobei mit arg der Hauptzweig der Argumentfunktion bezeichnet wird, welcher wie
folgt definiert ist: Sei z = re'¥ die Polardarstellung der komplexen Zahl z € C_ mit
r=|z| >0und ¢ € (-x, 7). Dann ist

arg: C_ — (—m, ), zw argz:=g.

Mehr zur komplexen Logarithmusfunktion und ihre Beziehung zur Exponential-
funktion und allgemeinen komplexen Potenzfunktion wird in der Ubung behandelt.

(2) Fresnel Integral: Als weitere Anwendung des Integralsatzes von Cauchy wollen wir
den Wert der sogenannten Fresnel-Integrale

/ cos(t?)dt und f sin(t?) dt
0 0

bestimmen.3
Dazu betrachten wir den Grenzwert

R,
lim e " dt.
R— o 0

Die Funktion f(z) = e % ist holomorph auf ganz C, somit gilt nach dem Integralsatz
von Cauchy, dass fr f(z) dz = 0 fiir alle (stiickweise) stetig differenzierbaren, einfach

3Diese Integrale sind natiirlich als uneigentliche (Riemann-)Integrale zu verstehen. Man iiberzeugt sich leicht,
dass die Funktionen ¢ — cos(¢2) und ¢ ~— sin(t2) auf [0, o) nicht Lebesgue integrierbar sind.
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geschlossenen Kurven I' in C (da C einfach zusammenhéngend ist, ist jede einfach
geschlossene Kurve null-homotop). Insbesondere gilt fiir die Kurve T’

b C

- Y
Y

die Identitit

:/Ff(z>dz:/y1f<z>dz+/y2f(z>dz—/yf(z)dz-

Wir berechnen fiir jedes Kurvenstiick das komplexe Wegintegral von f:
(i) Fiir das Diagonalstiick y : [0, R] — C, y(t) = (1 +1)t, erhalten wir

: pV2R
1+ .
/f(z) dz / e (P (1 4y dr = (1+1)/ 22 _ 11 eI 4.
y 0 \/_

also gerade ein Vielfaches des gesuchten Integrals.
(ii) Fiir das Wegstiick y; : [0, R] — C, y1(t) = t entlang der reellen Achse ist

/ylf(z)dz / A,

was fiir t — oo gegen /0 e’ dt = 3 fR e’ dt = ‘/TE konvergiert.
(iii) Fiir das Wegstiick parallel zur imaginiren Achse y, : [0, R] — C, y»(t) = R + it,
gilt

R R
f(z)dz = / e~ (RN g = j/ e R+t%o-2iRt 44
V2 0 0

Wegen |e™*| = 1fiir x € R, und da t < R im Integrationsbereich, kann dieses
Integral abgeschitzt werden durch

K t2—-R? —-R? K R 1l g
< e dt <e etdt=e = et — 1]
0 0 R

und somitfyzf(z) dz — 0 fiir R — oo.
Zusammengefasst haben wir also gezeigt:

00 R
/ e dt = lim eI qr = hm i / f(z)dz
0

f(z)dz
V2

R— 0
V2 27
:ﬁzehfio( ylf(z)d“ yzf(z)dz): 20+1)

Die Werte der Fresnel-Integrale erhilt man nun iiber

/ cos(t?) dt = Re / el dt = \/E

0 0 8

/ sin(t?) dt = —Im / e’ dr = \/E
0 0 8
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2.6. Weitere Folgerungen aus dem Integralsatz von Cauchy.

THEOREM 10.11 (CAUCHY-INTEGRALFORMEL FUR KREISSCHEIBEN). Sei f : U — C
holomorph, U C C offen, und B,(a) ={z € Z: |z —a| <r} c U. Dann gilt

1 f(2)
f(a) /l Z (10.2)

271 Jigq=r 2 —Q

BEMERKUNG. Falls nicht anders angegeben, wird in komplexen Kurvenintegralen mit
{lz = a| = r} = 8B,(a) stets die gegen den Uhrzeigersinn orientierte Kreislinie mit Radius
r um a bezeichnet, die einmal durchlaufen wird. Diese kann z.B. durch y; : [0,27] — U,
t— a+rel, parametrisiert werden.

Bevor wir mit dem Beweis beginnen, noch ein kurzes Lemma, das in vielen Situationen
hilfreich sein wird:

LEMMA. Seizy € B1(0) und sei p < 1 — |zo|. Dann gilt fiir jede Funktion g, die holomorph
in einer Umgebung von B1(0) \ {zo} ist, dass

dz = dz.
foaees ], s

BEWEIS. Sei zo = |z0le'? € By(0), mit ¢ = argz € (-7, r]. Wir bezeichnen mit y, die
Kurve, die den Rand der Menge

B1(0) \ (Bp(zo) U {rei®: J6] <. > 0})

einmal durchlduft, und zwar so, dass das Wegstiick entlang dB; (0) mathematisch positiv (also
gegen den Uhrzeigersinn) durchlaufen wird. Abhidngig von € > 0 und der Beziehung zwischen
p und |zo| hat die Kurve y. zwei oder vier gerade Streckenabschnitte und enthilt keinen oder
zwei Kreisbdgen von 9B, (5,). Fiir § > 0 ist g holomorph in Kg 145 N S+ 25 ,* ein einfach

zusammenhingendes Gebiet, welches die Kurve y. enthilt. Insbesondere ist y. null-homotop
und aus dem Integralsatz von Cauchy (Theorem 10.9) folgt, dass

/ g(z)dz =0 fiirallee > 0.
Ve

Im Limes ¢ — 0 heben sich die Beitrége der geraden Streckenabschnitte weg und es folgt unter
Beriicksichtigung der Orientierung, dass

0=1im/g(z)dz=/ g(z)dz—/ 9(z)dz.
€0 /. lz|=1 |z—zo|=p

4Wir bezeichnen mit K g(zo) = {z € C : r < |z — 29| < R},0 < r < R < oo, den Kreisring mit Innenradius r
und Aufienradius R um zo und mit Sy (o) = {zo + rel®:r>0,a<6<pB},a<p, B —a< 2, einen Sektor mit
Offnungswinkel 8 — a zum zg in C.
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BEWEIS VON THEOREM 10.11. Fiir 0 < € < r sei y. wie in der Bemerkung. Mit Korollar
10.10 (i) erhalten wir

/ PACIRPI f(Z) / f2) - fla) f(a) f(a)
lz—al=r £ — @ ve 2T
Im Beispiel aus 2.1 haben wir gezeigt (vgl. auch Ubungsaufgabe 9.2), dass
a 1 .
5 f( ) = f(a) yez?dZ=2ﬂ1f(a)'
Weiter folgt aus der Holomorphie von f, dass
f(z) - f(a)

Z—a

=M, < oco.

sup
ZEBy (a)

Insbesondere liefert dann die Standardabschitzung von Lemma 10.5, dass

f(z) - f(a)

2
dz| < Mr/ |ye(t)| dt = 2meM, — 0
Ye <—a 0

fiir ¢ — 0, und damit
/ f(z) dz 27if(a).
lz—al=r &~
[

KOROLLAR 10.12 (MITTELWERTEIGENSCHAFT HOLOMORPHER FUNKTIONEN). Sei f : U —
C holomorph, U C Coffen,und B,(a) ={z € Z: |z — a| < r} c U. Dann gilt
2

f(a)=% i f(a+re)dt.

BEWEIS. Ubung. n

Bevor wir den néchsten zentralen Satz der komplexen Analysis formulieren, eine kleine
Erinnerung an analytische Funktionen:

DEFINITION 10.13. Sei f : U — C, U ¢ C Gebiet. f heif3t analytisch in zo € U genau dann,

wenn es eine Potenzreihe ), a,¢{" mit Konvergenzradius p = (lim sup,, |an|%) > 0 gibt
und ein d € (0, p) so, dass Bs(zp) € U und fiir alle z € Bs(zy) gilt

o0

f(2) =) an(z - z0)".

n=0

f heifit analytisch auf U, wenn f in jedem Punkt z, € U analytisch ist.

THEOREM 10.14 (POTENZREIHENENTWICKLUNGSSATZ). Ist f holomorph auf B,(zo) fiir
einr > 0, so ist f analytisch in zo. Genauer besitzt f die auf B, (zo) konvergente Darstellung als
Potenzreihe

f@) =) ealz=20)", 2 € By(20),
n=0

1
271 J |2z 1=p (2 = Z0)

mit

fiiralle0 < p <.
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BEWEIS. Ohne Einschriankung sei zo = 0. Aus der Cauchy-Integralformel (10.2) folgt fiir

jedes 0 < p < r, dass
1 f©)
f(Z)__Zﬂi./g|—p§ zd§ Z € By.

Fiir jedes N € N gilt nach der geometrischen Summenformel

Al

so dass, eingesetzt in die Cauchy-Integralformel,

(L[ T©) o) N
f(z)—;)(ﬁ s ;)z RN = e (@)

mit Fehlerterm

1
RN(Z) _ N+1

~na f©)
e S = 5

Diesen konnen wir mit Lemma 10.5 abschitzen durch
£ (|z|)N”( |z|)1
— 1-—] sup|[f(l
¢-z| " \p o) 7

wobei wir im letzten Schritt die umgekehrte Dreiecksungleichung |{ —z| > ||z| —|{|| verwendet
haben. Es folgt, dass

| | N+1
|Rn(2)| < ( p sup
P ¢ 1=p

IRn(2)] >0, N —
gleichméfig auf B,_. fiir jedes ¢ > 0. ]

BEMERKUNG. Zusammen mit Ubungsaufgabe 9.4 haben wir damit den Fundamentalsatz
der Komplexen Analysis gezeigt:

THEOREM 10.15 (FUNDAMENTALSATZ DER KOMPLEXEN ANALYSIS). Sei f : U — C,
U C C Gebiet. Dann ist f analytisch auf U genau dann wenn f holomorph auf U ist, und der
Konvergenzradius der Reihendarstellung in zo € U ist mindestens dist(zo, 0U) = inf, <5y 12— 20,
der Abstand des Entwicklungspunktes zy zum Rand dU der Menge U.

Insbesondere ist jede holomorphe Funktion beliebig oft komplex differenzierbar und es
gilt
!
Z nic, = Z
f ( O) n 271_1 2—20|=p (Z Zo)n+1

Fiir die Koeffizienten c, in der Reihenentwicklung einer holomorphen Funktion gilt die
folgende Abschitzung (Cauchy-Abschitzung), die sofort aus Lemma 10.5 folgt:

11 1
lcnl < — sup |f(2)|2mp = = sup |f(2)].
T 2w et s, P* lz—zol=p

Daraus folgt direkt der Satz von Liouville:

THEOREM 10.16 (SATZ VON LIOUVILLE). Jede beschréinkte ganze Funktion, d.h. f : C — C
holomorph, ist konstant.

BEWEIS. Nach Theorem 10.14 besitzt f die auf ganz C konvergente Reihendarstellung
f(2) = Yoz, z € C,und es gilt

1

len| < 7

sup | f(2)]

P z—z0l=p
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fiir jedes p > 0. Da f beschrinkt ist, folgt

1
len] < — sup|f(z)| >0, p— o0
P zeC

fiir n > 1. Damit muss f(z) = co gelten, d.h. f konstant. ]

Mit dem Satz von Liouville ausgestattet, kann man einen sehr einfachen Beweis des
Fundamentalsatzes der Algebra geben.

THEOREM 10.17 (FUNDAMENTALSATZ DER ALGEBRA). Jedes Polynom f(z) = X, ckzk
vom Grad n > 1 (¢, # 0) besitzt eine Nullstelle, d.h. es gibt ein z, € C mit f(zo) = 0.

BEWEIS. Angenommen es gibe keine Nullstelle. Dann wire z — )% holomorph auf ganz

C als Verkniipfung der holomorphen Funktion f und der auf C \ {0} holomorphen Funktion

1 g
Z > . Aufierdem gilt:

JR>0: |z|=2R = |f(z)|=If(0)] >0,

so dass

1 1
@ aRT@l i@

da f keine Nullstelle hat. Nach dem Satz von Liouville wire dann 117 konstant, im Widerspruch
zuc, # 0. [ ]

max < 00,
|z]<R

Klammert man iterativ z — z; mit z; Nullstelle aus, so erhilt man durch wiederholte
Anwendung von Satz 10.17:

KOROLLAR 10.18 (FAKTORZERLEGUNG). Sei f(z) = X;_, cxzk mitn e N, ¢ € C, ¢, = 1.
Danngibteszj € C, j=1,...,n mit

f@)=]|z-2p.
k=1

3. Identititssatz und analytische Fortsetzung

DEFINITION 10.19. Sei f : U — C, U C C offen, und n € N. f hat eine n-fache Nullstelle
beizo € U, wenn f®)(z9) =0fiirk=1,...,n—1,und f" (zo) # 0.

Somit ist also

fz) =) ez —20)"

k=n
falls f in z, eine n-fache Nullstelle besitzt.
3.1. Nullstellen analytischer Funktionen und der Identititssatz. Wir werden im

Folgenden sehen, dass Nullstellen analytischer Funktionen, die nicht identisch verschwinden,
isoliert auftreten miissen.

LEMMA 10.20. Sei U C C Gebiet und f : U — C analytisch. Dann sind die Nullstellen
von f isoliert, d.h. ist f(zo) = 0 fiir ein zy € U, dann gibt es entweder ein § > 0 so, dass f auf
{z € U :0 < |z — 20| < 8} nichtverschwindet, oder es gibt ein & > 0 5o, dass f(z) = 0 fiir alle
Z € Bs(zo).

BEWEIS. Da f analytisch in U ist, existiert ein 6y > 0 so, dass
f(2) =) an(z - 20)"
n=0

fiir alle z € Bs,(z0). Da 2z eine Nullstelle von f ist, gilt ap = 0.
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Ist a, # O fiir ein n > 1, so konnen wir
m =min{n > 0: a, # 0}

betrachten. Setzt man nun

(o)

9(z) = Z Anem(Z = 20)",

n=0

dann gilt g(zp) # 0 und

f(z) = (z-20)"9(2). (10.3)

Die Funktion g ist analytisch in Bs, (o), insbesondere stetig. Daher existiert ein 6 < Jy so,
dass g auf Bs(zp) nicht verschwindet. Aus der Darstellung (10.3) sieht man, dass damit f auf
Bs(z0) \ {zo} nicht verschwindet.

Sind alle a, = 0, so ist f = 0 auf Bs, (o). [ ]

LEMMA 10.21. Sei U C C Gebiet und f : U — C analytisch. Falls es fiireinzg € U ein d > 0
gibt derart, dass f = 0in Bs(zp), dann gilt f = 0 aufganz U.

BEWEIS. Sei A = {z € U : f"(z) = 0 fiir alle n € Np}. Da jede der Funktionen f " stetig
sind, sind die Mengen A, = {z € U : f("(z) = 0} abgeschlossen, und damit ist auch die
Menge A = (e, An abgeschlossen.

A ist aber auch offen: Ist z; € A, so ist die Taylorreihe von f in z; identisch 0 und damit
f(z) = 0 fur alle z in einer Umgebung von z;.

Damit ist U = A U U \ A die Vereinigung zweier disjunkter, offener Mengen. Da U
zusammenhinged ist, ist dies nur moglich, wenn A € {0, U},unddazy € Amuss A = U
gelten. |

Beide Hilfssitze zusammen lassen sich verwenden, um den Identititssatz fiir analytische
Funktionen zu zeigen.

THEOREM 10.22 (IDENTITATSSATZ). Sei U C C Gebiet und f : U — C analytisch. Falls
{z € U : f(z) = 0} einen Hiaufungspunkt besitzt®, dann ist f = 0in U.

BEWEIS. Da die Nullstellenmenge von f einen Hiufungspunkt z,, € U besitzt, muss es
nach Lemma 10.20 ein § > 0 geben so, dass f(z) = 0 fiir alle z € Bs(Z). Damit folgt aber aus
Lemma 10.21, dass f schon auf ganz U verschwinden muss. ]

KOROLLAR 10.23. Sind f,g : U — C analytisch auf einem Gebiet U C CundistV C U
derart, dass

f(z) =9(z) fiirallez €V,
so gilt f = g falls V einen Hdufungspunkt besitzt.

BEWEIS. Betrachte die auf U analytische Funktion f — g, deren Nullstellenmenge nach
Voraussetzung einen Haufungspunkt besitzt. Damit gilt nach dem Identitédtssatz 10.22, dass
f—-g=0aufU. ]

BEISPIEL. Die Funktionen sin, cos : C — C sind holomorph und es gilt sin® z + cos?z = 1
fiir alle z € R. Da jeder Punkt in R ein Hiufungspunkt ist, gilt die Identitit nach Korollar 10.23
fiirallez € C.

5d.h. f(zn) = 0 fiir eine Folge {zy}nen € U mit z; — zoo € U.
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3.2. Das Prinzip der analytischen Fortsetzung.

DEFINITION 10.24. IstV ¢ U € Cundsind f : V' — Cund f: U — C holomorph, dann
heif3t f analytische Fortsetzung von f auf U wenn

f(z)=f(z) fiirallezeV.

BEMERKUNG. Besitzt die Menge V in Definition 10.24 einen Haufungspunkt, so ist die
analytische Fortsetzung nach dem Identitdtssatz (bzw. Korollar 10.23) eindeutig.

BEISPIEL. 1) f(z) =X, z" ist holomorph auf V = {z € C : |z| < 1}. Die Funktion
f(z) = ﬁ ist analytische Fortsetzung von f auf C \ {1}.

(2) Analytische Fortsetzung entlang Kreisketten: j € N seien fj(z) := X, o an(j)(z — 2j)"
Potenzreihen um z; € C mit Konvergenzradii R; € (0, oo]. Falls sich die Kreisscheiben

{Br;(z;)}jen liberlappen und die Funktionen f; dort vertriglich sind, d.h.
[i(z) = fr(z) furalle z € Bg;(z;j) N Br,(zk)

wird mittels Identitéitssatz genau eine holomorphe Funktion auf {J; ¢y Br, (z;) defi-
niert.

DEFINITION 10.25 (ANALYTISCHE FORTSETZUNG ENTLANG KURVEN). Seiy : [to, t1] — C
stetige Kurve und f(z) = X, an(Z — 20)" konvergente Potenzreihe um zo = y (p). Dann heif3t
die Familie

fi@) = ) an(O(z =y ()"t € [to, 1],
n=0

von konvergenten Potenzreihen eine analytische Fortsetzung von f entlang y, wenn gilt

(1) fl’o = fg
(i) fiir alle ¢ € [to, t1] existiert ein € > 0 so, dass fiir alle |z| < ¢ die Funktionen f; und
fin{+z.0,} vertriglich sind.

BEMERKUNGEN. (1) Gibtes eine analytische Fortsetzung von f entlang y, so ist diese
nach dem Identititssatz 10.23 eindeutig.
(2) Es wird keine Vertriglichkeit bei spaterer Wiederkehr verlangt.

BEISPIEL (KOMPLEXER LOGARITMUS). Die Familie

[ee)

(e =i+ Tl 1, e fo,w),

n=1

ist eine analytische Fortsetzung des (Hauptzweig des) komplexen Logarithmus Ly(z) = Log z
auf C_ entlang der Einheitskreislinie.
Aber: es handelt sich um eine mehrdeutige Funktion, so ist etwa fiir n ¢ N

Lyzn(2) = 27in + Log(z).
(Fortsetzung auf Riemannsche Bldtter).
Wir beenden diesen Abschnitt mit einem niitzlichen Lemma.

LEMMA. Sei By, ..., B, eine Kreiskette und f, eine holomorphe Funktion auf By. Ldsst sich
die Ableitung f; lings der Kreiskette analytisch fortsetzen, so auch fy selbst.

BEWEIS. Ubung. n
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4. Laurentreihen

In diesem Abschnitt wollen wir das Verhalten einer holomorphen Funktion in der Nidhe
einer isolierten Singularitdt untersuchen und beschreiben.

DEFINITION 10.26 (KLASSIFIKATION ISOLIERTER SINGULARITATEN). Fiir eine holomorphe
Funktion f : U — C, U C C offen, heifit zop € C\ U isolierte Singularitdt, falls eine¢ > 0
existiert mit B.(zo) \ {zo} c U.

Eine isolierte Singularitit z, heift

(i) hebbar, wenn sich f analytisch auf U U {z,} fortsetzen ldsst.
(ii) Pol, falls es ein m > 1 gibt derart, dass (z — zo)™ f (z) eine hebbare Singularitit bei z,
besitzt. Das kleinste derartige m heif3t Ordnung des Pols.
(iii) wesentliche Singularitdt, falls sie weder hebbar noch Pol ist.

BEISPIELE. (1) Die Funktion f(z) = % hat als auf C \ {0} holomorphe Funktion
eine hebbare isolierte Singularitit bei zo = 0. Eine (die) Analytische Fortsetzung von
f auf C ist gegeben durch

s . Z2n
.
S ;)( T

(2) Fiir g : U — C holomorph mit g(zg) # 0 fiir zg € U besitzt
9(2)
Z)=—"—""—, mEeN,
f(z) Z 20"
bei zy einen Pol m-ter Ordnung.
(3) Die Funktion f : C\ {0} —» C, f(z) = ez hat eine wesentliche Singularitit bei zo = 0.

Der nichste Satz zeigt, dass eine isolierte Singularitiit hebbar ist, genau dann wenn sie
“gutartig” im Sinne von beschrénkt ist.

THEOREM 10.27 (RIEMANNSCHER HEBBARKEITSSATZ). Eine isolierte Singularitiit zo € U
von f : U\ {zo} — C holomorph ist genau dann hebbar, wenn f in einer punktierten Umgebung
von Zg beschrinkt ist, d.h. falls es ein C > 0 und € > 0 gibt so, dass

|f(z)] <C fiiralle 0<|z-2z <E€.

BEWEIS. Besitzt f eine analytische Fortsetzung auf U U {z,}, so ist diese insbesondere
stetig in zp und damit in einer Umgebung von z, beschrinkt.
Umgekehrt gebe es C > 0 und € > 0 derart, dass

|f(z)] < C fiiralle 0<|z-2z0| <e€.
Definiere die Funktion

(z-20°f(2), z#2zo

9:U—-C g(z):={
0, Z = Zp-

Dann gilt

. z) -9z i
lim 9@ =9 _ 1 1r @) = 0,
@ R-2ol o

insbesondere ist also g holomorph in zy mit g(zo) = g9’(zo) = 0, und somit nach Satz 10.14

(o)

9(z) = ) en(z —20)"

n=2
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fiir ¢, € C. Damit ist die Funktion

(o)

fiUu—cC 2z ch(z —z0)"? = ch+2(z - zo)"

n=2 n=0

eine analytische Fortsetzung von f auf U U {zy}, die nach den Identitdtssatz Korollar 10.23
eindeutig ist. ]

DEFINITION 10.28 (LAURENTREIHE). Fiir Koeffizientenc, € C,n € Z,und 2,29 € C
heifien die Reihen

o0 (9

Z c_n(z—20)™" Hauptteil und Z cn(z2 —20)" Nebenteil
n=1 n=0
der Laurentreihe

[

Z cn(z —20)" = Z cn(z—20)" + i cn(z = 20)".
n=0

nez n=1

Diese heif3t (absolut, gleichmifig, etc.) konvergent, wenn dies fiir Haupt- und Nebenteil zutrifft.

BEMERKUNG. Ist % € [0, oo] der Konvergenzradius von )" ; ¢c_,2" und R € [0, o] der
Konvergenzradius von )" ¢,z", dann konvergiert die Laurentreihe auf dem Kreisring

K:r(z0) :={z€C:r<|z-20 <R}
und ist dort holomorph.

////

KOV\MBW’C Nt kqvw ZJT«F‘?FL"“' ksm%’c?g‘\b{‘

Aes HMyol'l'o\‘S Nebete (s do vac,,\lvml«

LEMMA 10.29. Konvergiert 3,7 cn(z — 20)" =: f(z) auf K, r(z0), dann gilt fiir p € (r, R)

1 =

Cn = dz, neZ.
2711 J iz p=p (2 — 20)™

BEWEIS. Aufgrund der gleichméfligen Konvergenz der Reihe auf K, z(zo) gilt

/ f(z) —————dz = Z / (z—z0) " 1dz = Z ¢k (27idky) = 27icy,
lz—zol=p (Z = Z0) lz—zo|=p

keZ

wobei wir Beispiel 2.1 verwendet haben (dort fiir zo = 0, man iiberlegt sich leicht, dass dies
auch fiir allgemeines z, € C gilt). ]
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THEOREM 10.30 (LAURENTREIHENENTWICKLUNGSSATZ). Sei f : K, r(z0) — C holomorph,
dann gilt
f(2) =) enlz = 20)"
nez
mit

C nez.

1 f(z) dz

n= < . )
2701 Jiz—zp)=p (2 = 20)"*

BEWEIS. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei zo = 0. Ahnlich zum Beweis der
Cauchy-Integralformel fiir Kreisscheiben (Satz 10.11, siehe auch das Lemma danach) konnen wir
eine Cauchy-Integralformel fiir Kreisringe zeigen. Dazu deformiert man das Integrationsgebiet
wie folgt:

Damit gilt fiire > Ound § > 0

S 115 W U N 1(s DS B A 115
f(Z) - 2mi '/|;*_z|:€ C -z a = 2mi |¢|=R-6 C -z d 2mi ¢ |=r+6 g -z dg
RN S IE N B
- 27 ‘/|;«|:R_5 ¢ 1- ? d¢ + 2Tz /|;|:R-af(§)1_ % d¢ (10.4)

Verwenden wir nun die geometrische Reihe, um

1 = "
— :Z(g) fiir |z| < R,

I3
{  n=0
1 o (¢
— = SV, Rurj s
1-— ¢ ¥4
z n=0
zu schreiben, so liefert gliedweise Integration in (10.4) die Behauptung. ]

Beispiele
1) f(z) = z(z—l_l) Mittels Partialbruchzerlegung kénnen wir f schreiben als f(z) = -5 -1,
sodass mit der geometrischen Reihe folgt:
o aufKo1(0): f(z) = -1 - X320 2"
o aufKo1(1): f(2) = 25 — =g = 25 - S, (1-2)™
Dabei sieht man ein typisches Verhalten von Laurentreihen:
e der dufiere Konvergenzradius der Laurentreihe ist durch die ndchstgelegene Singu-
laritdt begrenzt,
e der Hauppteil der Laurentreihe bricht nach m Termen ab, wobei m die Ordnung
der Singularitdt ist, um die entwickelt wird.
@ f(z) = et = im0 %zin auf Ko «(0). Auch bei diesem Beispiel zeigt sich ein typi-
sches Verhalten von Laurentreihen: der Hauptteil der Laurentreihe bricht nicht ab bei
wesentlichen Singularitditen.
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THEOREM 10.31 (CASORATI-WEIERSTRASS). Sei f : U \ {290} — C holomorph mit einer
wesentliche Singularitit in zo € U. Dann ist fiir jedes € > 0 das Bild

S (Be(z0) \ {z0})

der punktierten Kreisscheibe um z, dicht in C, d.h. fiir jedes a € C gibt es eine Folge {z,}nen C
U \ {zo} mit z, — 2o so, dass f(z,) — «a.

BEWEIS. Wir beweisen durch Widerspruch: angenommen es gibtein § > Ound wy € C
mit Bs(wo) N f(Be(zo0) \ {zo}) = 0, das heifdt f(B:(zo) \ {zo}) nicht dicht in C. Dann ist die
Funktion

h:Be(zo) \{zo} = C, 2z h(z):= m

auf B (zo) beschrinkt und kann nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz (Theorem 10.27 zu
einer holomorphen Funktion auf B, (z,) fortgesetzt werden. Ferner gilt h(zy) = 0, also ist Z
isolierte Nullstelle von h. Da isolierte Nullstellen von nicht-verschwindenden holomorphen
Funktionen hochstens endlicher Ordnung sind (vgl. Abschnitt 3.1), hat die Funktion

1
Z)=——+W
f@) = 55 +wo
bei z = zp einen Pol endlicher Ordnung, im Widerspruch zur Annahme, dass f dort eine
wesentliche Singularitit besitzt. ]

Zusammenfassend haben wir die folgenden Charakterisierungen isolierter Singularititen
gelernt:
(1) f besitzt eine hebbare Singularitit bei zo & f ist beschrinkt in einer Umgebung von
Zo © lim;_, |0 f(2) existiert und ist endlich.
(2) f besitzt eine Polstelle (m-ter Ordnung, m > 1) bei zp < lim|;_, |0 | f(2)| = oo (und
lim;_,,1-0(z — 20)™ f(z) existiert und ist endlich, m kleinstmdglich)
(3) f besitzt eine wesentliche Singularitét bei zo & Menge der Haufungspunkte von f(z)
fiir z — zo ist ganz C U {oo}.
Wir sehen, dass Funktionen mit wesentlichen Singularitdten in einem gewissen Sinn recht weit
davon entfernt sind, analytisch zu sein. Hat eine Funktion g jedoch einen Pol bei 2, so besitzt
f(z) = g%z) eine hebbare Singularitit bei zy. Polstellen kann man sich daher auch vorstellen
als Punkte, an denen g “analytisch” ist, aber den Wert oo hat. Dies fiihrt auf die Definition
meromorpher Funktionen.

DEFINITION 10.32. Sei U C C Gebiet. Fiir g, h : U — C holomorph mit h nicht identisch
null definiert

| o) =0l _ 9@
f:U\{z€eU:h(z) =0} - C, f(z)_h(z)

eine meromorphe Funktion f auf U.

Meromorphe Funktionen sind holomorph auf U \ {z € U : h(z) = 0}. Ist zg € U Nullstelle
der Vielfachheit m € N von h und k € Ny von g, dann ist die isolierte Singularitit z, von f fiir
k > m hebbar und fiir k < m ein Pol der Ordnung m — k. (siehe Aufgabe 11.2)

5. Residuenkalkiil

5.1. Residuen.

DEFINITION 10.33. Seir > 0,29 € Cund f : Ko ,(z0) — C holomorph. Dann heift fiir
p€(0,r)

27i

Res, (f) = — /| S
Z—Zol=p

das Residuum von f bei z;.
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LEMMA 10.34. Ist f wie in Definition 10.33 und ist f(z) = Y.,z cn(Z — Z0)" die Laurenrei-
henentwicklung von f, dann gilt

Resz, (f) = c-1.
BEWEIS. Es gilt

1 3 1 " _
— f(z)dz—nzezcnzﬂi / (z—20)"dz = 1.

271 J |z—zo|=p lz—zol=p

wobei wir verwendet haben, dass die Laurentreihe auf K ,(zo) gleichmiflig konvergiert und
daher Integration und Summation vertauscht werden konnen, sowie

1
— (2 —20)"dz =68y 1.
2701 J|z—zo|=p

Beispiele

(1) Hat f bei zj einen Pol k-ter Ordnung, so lautet die Laurentreihe um z,

a_y - n
Z)=———+-+ + > an(z—20)",
@) == Z)k — Z(]) n(2 — 20)
und somit
(z-20)"f(2) =+ +a1(z-20)" + ) an(z - 20)"™*.
n=0
Es folgt, dass

k-

=Dl dgh1 1(2 20)*f(2)

Resz, (f)=aq=

Z=Z0
k—

d
= Jim (k } D! dgk1 (Z 20)“f(2).

(2) Ist f(z) = Zg; meromorph mit einer einfachen Nullstelle von & bei zo und g(zo) # 0,

dann gilt

(z - 2o) (2) = 9(zo)
h(z) h'(zo)

3) f(z) = ﬁ ist meromorph mit einfachen Polen bei z, = 7n, n € Z. Mit vorigem

Resz, (f) = Zli—>nzlo

Beispiel gilt dann
zZ—-nmw
R = 1i = (-D".
esz, (f) = lim Sz (-1
5.2. Der Residuensatz.
THEOREM 10.35 (RESIDUENSATZ). Sei U C C offen und S := {21, ...,2Zm} C U eine Menge

paarweise disjunkter Punkte in U.
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el e

Seiy : [0,1] — U\S einegeschlossene, stiickweise differenzierbare Kurve ohne Uberschneidungen,
diein U null-homotop ist und S mit positiver Orientierung umschliefit. Dann gilt fiir f : U\S — C
holomorph, dass

/ f(z)dz = 27i Z Res;, (f).
Y j=1

Bemerkung: Mit Hilfe der Windungszahl

1 d
n(zj,y) ::—/ ad €Z

27l y Z—Zj

ldsst sich der Residuensatz auf geschlossene Kurven mit Uberschneidungen verallgemeinern.

VL(ZJ‘ ,X\ =2

Es gilt dann

m

[ @z =2mi Y nzs.p) Ress, ().
14

Jj=1

BEWEISIDEE VON THEOREM 10.35. Schreibe

/y f(z)dz = /y f(z)dz

unter Verwendung der Homotopie, wobei y wie folgt gegeben ist:
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Die Verbindungswege < heben sich im Grenzwert weg und es bleiben komplexe Wegintegrale
entlang Kreislinien um die Punkte z; mit

—/I | f(z) dz = 27i Resg; (f).
2-zj1=p;

5.3. Anwendung des Residuensatzes auf die Berechnung von Integralen.

dx
1+x4°

® dx R dx
/ = lim / =: lim Ig.
oo 1+ x4 R _r 1+ x4 R—oo

Die Pole des Integranden in C sind die Nullstellen des Nenners

1. Berechnung von f_ O:O
Es gilt

1+z2°=0 o z'=-1=€",
das heif3t
im 3im Sim v
Zi=¢€4, Zp=e€4+, Zz=e+, Zyp=e¢e+4
Es liegen also Pole erster Ordnung bei z3, . . ., Z4 vor.

Wihlen wir uns einen Hilfsweg yg, R > 1, in der komplexen Ebene,

by
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so folgt aus dem Residuensatz, dass

dz 2 1
Iz + —:ZﬂiERes.—,
R '/yR1+z4 “ zj(1+z4)

denn die beiden Polstellen z; und z, liegen innerhalb der Integrationskontour. Nun

gilt
(i) fiir die relevanten Residuen
1 1 1 1 1
Resg, 7| = =—e 4,
1+z Z1—2221—-2321— 24 4
1 1 1 1 1 iz
Res,, vl =—e 4,
1+2 Z22—-2122-2322—24 4
somit
2
1 \/5 \/Eﬂ
2mi Res, | —— | = 27wi|——i| = —.
; Zj (1 +Z4) ( 4 ) 2

(ii) fiir das Kuvenintegral entlang des Hilfswegs y

d T iRe'
/ —Z4:/ ﬁdt:ZHR,
w1+2z o 1+Rtet

was wir abschitzen konnen durch
ﬂ 1 R—o0
|[Hg| < R ————dt — 0.
0

|1+ R4ei¥|
Insgesamt haben wir damit

/  dx o7
o L+xt 2
Px) oix g, wobei P, Q Polynome mit gradQ > gradP

2. Fourierintegrale der Form f_ D; 900
und Nullstellen z1, . . ., 2, von Q, die nicht auf der reellen Achse liegen.

Wy

N

A4

-A ) A Rew

Der Hilfsweg yr : [0, 7] — C, yr(t) = Re' liefert keinen Beitrag im Limes R — oo,

denn

T P(Rel!)
0 Q(Reit)
< /n we—Rsintdt Riio 0.
o |Q(ReM)]

P(z) oz cl(Re") it 4

vz Q(2)
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Hierbei haben wir verwendet, dass
(i) e'z = elReZe~Imz ypd damit |e’?| = e 1M,

(ii) ng ((Ifi))ll ist beschrinkt fiir R — oo, da nach Voraussetzung gradQ > gradP,

(iii) e ®sint 5 OfiirR — o, dat € (0, ) (an dieser Stelle zeigt sich, warum wir den
Hilfsweg {iber die obere Halbebene Im z > 0 wihlen miissen),

(iv) (den Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz).

Aus dem Residuensatz folgt dann

P(x) 1x M iz
[ Q(x) dx = 27i Z Reszj(Q(Z)e )

. -
. Berechnung von [~ SBX dx.

Die Funktion z +— % ist holomorph auf C \ {0} mit einer hebbaren Singularitit
bei zop = 0. Um das Integral zu berechnen, betrachten wir zunichst fiir r > 0 die

Integrale
- eix I eix
/ —dx + / — dx.
X 1ox

Die beiden Wegstrecken konnen iiber zwei Halbkreise in der oberen Halbebene mit
Radius r und % zu einer geschlossenen Kurve erginzt werden. Dann wird fiir jedes
r > 0 die Singularitdt im Ursprung ausgespart und, da keine Singularitdten innerhalb
der Integrationskurve liegen, gilt

iz .
/ ?dz / —dz+/1 e?dz+/?dz 0, (10.5)
[-r.-1] r] 7r

wobei mit y,, p € {;, r} der positiv orientierte Halbkreis in der oberen Halbebene mit
Radius p bezeichnet wird, parametrisiert durch

~ =

Yo : [0,7] > C, t y,(t) =pe"

Daher muss das Integral iiber den kleineren Halbkreis mit Radius % auch abgezogen
werden, denn dieses Stiick wird im Uhrzeigersinn, also im mathematisch negativen
Sinn, durchlaufen.
Das Integral iiber den gréfieren Halbkreis verschwindet fiir r — co, denn
1re

eiz V.4 e o V.4 V.4 .
/—dz S/ - ire" dt:/ e dt:/ e "sint 2%
7 < 0 0 0

re!
Dabei haben wir den Satz iiber majorisierte Konvergenz verwendet, denn der Integrand
ist majorisiert durch die auf [0, 7r] integrierbare Funktion 1, unabhéngig von r, und
geht punktweise auf (0, ) gegen null fiir r — oo.
Der kleine Halbkreis liefert den eigentlichen Beitrag zum Integral. Wegen

ez T ™
/ —dz dt=/ ersm[dts/ ldt=nm
Y1 4 0 0

fiir alle r > 0, ist die konstante Funktion 1 eine integrierbare Majorante und es folgt
mit dem Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz, dass

it
ir(cost+isint)

i1 Git
1€

T e =
< —1-€
0

1 it
re r

it

S1 it
T ooly

€ 1 3 T T
lim T i—e”:i/ lim elr® dt—l/ 1dt =
r—o Jo Felt r 0 T—® 0
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Insgesamt erhalten wir also mit (10.5)

—F elx roeix
lim / —dx+/ —dx| = lim / —dz / dz| =ix.
r—o0 _r X % r—o0 1 Z

Wegen sin x = Ime'® = (™ — e™™¥) folgt dann aber

1

0o _1 v 1,
Sin X . Sin X Sin X r SIn X
dx = lim dx + —dx+ dx
o X r—oco\ J_, b 10X 10X
r r

1 1
1, o 1,
. r sin x sin x . r sinx
= lim dx + dx| + lim dx
r—o0 _r X 1 X r—oo [ 1 X
r r

=Im (ixr),

<

wobei verwendet wurde, dass die Funktion x + S‘ﬁx in einer Umgebung von x =0

beschrinkt bleibt und daher der letzte Term fiir r — oo verwindet.

6. Anwendung: Ebene Potentialprobleme

Mithilfe der gewonnenen Erkenntnisse iiber holomorphe Funktionen wollen wir nun eine
Anwendung auf partielle Differentialgleichungen betrachten, spezieller Potentialprobleme in
der Ebene R?, die wir wieder identifizieren wollen mit C.

Zunichst sei daran erinnert, dass Real- und Imaginirteile holomorpher Funktionen har-
monisch sind.

6.1. Harmonische Funktionen.

DEFINITION 10.36 (HARMONISCHE FUNKTION). Eine Funktion ¢ : U — R%, U c R¢ offen,
d € N, heif3it harmonisch, falls

d
Ap=) dp=0.
j=1
THEOREM 10.37. Ist f : U — C, U C C, holomorph, dann sind Re f und Im f auf U
harmonisch.

BEWEIS. Da f holomorphistauf U, ist f analytisch auf U, insbesondere unendlich oft kom-
plex differenzierbar. Die Behauptung folgt dann aus den Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen,
vgl. Ubungsaufgabe 9.3. ]

6.2. Ebene Dirichlet-Probleme. Sei nun U C R? ein Gebiet mit glattem Rand dU. Eine
typische Fragestellung aus der Elektrostatik ist das Randwertproblem

Ap(x,y) =0 fir(x,y)eU,
p(x,y) =¢o fiir (x,y) € oU,

fiir eine gesuchte Funktion ¢ : U — Rund vorgegebenen Randwerten ¢y € C(9U, R), ¢o
beschrinkt. Ein derartiges Randwertproblem wird auch als Dirichlet-Problem (fiir die Laplace-
Gleichung) bezeichnet.

Als wichtiges Beispiel betrachten wir den Fall U = {(x, y)eR?:y> 0} die obere Halb-
ebene, identifiziert mit C, = {z € C : Imz > 0}, und ¢y € C(R), wobei wir annehmen wollen,
dass die Funktion ¢, im Unendlichen abféllt gemaf3

C
lpo(x)]| < Tlxl fiirein C > 0. (10.6)

Dann gilt
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THEOREM 10.38 (POISSON-INTEGRALFORMEL FUR DIE OBERE HALBEBENE). Die Funktion
=1 [ w—L—a (10.7
Y= P G Ty 7
erfiillt das Dirichlet-Problem fiir die obere Halbebene
Ap(x,y) =0 fiir (x,y) € {(x,y) €eR?*:y > 0},
@(x.y) =g@o fiir(x,y) € {(x,y) eR*:y =0}
mit Randwerten ¢y € C(R), fiir die (10.6) gilt.
BEWEIS VON THEOREM 10.38, TEIL 1. Die Funktion f(z) := & [* 20 4t ist holomorph

. —c0 [—Z
auf C, mit

(o)

Ref(x+iy):%‘/

—00

1 t—-2z y
I — | =1 = .
m(t—z) m(|t—z|2) (-2 +)?

golt) i (2] d = pix.»

fiir y > 0, denn

Somit gilt fiiry > 0

Ap(x,y) =0.
Es bleibt noch zu zeigen, dass die Randwerte angenommen werden. Dies werden wir nach
einem kleinen Einschub zum Faltungsprodukt beweisen. ]

Wir konnen die Poisson-Integralformel (10.7) auch als Faltung

P(x. ) = (g0 % P,)(x) = /R eo(O)Py(x — 1) dt

mit dem Poisson-Kern

1y
Py(x) = TXZ+y?

schreiben.

6.3. Faltung und gute Kerne. Allgemeiner definiert man

DEFINITION 10.39 (FALTUNGSPRODUKT). Fiir f, g € Ll(Rd), d € N, heif3t

(F9)0)= [ FOgte-ydy firxer
die Faltung von f und g.
THEOREM 10.40. Das Faltungsprodukt ist wohldefiniert als Abbildung
«: L'(RY) x LY(RY) — LY(RY)
mit
ILf = gl ray < 1F ey rayllg i (ray-

Der Raum (L' (R?), «) ist eine kommutative und assoziative Algebra, das heifit fiir alle f, g, h €
LY(RY) gilt
(D) f =g =g = f (Kommutativitdt)
(i) f = (g=h)=(f=g)* h (Assoziativitdit)
(iii) f=(g+h) = (f = g) + (f = h) (Distributivitdt)
(iv) fiiralle A € Cgilt A(f = g) = (Af) = g = f = (Ag) (Assiziativitdt bzgl. skalarer Multipli-
kation).
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BEWEIS. Wir zeigen nur die Wohldefiniertheit und Abschédtzung, die Algebra-Eigenschaften
sind eine leichte Ubung (mit Fubini und Eigenschaften des Integrals).

SCHRITT 1: Seien f, g € L' N L™. Dann ist die Faltung f * g wohldefiniert (punktweise fast
iiberall) und es gilt

£ gl = [ [ rore-navjar< [ [ iroiligee-ylayax

- [ron( [ o -ias)ay= [ 1ol [ lgcax) ay
= 10 gl

Insbesondere ist also f * g € L1.

SCHRITT 2: Fiir allgemeine f, g € L! approximieren wir durch f, = min{f, n} € L n L',
Es gilt f, — f in L! (majorisierte Konvergenz!) und mit Schritt 1 erhalten wir

1fn %G = fu# gl = 1(fu = fin) % glizr < 1fi = Frnlimallglizs ™57 0,

da {f,} als konvergente Folge insbesondere eine Cauchy-Folge ist. Damit ist die Folge f, * g
eine Cauchy-Folge in L!, sodass wir aufgrund der Vollstindigkeit von L!

frg:=L'—lim f,+g
n—oo
definieren kénnen.° []

Bemerkung: Man kann zeigen, dass die Algebra (L' (R%), *) kein neutrales Element be-
sitzt, d.h. es existiert keine Funktion § € L'(R%) mit f * § = f fiir f € L'(R%). Wir werden
spéter sehen, dass die Dirac Delta-Distribution ein solches Eins-Element fiir die Faltung auf
LY(RY) ist.

Der Beweis der Poisson-Integralformel fiir die obere Halbebene beruht im Wesentlichen
darauf, dass der Poisson-Kern ein guter Kern bzw. eine approximative Eins ist in folgendem
Sinn:

DEFINITION 10.41 (GUTER FALTUNGSKERN, APPROXIMATIVE IDENTITAT). Eine Folge von
Faltungskernen (kj ), auf R heifit Familie von guten Kernen oder Approximation der Eins,
falls gilt:

(i) Furallen € N,

/Rd kn(x)dx =1.

(ii) Es existiert ein M > 0 so, dass fiirallen € N

/ |kn(x)|dx < M.
R4
(iii) Fiir jedes 6 > 0 gilt

lim |kn(x)|dx = 0.

n—-w Jiy>5

Eine Folge guter Kerne mit k, > O fiir alle n € N nennt man auch Dirac-Folge.

Beispiele fiir gute Kerne Sei {¢y }xen C (0, o0) Nullfolge. Dann sind
(a) Poisson-Kerne P, (x) = 1 =% fiir x € R,
k

T X2+ 2
_Ix?

(b) Gauf3-Kerne &k (x) = (27t€k)‘%e % fiir x € RY,
Beispiele fiir Dirac-Folgen.

6Zur Vollstindigkeit von L! (Satz von RIESZ-FISCHER) siehe z.B. [3, Satz 8.1].
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(c) Sei allgemein ¢ € L'(R%) mit ||¢|l;x = 1, und {ex}ren C (0, o0) Nullfolge. Dann
definiert ¢¢, (x) == ¢, dqb(ﬁ) eine Folge guter Kerne. (Ubung!)

THEOREM 10.42 (GLATTUNG DURCH FALTUNG MIT GUTEN KERNEN). Sei {k,}ncn eine
Familie guter Kerne.

(1) Ist f € L*(RY), dann gilt
Jim Ik + f = flipe = 0.
(2) Ist ferner k, € C™(R%) und sind die partiellen Ableitungen 6%k, |a| < m, beschrinkt,
so gilt
fek, e C"RY und 8%(f % ky) = f * 8%%.
(3) Ist f € C(R%) beschrinkt, so gilt
lim f s« kn(x) = f(x)
n—oo
fiir alle x € R4,

BEWEIS. Wir zeigen zunichst’ nur (3): Da fRd kn(x)dx =1, gilt

Fka0 =160 = [ Fee=phady= 60 = [ (7= = 0kl 8.
Aufgrund der Stetigkeit von f in x gibt es zu € > 0 beliebig ein § > 0 so, dass

If(x=y)-f(X)[ <e fur [y <3d.
Damit folgt aus der Eigenschaft (ii) guter Kerne, dass ein M > 0 existiert mit

/ If(x—y)—f(X)Ilkn(y)IdySE/ la ()] dy < M.
lyl<é

ly[<é

Weiter folgt aus Eigenschaft (iii) guter Kerne und der Beschrinktheit von f, dass fiir n grof3
genug

f £ =) = Fka()]dy < C/ ()] dy < Ce,
ly|=6

ly|=6
da f|y|>5 |kn(¥)| dy — O fiir n — co. Insgesamt haben wir also

Lf # k() = f(X)] < /Rd If(x =y) = F(O)lkn(¥)| dy
=/ If(x—y)—f(X)IIkn(y)Idy+/ If (x =y) = f(O)[lkn(¥) dy
lyl<8

ly=6
< (M +C)e,
und da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. ]
Jetzt ist der Rest des Beweises von Satz 10.38 einfach:
BEWEIS VON THEOREM 10.38, TEIL 2. Wir hatten gesehen, dass
P(x,y) = (@o * Py) (%),

die Faltung vom Randwert ¢y mit dem Poissonkern.

Sei nun {ei }xen eine beliebige Folge mit e, > 0 fiir k € Nund ¢ — O fiirk — . Da
¢o stetig und beschrénk ist, und die Familie {P, }xecn eine Familie guter Kerne ist, folgt aus
Theorem 10.42, dass

limg(x, y) = lim (o * Pe, ) (x) = @o(x).
yl0 k—oo

7Aussage 1 werden wir im Zusammenhang des Fourierinversionssatzes bendtigen und dort beweisen
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Insgesamt haben wir also gezeigt, dass ¢ gegeben durch 10.7 harmonisch ist in {(x, y) € R? :
y > 0} mit Randwerten ¢(x, 0) = ¢o(x), x € R. ]

Ausblick: Ist 3 : U — C holomorph, U € C offen und V' C U Gebiet, dann ist (V') auch
ein Gebiet und es gilt 1 (dV') = 0¥ (V') (Gebietstreue holomorpher Funktionen). Damit ldsst sich
die Losung des Dirichletproblems auf V' durch Transformation mittels ¢ : V' — C, holomorph
mit 3 (V) = C, aus der Poisson-Integralformel fiir C, gewinnen (vgl. Ubungsaufgabe 13.2).

Weiterfithrende Literatur: [4], [6], [2].



KAPITEL 11

Fouriertransformation und Grundziige der
Distributionentheorie

1. Definition der Fouriertransformation auf L! (R%)

Zunichst definieren wir die Fouriertransformation auf dem Banachraum (ein Banachraum
ist ein vollstindiger normierter Raum) L' (R9).

DEFINITION 11.1. Fiir f € L'(R%) bezeichnet f : R¢ — C,

e = — /R e () dx

(27)>

die Fouriertransformierte von f.

Bemerkungen:

1. Statt fﬁndet man auch oft die Notation 7 f.
2. Beziiglich der Vorfaktoren gibt es verschiedene Konventionen; so findet man zum
Beispiel auch

—ik-x —ik-x —27ik-x
/ e f(x)dx, /Rde f(x)dx, /Rde f(x)dx

(2m)d Jpa
in der Literatur. Da sich dies auf manche Rechenregeln auswirkt, ist daher Vorsicht
geboten!
3. Das Skalarprodukt im Exponenten ist das euklidische Skalarprodukt reeller Vektoren,
kex =39, kx;. |
4. Das Integral in Definition 11.1 existiert, da |e”¥*| = 1 und damit | f| eine integrierbare
Majorante ist.

Beispiele:
_ (x-a)?
1. Gauf3-Funktionen f(x) = ‘/27117e 202 mit Parametern « € Cund o > 0.
Es gilt

—~ 1 . _(x—ot)2
f(k)=— [ e*¥e™ 22,
2o Jr

wobei wir die Exponenten zusammenfassen konnen und nach quadratischer Ergin-
zung auch schreiben kénnen als

_ (X—D()Z _ (x—a+ika)2 . 2p2
202 =¢e 202 e_w‘ke_(I 2,

_(x—a+ika)2
e 22 dx
R

kann als komplexes Wegintegral entlang der Geraden {Im z = ko? — Im «} parallel
zur reellen Achse aufgefasst werden. Wie in Ubungsaufgabe 10.2 erhiilt man dann

 (x-atiko)?
/e 22 dx = V2mo?,
R

—ikx e

€

Das Integral

29
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insgesamt also

—~ 1 2K2 .
k) = ——e 2 e 9k,
1 o

Insbesondere gilt fiira =0und o = 1

1 x2 1 k2
e T | (k)= —e 2
T(%Ee )() N

2. Allgemeiner gilt fiir d € N und

1 _?
fx)= ———e %7, xeRrY
(27o?)z
dass die Fouriertransformierte gegeben ist durch
- 1 2k d
fk) = —e 2, keR"
(2m)2

3. Fiir die Indikatorfunktion y des Intervalls [-a, a], a > 0, also

1, <
)((X)={ x| < a x €R,

0, |x|>a’
gilt
(k) = —— "k gy = L[ 1 _ler 121 (e‘k“ e—lka)
V27 J-a 2 | —ik a o k21

_\/Zsin(ka)
Nz kO

DEFINITION 11.2. Fiir f € L'(R%) heif3t

f(x) = y / e**f(k)dk, x eRY,
(2m)2 Jrd

inverse Fouriertransformierte von f. Man schreibt auch #~1(f) = ;"(x).

Beispiel: Beispiel 1. zeigt fiir

ry 1 _o%k® gk g2 _ﬁ(kHL)Z <1
f(k) =——=e 2 e ¢ —e 2 o2’ e202 —,
\27r 27 o}
dass
S _a? _x% ey 1 _a)?
f(x) = e e wZe o) (Y 2 —° w2 = f(x).
2mo 2mo
Allgemeiner gilt

THEOREM 11.3 (FOURIERINVERSIONSSATZ). Sind f und fin LY(RY), so gilt

A
=~

f=r

BEWEIS. Der Beweis verwendet 10.42 (1) und die folgende Aussage, die wir spéter beweisen
werden:

LEMMA. Falls f, — f in LY(RY) fiir n — oo, so existiert eine Teilfolge { f,, }ke mit
lim £, () = £(x)

fiir fast alle x € R4,
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Angenommen dass beide Aussagen gelten, handelt es sich beim Beweis des Fourierum-
kehrsatzes um ein typisches Approximationsargument:

SCHRITT 1: Inversionsformel fiir f % &, mit

£ % 02|x2
5€(X) = (E) e 2, €eN.
Esist
= - 1 _k?
Se(k) = y 5€(x)e—1k~x dx = e 22

(2m)% Jrd (2m)%

und da wir die Fourierinversionsformel fiir Gau3funktionen schon gezeigt haben, gilt

(F80()= [ F0I8x=)dy= [ F03etx-y)dy

. _«2 dk
_ k- (x-)) dv.
/Ra T (/R e <2n>d) Y

Verwenden wir jetzt den Satz von Fubini, um die Integrationsreihenfolge zu vertau-
schen, so folgt

. = —ik-y dy | kx5 _dk
oot /Rd (‘/Rde f(y)(Zﬂ)% ©F (27)%

—~ _K2 . dk ~
= [ Fioe ek~ Fy(x),
Rd 271')5

-~ s
mit Fe (k) = f(k)e 2.
SCHRITT 2: Da {&¢}¢en eine Familie guter Kerne ist, vgl. Beispiel (b) nach Definition 10.41, gilt
insbesondere 10.42 (1), also

Jim I 8¢ = fll =0.
Aus dem Lemma am Anfang des Beweises folgt dann, dass es eine Teilfolge { f + S, }jen
gibt mit

lim (f = 8¢,)(x) = [ (x)

fiir fast alle x € RY.
SCHRITT 3: Aus dem Satz {iber majorisierte Konvergenz folgt nun
- ~ _2 dk
lim Fp(x) = / f(k)e*™ lim e 22 y
€—0 R4 J— (271’) 2

)<

Il
=

SCHRITT 4: Zusammenfassend haben wir also

£Ge) = lim (f » 8¢,)(x) = lim Fo, (x) = J ()

fiir fast alle x € R,

1.1. Eigenschaften der Fouriertransformation.

THEOREM 11.4 (ALGEBRAISIERUNG DER ABLEITUNG). Sei f € C"™(R%) und 6°f € L' (R%)
fiir alle Multiindizes a € Ng mit |a| < m € Ny. Dann gilt

3 f (k) = (ik)*f (k).
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BEWEIS FUR d = 1. Fiir m = 1 erhalten wir mittels partieller Integration

S LT ik _ L (i o [T ikx
f(k)—m[we £/(x) dx m([e 7017 - [ ilge o ax).

Da f’ € L' nach Voraussetzung existieren die Grenzwerte' limy_, .., f(x), denn nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist

FO0 = £(0) + / F)dy.
0
insbesondere also
Jlim 0 =5+ lim [ fod=fO+ [ roa.
* =2 Jo 0

Wegen f € L! kann der Grenzwert aber nur gleich null sein”, also
lim f(x)=0.

|x]|—00

Damit haben wir aber gezeigt, dass die Randterme bei der partiellen Integration verschwinden,
[e7** f(x)]”, =0, und somit

Sy e b ik T
f(k)—lkm/Re f(x)dx =ikf(k).

Fiir m > 1 folgt die Behauptung durch Induktion in m. ]

Die Beweisidee fiir d > 2 ist analog mittels partieller Integration beziiglich der Koordinaten
Xj, in deren Richtungen abgeleitet wird.
Es gilt auch die Umkehrung:

THEOREM 11.5. Sei f € L'(R%) und m € Ny. Falls
x - x*f(x) eL'(R%
fiir alle Multiindizes a € Ng mit |a| < m, dann giltfe C™(RY) und
@ Nk) = F [(-0%f(0)] (k).

BEWEIS FUR d = 1. Wir betrachten fiir m = 1 den Differenzenquotienten bei k € R, d.h.

flk+h)-fk) 1 /e-ixh—l ikx
= € x) dx
" N f(x)
fiir h € R\ {0}. Wegen
e—ixh_l
— < |x|

und der Annahme, dass xf € L!, folgt aus dem Satz iiber majorisierte Konvergenz, dass

—

- fle+h) - f(k) _ 1 e 1) g _ 1 ik
}1113(1) Y = \/E/R(}E%T)e f(x)dx—E/R(—lx)e f(x)dx.

Fiir m > 1 folgt die Behauptung wieder per Induktion. ]

'Dies ist im Allgemeinen fiir f € L! nicht der Fall: man kann Beispiele von (absolut) integrierbaren Funktionen
konstruieren, fiir die limyx—, 1+ f(x) nicht existiert.

2Wire der Grenzwert von null verschieden, also z.B. limy—,« f(x) = & > 0, dann gibe es also zu jedem ¢ > 0
ein R > 0 derart, dass f(x) > a — ¢ fiir alle x > R. Wahlt man nun € > 0 so, dass a — € > 0, dann gilt

/Rmx)mxz/:|f(x>|dx2/R°°(a_g)dx=oo,

im Widerspruch zur Integrierbarkeit von f. Die anderen Fille zeigt man dhnlich.
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Die Fouriertransformation vertrigt sich auch gut mit der Faltung:
THEOREM 11.6. Fiir f, g € L'(RY) gilt
frg=0@mifg.
BEWEIS. Der Beweis folgt leicht aus dem Satz von Fubini, siche Ubung. ]

1.2. Anwendung:Lésunginhomogener linearer Differentialgleichungen. Wir wol-
len die allgemeine Losung x(t) der Differentialgleichung

¥-x=f mit f,feL'(R)
bestimmen. Aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen (vgl. Kapitel 8) wissen wir,
dass der Losungsraum einer inhomogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung
ein zweidimensionaler affiner Raum der Form
L = Lhom + Xs

ist, wobei Lo, den (zweidimensionalen) Losungsraum der homogenen Gleichung X — x = 0
bezeichnet und x; eine Losung der vollen inhomogenen Gleichung ist. Um diese zu bestimmen,
konnen wir die Fouriertransformation verwenden. Bezeichnet ¢ die Fouriertransformierte von
X;s, so erfiillt diese die (algebraische) Gleichung

~(K*+ (k) = f(k), keR,
sodass wir nach Umstellen

f(k
-5 -

erhalten. Da g € L!(R), ist dies nach dem Fourierumkehrsatz 11.3 tatsichlich die Fouriertrans-
formierte einer Funktion g, sodass

x5(t) = ~F LG F)(@0) = —\/%(f £ 9)(0).

~g(k)f(k) fiirallek e R

Es bleibt also die Funktion g zu bestimmen,

1 1 ;
)= — [ ——e* dk.
00-—= [ o
Wie im Beipsiel 2. in Abschnitt 5.3 kénnen wir dies mithilfe des Residuensatzes tun. Ahnlich

zu den Abschitzungen dort kann mann zeigen, dass fiir ¢ > 0 der Hilfsweg in der oberen
Halbebene im Limes R — oo nichts beitrdgt und man

1 X elkt

/ — e dk = 27iRes; | —— | = et fiirt >0
r 1+k2 1+k?

erhilt. Fiir ¢ < 0 muss man iiber die untere Halbebene schlieen und erhilt3

L ik . el -
me dk = —-27i ReS_i m =T7e firt <O.
R

1 ik _/; _
/Rl+k2e dk = R1+kzdk—ﬂ.
g(t) = |57,

3Vorsicht mit der Orientierung der Kurve in diesem Fall, daher das negative Vorzeichen!

Fiirt = O ist

Insgesamt haben wir also
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und damit
L. _ L[ sl
xs(t) = \/E(f 9)(1t) = Z/Ret f(s)ds.

Wegen Lyom = span{e’, e”'} konnen wir die allgemeine Losung der Differentialgleichung
X — x = f daher schreiben als

1
x(t) =cre’ +cre™  + x5(t) = cref + e — 3 /e"t‘”f(s) ds,
R

mit c;, c; € C beliebig.

2. Fouriertranformation auf L?(R%)

Wie wir gesehen haben ist die Fouriertransformation zunéchst natiirlich definiert auf
LY(R%), liefert aber nicht unbedingt wieder eine integrierbare Funktion. Dies hatten wir zum
Beispiel auch beim Fourierinversionssatz gesehen, wo explizit angenommen werden musste,

dass f und fin L'(RY) sind. Es stellt sich heraus, dass die Fouriertransformation besonders
gute Abbildungseigenschaften auf dem Hilbertraum der quadratintegrierbaren Funktionen

L*(RY) = {f :RY — C messbar : || f||? = /]Rd |f(x)|*dx < oo}

besitzt. Dieser Raum ist relevant fiir die Quantenmechnik, da Wellenfunktionen durch Funk-
tionen ¢ € L?(R%) beschrieben werden.

THEOREM 11.7 (UND DEFINITION). Der Raum L?(R?) ist ein Hilbertraum, d.h. ein vollstin-
diger normierter Raum mit einem Skalarprodukt

(9= [ Foog0x,
das heifit einer Abbildung
() L2 (RY) x L*(RY) — C
mit den folgenden Eigenschaften fiir alle f, g, h € L>(R%) und A, u € C:

@ (f,f) =0und (f, f) = 0genau dann wenn f = 0 (positiv definit),

(i) (f,g) =g, f) (konjugiert symmetrisch),
(iii) (f,Ag+ uh) = A(f, g) + u(f, h) (linear in der zweiten Komponente).

Das Skalarprodukt erzeugt die Norm in dem Sinn dass
IF115 = <. )

Da die Fouriertransformation nicht direkt auf L2(R¢) definiert werden kann (warum?),
betrachten wir sie zunichst auf dem Schwartz-Raum aller glatten und schnell abfallenden
Funktionen.

DEFINITION 11.8. Der Schwartz-Raum S(R?) ist der Funktionenraum
S(RY) := { feC®(RY) : x > x%3P f(x) ist beschrinkt fiir alle &, § € Ng} .

Beispiele
(1) Glatte Funktionen mit kompaktem Triger f € C°(R%) sind in S(R?), zum Beipsiel

f(x)= {eXp (_ 23'1:1 1—|1W) lxj| <1

0, sonst.
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(2) Fiir jedes Polynom p definiert

f(x) = p(x)e "

eine Funktion f € S(RY).

Aufgrund des schnellen Abfalls im Unendlichen von Funktionen in S (schneller als jedes
Polynom), gilt

S(RY) c LY(RY) n L2 (RY).
Man kann zeigen, dass S(R?) sogar dicht in L?>(R?) liegt, das heif3t
Ve 2R IH{fahnar © S®Y 1 Lim |If = full2 = 0.

(Zum Beweis approximiert man f durch f yg, R > 0, wobei yg = 1 auf Bg und yz = 0 auf BI%,
und fyr € L'(RY) N L?(RY) durch Faltung mit einer glatten Dirac-Folge.)

THEOREM 11.9. Fiir f € S(RY) ist auch f € S(RY) und die Restriktion der Fouriertransfor-
mation auf den Schwartz-Raum,

Fs : S(RY) - S(RY)
ist ein Isomorphismus. Weiter gilt
(7.9)=.9
fiiralle f, g € S(R?), wobei

.= [ Foge dx

das L?-Skalarprodukt bezeichnet.

BEWEIS. (1) Da
k%3 f () = (=0) <HIAIF (9% ()P ) (k)

fiir alle Multiindizes «, § € Ng (siehe Theorem 11.4 und 11.5) , folgt aus f € S(RY), dass
die Abbildung k > k*3g f (k) beschrinkt ist fiir alle @, § € N¢, und damit f € S(R?).
(2) DaS(R%) c L'(RY), wurde die Umkehrung von ¥ durch die Fourierinversionsformel
Theorem 11.3 bereits identifiziert.
(3) Mit dem Satz von Fubini und der Inversionsformel folgt

[ T [ ([ e s

=/}Gﬂ/aw#*ﬁ%)w=/?Gme:qg»
R Rd (27) % Rd

Bemerkung: Da nicht alle Funktionen f € L?(R?) integrierbar sind, konvergiert

—~

F(k) = lim
R—co (271')% |x|<R

f(x)e ¥ dx

nicht fiir alle k € R¢, aber fiir fast alle:
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THEOREM 11.10. Dier Fouriertransformation Fs : S(R?) — S(RY) lisst sich eindeutig
stetig auf L?(RY) fortsetzen. Die resultierende Abbildung

7 : L*(RY) — L*(RY)
ist linear und unitdr, das heift fiir alle f, g € L*(R%) gilt
Ff.79) =9
(Plancherel Identitdt).
Bemerkungen:

(1) Die Stetigkeit der Abbildung ¥ : L>(RY) — L?(R%) impliziert nicht, dass die Funk-
tion F f fiir f € L?(RY) stetig ist! Da jede L?>-Funktion Fouriertransformierte einer
L?-Funktion ist, ist diese im Allgemeinen unstetig. Im Gegensatz dazu ist die Fourier-

transformierte einer L!-Funktion immer eine stetige und beschriinkte Funktion.*
(2) Aus der Plancherel-Identitit folgt insbesondere, dass

£l = N ) = NF LT = 1F Sl

3. Ausblick: Temperierte Distributionen

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wollen wir uns kurz mit Distributionen befassen. Dis-
tributionen f kann man sich vorstellen als verallgemeinerte Funktionen, denen nur zusammen
mit Testfunktionen ¢ im “Integral” /Rd f(x)@(x) dx ein Sinn gegeben ist.

3.1. Temperierte Distributionen. Als Raum der Testfunktionen kann zum Beispiel der
Schwartz-Raum S(R?) gewihlt werden. Damit lassen sich sogenannte temperierte Distributio-
nen definieren:

DEFINITION 11.11. Eine temperierte Distribution f ist eine stetige, lineare Abbildung

[iS®RY) ->C. o (f.9) = f(9).
das heif3t
(1) (Linearitit) fiir alle ¢, ) € S(RY) und A € C gilt
(fro+29) = (f. ) +A(f. ¥)

(2) (Stetigkeit) fiir jede Folge {@y }nen € S(R?), die in S gegen ein ¢ € S(RY) konvergiert,
d.h.

lim sup x%aP (Pn(x) —@(x))|=0 fiirallea,f € N4,

=% v erd
gilt
lim |(f, ¢n) = f(®)] = 0.
Den Raum aller temperierten Distributionen bezeichnet man mit S’ (R9).

Bemerkungen

4Die Beschriinktheit folgt direkt aus der Integrierbarkeit von f, denn
= _d
If)l < (2m) 2 /Rd |f ()| dx < co.

Fiir die Stetigkeit betrachte man zu gegebenem k € R4 eine beliebige Folge {ky }nen C R? mit k,, — k. Dann gilt
= i d i d i d =
lim Fik) = tim [ peoetor S [ tim eor S [ poneter S fo,
n—oo n—oo Rd Rd n—oo (271)7 Rd (27[)5
wobei wir verwendet haben, dass die Abbildung k +— g ikx stetig ist und fiir alle n € N die Abschitzung

|f(x)e_ik" X

(27)2

<|f(x)| e ! (Rd) gilt, und somit der Satz iiber majorisierte Konvergenz anwendbar ist.
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(1) Jede Funktion f € L'(R?) ldsst sich mittels

(r.9)= [ 19 ax

mit einer Distribution identifizieren. Da Distributionen aufgrund ihrer Definition im
Allgemeinen viele Eigenschaften des Integrals besitzen, verwendet man die (symboli-
sche) Integralschreibweise oft auch fiir beliebige Distributionen.

(2) In (1) geniigt es, dass die Funktion f lokal integrierbar ist, d.h. integrierbar auf jedem
Ball Bg, R > 0, und hochstens polynomiell wichst. Zum Beispiel definiert die Funktion
f(x) = # fiir « < d via

<f,qo>=/ () dx

eine temperierte Distribution auf R?. Der Ausdruck auf der rechten Seite ist wohldefi-
niert, denn wegen ¢ € S(R%) kénnen wir abschitzen

o(x)d ‘ lp(x)] dx:/ lp(x)] dx+/ lp(x)] dx
Rd |x|“ Rd |x|* Ixj<1 |x]® |1 |x[%

1
< 0 dx+/ x)| dx.
ol /| R el

Da a < d, konvergiert das Integral

Sdll
Joa e eetst [
x|<1

und da ¢ € S(RY) c L (RY) istauch [, |¢| dx < co.
(3) Man kann zeigen, dass sich jede temperierte Distribution f durch eine Folge von
Testfunktionen { fi }xen € S(R?) approximieren lisst, d.h.

lim (fi, ) = (f,9) fiiralleg e S(RY).

Man sagt dann, dass f; im distributionellen Sinn (oder in S”) gegen f konvergiert.

3.2. Dirac’sche Delta-Distribution.

DEFINITION 11.12. Die Dirac’sche Delta-Distribution & : S(R?) — C ist definiert iiber
6.9)= [ 8003 dx =900,

Mithilfe einer geeigneten Koordinatentransformation und dem Satz iiber majorisierte
Konvergenz kann man zeigen, dass ¢ der Grenzwert in 8" von Dirac-Folgen {J }xen ist, das
heifit fiir alle ¢ € S(R?) gilt

lim /]R 5(x)p(x) dx = p(0).

Die Schreibweise als Integral bekommt durch folgenden Kalkiil weitere Berechtigung:
(1) Fiir a € R? definjert

(809) = [ 80 () dx = p(a)

fiir alle € S(R?) die Delta-Distribution bei a € R9.
(2) Fiir A € R\ {0} wird durch

_ #(0)
[, 8000 dx = P 0 [ stedx = o
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fiir alle ¢ € S(R?) eine weitere Distribution definiert. Es gilt also
d(Ax) = —=

insbesondere ist die Delta-Distribution eine gerade Distribution, d.h. §(—x) = d(x).
(3) Allgemeiner sei h € Cl(Rd; Rd) mit endlich vielen Nullstellen x;j, j =1, ..., N, fiir
welche det Dh(x;) # 0. Dann setzt man

N
5(]”,()(:)) = JZ:; md(x - xj)

3.3. Operationen auf Distributionen. Da sich jede Distribution durch Testfunktionen
approximieren ldsst (vgl. Bemerkung 3 nach Definition 11.11), kann man Operationen, die
auf Testfunktionen wirken, auf Distributionen verallgemeinern. Wir haben im Rahmen der
Delta-Distribution schon Translationen und Skalierungen kennen gelernt.

3.3.1. Differentiation von Distributionen.

DEFINITION 11.13. Fiir eine temperierte Distribution f € S’(R%) und einen Multiindex
ae Ng definiert man die (distributionelle) Ableitung 6% f von f durch

@*f.9) = (-1)I(f, 6%p)
fiir alle ¢ € S(RY).

Beispiel: Fiir die Heaviside-Funktion

1, x>0
G)(x):{o x <0

gilt im distributionellen Sinn
Q' =6.
BEWEIS. Sei ¢ € S(R) eine beliebige Testfunktion. Dann gilt

(@, 9) =—(0,¢") = —/R®(X)¢’(X) dx = —/0 ¢'(x) dx = -[p(0)]g" = ¢(0) = (8. ¢)

wobei wir verwendet haben, dass Schwartz-Funktionen ¢ € S(R) im Unendlichen verschwin-
den, limy_, @(x) = 0. ]

3.3.2. Fouriertransformation von Distributionen. Fiir jede Testfunktion f, ¢ € S(R?) gilt
wegen der Plancherel-Identitit und der Fourierinversionsformel

[, Ftopt0di = (7.75f) = (7575'5.751) = (75'5.1)

R - —ike Ak _ _
_/Rd?“s qof(x)dx_/Rd (/quo(k)e - )g)f(x)dx /Rdf(x)go(x)dx,

T

Motiviert von dieser Rechnung lésst sich die Fouriertransformation von temperierten Distribu-
tionen definieren:

DEFINITION 11.14. Fiir eine temperierte Distribution f € S’(R%) definiert man die Fourier-
transformierte f als Distribution durch

(f,9) = (f,p) fiiralle p € S(RY).

Beispiel: Fouriertransformation der Delta-Distribution: Es gilt

s=

— inS'(RY).

(27)2
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BEWEIS. Sei ¢ € S(RY) eine Testfunktion. Dann gilt

G- @9 =50=—— [ pmar=(en ).

27)2

3.3.3. Faltungvon Distributionen mit Testfunktionen. Fiir beliebige Testfunktionen p, ¢, 9 €
S(RY) gilt

/ (% *p)(X)p(x) dx = / P(x) (o * @)(x) dx,
R4 Rd

wobei p(x) = p(—x).
Dazu iiberlegt man sich zunidchst, dass die Faltung ¢ * p zweier Testfunktionen wieder
eine Testfunktion ist. In der Tat, da p, 3 € S(R%) c L(RY), gilt nach Satz ??
ip=(2m)5PpeSEY,
und da die Fouriertransformation ein Isomorphismus auf S (Rd) ist, muss
d___ 1,7~
Yprp=0m)F ' (Pp) e SRY)

wieder eine Testfunktion sein. Die Behauptung folgt dann mit Fubini:

[wrpwemas= [ ([ s0pe-nas) e ar

- [ 4 ( i qo(x)‘p“(y—x)dx) dy
R4 R4
- [ 401 =PIy

und der Kommutativitidt der Faltung. Dies motiviert die Definition der Faltung einer tempe-
rierten Distribution mit einer Testfunktion.

DEFINITION 11.15. Sei f € S’(R?) eine temperierte Distribution und p € S(R%). Dann
wird durch

(f*p9) = (f.f*g) firallep e SRY
eine temperierte Distribution f * p € S’(R%) definiert.
Beispiel (6 als Einselement der Faltung): Im distributionellen Sinn gilt
Sxp=¢ fiirallep e S(RY).
Heuristisch folgt dies aus
e =(m)i55=5.
BEWEIS. Sei ¢ € S(RY). Dann gilt fiir alle ) € S(R?)

(6x9.9)=(8.9x9Y) =(p+¥)(0) = /Rd P(0-y)p(y)dy = _éd p(V)b(y)dy = (9, 9).
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4. Anwendung: Green’sche Funktion des Laplace-Operators

Eine temperierte Distribution G € S’(R¢) heifit Fundamentallosung der Laplace-Gleichung,
falls

-AG =6
im distributionellen Sinn gilt, das heif3t, falls
(G, -Ap) = (-AG, @) = (8, p) = p(0), fiir alle p € S(RY)
gilt.
THEOREM 11.16. Die Fundamentallosung der Laplace-Gleichung ist gegeben durch
G(x) = {_% 1og - 1 Z 223
(d=2)[Sa1] [x]d=2” -
Ist € S(RY), dann erfiillt u := G * ¢ die Poisson-Gleichung
—Au=19 inS'(RY),
im distributionellen Sinn.

Bemerkung: Die Oberfliche der Sphire S9! = {x e RY : |x| = 1} ist gegeben durch

NS0

27

97 = =
r($)

mit der Eulerschen Gammafunktion I'(¢) = fooo si-le~Sdsfiirt > 0.

BEWEIS FUR d = 3. Wir zeigen zunichst den zweiten Teil: ist —~AG = & im distributionellen
Sinn, so gilt fiir u = G * 1 und alle Testfunktionen ¢ € S(R%)
(—Au, @) = ~(u, Ap) = (G * P, Ap) = ~(G, P * Ap) = ~(G, AP * 9)
= (-AG. ¥*9) = (6,9+9) = (§x$.9) = (¥, 9)
und damit im Sinn von temperierten Distributionen die Gleichheit
—-Au =1.

Es bleib also die Fundamentalldsung G zu berechnen. Im Sinne von Distributionen gilt

F(~AG) = [k|*F(G) = F(8) = (27) "%,
woraus sofort folgt, dass
1 1

¢ (2m)% [kI?
im distributionellen Sinn gilt, also G iiber die (distributionelle) inverse Fouriertransformierte
von G gewonnen werden kann.

Wir berechnen diese in d = 3 Dimensionen, die Rechnung fiir d > 3 ist dhnlich (und
benotigt Bessel-Funktionen, die an dieser Stelle nicht eingefiihrt werden sollen). In d = 2
Dimensionen ist die Funktion ﬁ nicht mehr lokal integrierbar, deshalb ist der Beweis hier
etwas aufwindiger.

Wir wollen also zeigen, dass fiir alle Testfunktionen ¢ € S(R?) gilt

1 p(k) 5 1 P(x)
dkz G, = G, = — _d .
<2ﬂ>z/Rs S dk= (6.9) = (G.5) 4ﬂ/RS ) o
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Man bemerke, dass die Funktion G integrierbar in einer Umgebung von k = 0 ist, jedoch im
Unendlichen zu langsam abfillt, um integrierbar zu sein. Da jedoch ¢ € S(R9) schneller als
jedes Polynom abfillt, konnen wir mit majorisierter Konvergenz schreiben:

1 (k) : 1 / ¢ (k)
T dk = ] 1 2 dke
(zn)z/Rs kP TN () S
1 1 - P b
= lim / (kl<N} 3 /go(x)elkx—3 dk
—® (271')2 k| R3 (27)>

—_ 1; 1 = L ik-x
=N e /R P (/R Lk e dk) e

wobei im letzten Schritt mithilfe von Fubini die Integrationsreihenfolge vertauscht wurde. In
Polarkoordinaten (mit Nordpol bei ﬁ, d.h. k- x = |k||x| cos 8, wobei 6 € (0, 7) den Winkel
zwischen k und x bezeichnet) berechnet man

27 T 1 N 1 )
/ 1k<N} 2e kexqk = / / / ell¥Ircos8y2 sin 6 dodgdr = 271/ / elxIr gy dr
R3 k| 0 -1

31n(|x|r)dr 47 N|x|sinp

IXI 0 r [x] P
Da f Nix] smp dp fom Si% dp = Z (vgl. Beispiel 3. in Abschnitt 5.3), und da die Funktion
X o local integrierbar ist, konnen wir Fubini und majorisierte Konvergenz anwenden, um

1 /qo(k)dk i L[ 2% N"C'smpdel
(2rr)3 Jre |K|? Now 272 Jus Ixl

1 N|x| 3
_ L e / SR 45 dx
272 Jrs |X| N—owo Jy Je

_1 e
ar R3 |X|

zu erhalten. u






KAPITEL 12

Partielle Differentialgleichungen - eine Ubersicht

1. Partielle Differentialgleichungen
DEFINITION 12.1. Sei U c R? offen und k € N. Eine Gleichung der Form
F(D*u(x), D*'u(x), ..., Du(x),u(x),x) =0, xeU, (12.1)
heif3t partielle Differentialgleichung der Ordnung k, wobei
F:R¥ xR .. .RIXRXxU >R

gegeben ist und die Funktion u : U — R gesucht wird.
Die partielle Differentialgleichung (12.1) heifit linear, falls sie von der Form

D a(x)8%u(x) = f(x)
la| <k

mit gegebenen Funktionen ag, |a| < k, und f ist. Eine lineare PDG heif3t homogen, falls f = 0.

Beispiele linearer Differentialgleichungen:

(1) Laplace-Gleichung Au =0,

(2) Poisson-Gleichung —Au = f,

(3) Helmholtz-Gleichung (Eigenwertgleichung) —Au = Au,
(4) Lineare Transportgleichung o;u+ b - Vu =0,

(5) Liouville-Gleichung d;u — V - (bu) =0,

(6) Wiarmeleitungs/Diffusionsgleichung d;u — Au =0,

(7) Schrédingergleichung id,u = —Au + Vu,

(8) Wellengleichung *u — Au = 0,
Wichtig sind auch Systeme partieller Differentialgleichung, z.B. die Maxwell-Gleichungen

der Elektrodynamik (im Vakuum)

V-E=p VXE =-0;B

V-B=0 VXxB=0E+j
fiir das elektrische Feld E : R x R?> — R und die magnetische Induktion B : R x R®> — R bei
vorgegebener Stromdichte j : R x R®> — R? und Ladungsdichte p : R x R?® — R.

Fiir lineare Gleichungen gilt immer das Superpositionsprinzip: sind u; und u, Losungen
einer linearen PDG, so ist auch u; + u, Losung.

2. Beispiel: Eindimensionale homogene Wellengleichung

Wir betrachten die PDG (homogene Wellengleichung in 14+1 Dimensionen)

afu(t, X) — aiu(t, x) =0. (12.2)
Diese kann geschrieben werden als
(0r = 0x) (0 + Ox)u(t, x) = 0. (12.3)

Ist also u € C%(R x R) eine Losung von (12.2), so legt (12.3) die Koordinatentransformation

E=x+t, n=x-t,
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nahe, d.h. x = 3(§ +7) und ¢ = (£ — 7). Setzt man

oo =u (36 =m0 3¢ +m).

so gilt
Oxdnue.) =0 ~30u 56 - 3 € +m) + Soa 36 -m. €+

- l@+a06 -0 (%(5 ), 5 (& +n>) - 0.

Daraus folgt aber, dass es eine Funktion f € C'(R) geben muss mit
8yv(£,m) = F().
Bezeichnet f eine Stammfunktion von f so gibt es eine Funktion g € C?(R) so, dass

v(&.m) =f(n) +9(&).
Riicktransformation liefert dann, dass
u(t,x)=f(x—-t)+g(x+t)
die PDG (12.2) 16st. Durch Einsetzen iiberzeugt man sich andererseits leicht, dass fiir beliebige
f.g € C*(R) durch
u(t,x)=f(x—-t)+g(x+t) (12.4)
eine ganze Familie von Losungen der eindimensionalen Wellengleichung (12.2) gegeben ist.
Oft spezifiziert man das Problem durch Angabe geeigneter Rand- bzw. Anfangsbedingun-
gen. Fiir die Wellengleichung auf R ist typischerweise u(0, x) = ¢(x) und 6;u(0, x) = P(x)
gegeben. Durch Einsetzen in (12.4) erhilt man dann
u(0,x) = f(x) +9g(x) = p(x)
0:u(0, x) = —f"(x) + 9" (x) = (),
und iiberzeugt sich durch Ableiten der ersten Gleichung leicht, dass damit

96 = 5000 +5 [ p0)an

1 1
=390 -3 [ smd
0
sodass die Losung des Anfangswertproblems
d?u(t, x) — 2u(t,x) =0
u(o’ x) = qo(x)’ atu(()’ x) = ‘lib(x)
gegeben ist durch die d’Alembert-Formel

X+t
u(t.x) = 3@l -0 +pCeen+3 [ 40,

Man sagt, dass eine PDG wohlgestellt ist, falls
(i) das Problem eine Losung besitzt,
(ii) die Losung eindeutig ist,
(iii) die Losung stetig von den Daten (Anfangsdaten, Randdaten, Inhomogenitét) abhéngt.

Es gibt keine allgemeine Theorie, um partielle Differentialgleichungen zu I6sen. Ein paar
Grundtypen und Aspekte deren Losungstheorie haben wir jedoch schon kennen gelernt:
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(1) In Abschnitt 10.6 und 11.4 haben wir gesehen, wie man die Laplace-Gleichung in der
oberen Halbebene mit Randbedingung und Poisson-Gleichungen in R¢ 16sen kann.
Es handelt sich dabei um typische Beispiele elliptischer PDGen.

(2) Mithilfe der Fouriertransformation wurden in der Ubung Losungsansitze fiir die
Wirmeleitungs-/Diffusionsgleichung (der Prototyp einer parabolischen PDG) und die
freie Schrodingergleichung entwickelt.

(3) Die oben behandelte eindimensionale Wellengleichung ist ein typisches Beispiel einer
hyperbolischen PDG.
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