Wahrscheinlichkeitstheorie 11 Blatt 2

Abgabe des Blattes in der Vorlesung am Dienstag, den 29.10.

Aufgabe 1: 343 Punkte

Sei (X, F,P, : a > 0) ein statistisches Modell, wobei X = R%;, F = B(R>()®" und P,
die folgende Dichte f, beziiglich des Lebesgue-Mafes auf [0, +00) betrégt:

g1
fa(x) = < Bal/?
0 sonst.

falls 0 < = < a,

§ > 0 ist eine bekannte Zahl, @ > 0 ist unbekannt. Berechnen Sie E,[AM] und Var,[M],
wobei M = %ZZ; X, und schlagen Sie einen erwartungstreuen Schitzer T fiir a vor.
Berechnen Sie den systematischen Fehler B, (7T"), Var,(T') und den mittleren quadratischen
Fehler F,(T).

Aufgabe 2: 3 Punkte

Sei X; und X, zwei i.i.d. Zufallsvariablen mit Erwartungswert p und Varianz o?. Berech-
nen Sie Erwartungswert und Varianz beider folgenden Schétzern:

_Xl‘l—XQ T_CLX1+ng

S 2 ’  a+b

Y

wobei a,b € R sodass a+b # 0. Welcher Schétzer fiir p wiirden Sie empfehlen? (wenn Sie
T beantworten, fiir welche Werte von a und b7)

Aufgabe 3: 3 Punkte

Sei (X1, ..., X,) eine Stichprobe von n unabhéngige normalverteilte Zufallsvariablen, mit
Varianz 1 und mit unbekannten Erwartungswert pu. Ist
min(Xy, ..., X,) + max(Xy,..., X,)

2

M =

ein guter Schétzer fiir 4?7 Um diese Frage zu beantworten, kénnen Sie E,[M] und Var,[M]
berechnen.

Aufgabe 4: 24343 Punkte

Sei (Xi,...,X,) eine Stichprobe von n unabhingige Beobachtungen, wobei jede X; die
Verteilung P, := pljo ) + (1 — p)Uo) verfolgt, d. h. dass X; mit Wahrscheinlichkeit p die
Gleichverteilung auf [0, a] verfolgt und mit Wahrscheinlichkeit 1 — p die Gleichverteilung
auf [0, 0] verfolgt. 0 < a < b sind bekannt. Man md6chte p schétzen.

i) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion und die Dichtefunktion von Xj.
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ii) Sei N, die Zufallsvariable, die die Anzahl der Beobachtungen X; im Intervall [0, a]
darstellt. Was ist die Verteilung von N,? Erwartungswert und Varianz von N, daraus
schlieften.

iii) Sei p,(x1,...,x,) die Dichtefunktion von n unabhéngige mit P,-verteilte Zufallsva-
riablen. Fiir welchen p ist p,(Xi,...,X,) maximal? (die Stichprobe (Xi,...,X,)
steht hier fest.) Dieser p, der von (X, ..., X,,) abhdngt, heift Maximum-Likelihood
Schatzer.



