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Aufgabe 1
Seien u, v : Rn → R glatte Funktionen und α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn0 ein Multiindex. Beweisen Sie die
folgende Leibniz-Formel

Dα (uv) =
∑
β≤α

(
α

β

)
DβuDα−βv , (1)

wobei β ≤ α für ein Multiindex β = (β1, . . . , βn) ∈ Nn0 genau dann, wenn βi ≤ αi für alle i ∈
{1, . . . , n}.
Zur Erinnerung: Für einen Multiindex α definiert man α! = α1! · α2! · . . . · αn! und(

α

β

)
=

α!

β!(α− β)!
.

Aufgabe 2
Sei f : Rn → R eine glatte Funktion. Beweisen Sie, dass

f(x) =
∑
|α|≤k

1

α!
Dαf(0)xα +O

(
|x|k+1

)
für x→ 0 (2)

für alle k = 1, 2, . . ..

Tipp: Fixieren Sie x ∈ Rn und benützen Sie die Taylorformel für die Funktion einer Variablen
g(t) := f(tx).

Aufgabe 3
Sei U ⊂ R2 einfach zusammenhängend und u ∈ C2 (U) mit

0 = ∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
.

Zeigen Sie, dass u ∈ C∞ (U). Gehen Sie dazu wie folgt vor:

(i) Zeigen Sie, dass die Funktionen ∂u
∂x ,−

∂u
∂y : U → R die Cauchy–Riemann Gleichungen erfüllen.

(ii) Identifizieren Sie R2 ' C und schließen Sie mit Hilfe von (i), dass die Funktion f : C → C
definiert durch

f(z) =
∂u

∂x
(z)− i∂u

∂y
(z)

eine Stammfunktion F besitzt.

(iii) Schlussfolgern Sie die Behauptung.


