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Aufgabe 1

(i) Definiere das Bessel-Potential durch

B(x) :=

� ∞
0

e−t−
|x|2
4t

(4πt)
n
2
dt (1)

für x ∈ Rn. Zeigen Sie, dass B ∈ L1(Rn) mit

B̂(ξ) =
1

1 + 4π2|ξ|2
. (2)

(ii) Finden Sie eine formale Lösung für

−∆u+ u = f in Rn . (3)

Hinweis: Fouriertransformieren Sie die PDE und nutzen Sie Teil (i).

(iii)* Zeigen Sie, dass die formale Lösung aus (ii) für f ∈ S(Rn) eine klassische Lösung ist.

Aufgabe 2
Zeigen Sie, dass keine nicht-triviale integrierbare Funktion f ∈ L1(Rn) existiert, so dass f und f̂
kompakten Träger haben.

Hinweis: Beweisen Sie die Aussage zuerst für n = 1, indem Sie zeigen, dass die Funktion F : C→ C
definiert durch F (z) =

�
R f(x)e−2πix·z dx holomorph ist, falls f kompakten Träger hat. Folgern Sie

nun die Aussage.

Aufgabe 3* (Temperierte Distributionen)
Wir definieren eine temperierte Distribution T ∈ S ′(Rn) durch die folgenden Eigenschaften:

(a) f 7→ T (f) ist eine lineare Abbildung auf S(Rn), also T (af + bg) = a T (f) + b T (g) für alle
a, b ∈ C und f, g ∈ S(Rn);

(b) T (fk) → T (f) wenn fk → f in S(Rn). Hierbei gilt fk → f in S(Rn) genau dann, wenn
limk→∞

∥∥xβDα(fk − f)
∥∥
∞ = 0 für alle Multiindizes α, β.

(i) Zeigen Sie die folgenden Inklusionen:

(a) S ′(Rn) ⊂ D ′(Rn).

(b) Lp(Rn) ⊂ S ′(Rn) für alle 1 ≤ p ≤ ∞.

(c) Sei µ ein signiertes Maß auf Rn mit endlicher Masse, so ist µ ∈ S ′(Rn).

(ii) Definiere nun die Fouriertransformation auf S ′ durch

T̂ (f) := T (f̂) , (4)

und analog die inverse Fouriertransformation. Zeigen Sie:

(a) ,̂ˇ sind lineare Operatoren von S ′(Rn) nach S ′(Rn).

(b)
ˇ̂
T = T für alle T ∈ S ′(Rn).

(c) 1̂ = δ0 und δ̂0 = 1.


