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Aufgabe 7 (schriflich).

(a) Beweisen Sie den Banach’schen Fixpunktsatz:
Es sei (X,d) ein vollstdndiger metrischer Raum und es sei ¢ : X — X eine strikte
Kontraktion, d.h. es gibt eine reelle Zahl ¢ < 1, so dass d((p(x), <p(y)) < q-d(z,y) fir alle
z,y € X. Dann existiert ein 2o € X, so dass ¢(z¢) = xo.

(b) Ilustrieren Sie an einem Beispiel, dass die Vollstandigkeit von X notwendig ist fiir die
Giiltigkeit des Fixpunktsatzes.

(c) Tllustrieren Sie an einem Beispiel, dass die Bedingung

d(p(z), (y)) < d(z,y) fir alle z,y € X mit = #y

nicht ausreichend ist fiir die Existenz eines Fixpunktes.

Aufgabe 8 (schriftlich).
Auf einem K-Vektorraum V sei eine Halbnorm || - ||y gegeben.
Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:
(i) V ist || - [lv-vollsténdig.
(ii) Fiir jede Folge (vy,) in V mit ) |lun]|lv < oo gibt es ein v € V, so dass
Hmy o0 [0 = S0y vallv = 0.

Aufgabe 9 (miindlich).

(a) Erklaren Sie Ihren Kommilitonen an der Tafel den Satz von der dominierten Konvergenz
aus der Mafitheorie und illustrieren Sie Thre Ausfiihrungen an einem selbst gewahlten
Beispiel.

(b) Es sei (2, F,u) ein o-endlicher Mafiraum und es sei durch f, : & — K, n € N, eine
Folge von F-B(K)-messbaren Funktionen gegeben, wobei B(K) die Borel o-Algebra auf
K bezeichnet. Finden Sie eine hinreichende Bedingung an die Folge (f,,), so dass

)3 [t dute) = | (3 fute)) o

gilt.

Abgabe der schriftlich zu bearbeitenden Aufgaben in der Vorlesung am
Montag, den 4.11.2019.



