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(iv) Die Folge (ä)".* konvergiert gegen den Grenzwert 0. Mit vollständiger
Induktion k ,t n man nämlich zeigen, dass 2' > i2 fvr n ) 4. Folglich gilt

r2n | - a: ; fiirn,-4'

Wählen wir aiso zu einem beliebigen E > 0 die Zahl no : max{ []l , ai, so

ist das Konvergenzkriterium erfüIlt.

(v) Für a € C betrachten wir die Foige (a"),,ex. Man kann zeigen, dass (o")

für lal 21und a,+L divergent ist. FürdenFall a:l ist dieFoige (a")

konstant und konvergiert folglich gegen 1. Ist lrl < t, so konvergiert die

Folge (o") gegen 0.

(vi) Wir betrachten noch einmal die rekursiv definierte Foige (o",),ex mit o1 :: 1

und o,11 ,: ? + f ftir n € N[. Wie weiter oben vermutet, konvergiert

diese Folge gegen den Grenzwer* J2. Man kann mit vollständiger Induktion
leicht zeigen, dass 1 S an I 2 für alle n € N[. Weiterhin kann man leicht

nachrechnen, dass

Folglich gilt nach Induktion

2n

so dass man zu beliebigem e > 0 die Zahl ns einfach so wählen kann,

dass fr < e. Dann gilt

Satz 4.L.10 (Eindeutigkeit des Grenzwerts). Es sei, (o,),ex ei,ne konuergente

Folge m,i,t an € C. Dann i,st d,er Grenzwert a der Falge e'indeut'ig besti'mmt.

Beweis. Im Widerspruch zur Behauptung nehmen wir an, dass die Folge sowohl

gegen o als auch gegen a' * a konvergiert- Wählt man 0 < € < (a* a')fz, dann

gibt es ein n6 € N, so dass

lo.- ol < € f:iJ.r n) rts.

Außerdem gibt es ein n[ € N, so dass

lon-o'l < € fntnZn|

Folglich gilt für n )- max{no,nb},

was ein Widerspruch ist. n
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Definition 4.L.LL. Es sei (o,,),ew eine reelle Zahlenfolge.

(i) Die Folge (a") geht gegen oo, in Zeichen lim,** an: 6, falls für alle r > 0
ein rzs € NI existiert, so dass a, > r für alie n ) ns ist.

(ii) Die Folge (a.) geht gegen -oo, in Zeichenlim,*oo &n: -crt falls für alle r <
0 ein n6 € N existiert, so dass a, < r fiir alle n ) ns ist'

(iii) Die Folge (a,) heißt nach oben (unten) beschrrinkt, falls die Menge {o, I

n, € N) eine obere (untere) Schranke in IR besitzt. Die Folge (4,") heißt

beschrrinkt, falls sie nach oben und nach unten beschränkt ist.

(iv) Die Folge (o,) heißt monoton wachsend (monoton fallend,), wenn für alle rz €
N giit, dass a,,11 ) an {anay A a").Ist zusätzlich o,11 f a" f.ir alle n € NI,

so nenilen wir die Folge streng monoton wach,send (fallend). Eine Folge heißt
(streng) monoton, wenn sie (streng) monoton wachsend oder fallend ist.

Lemma 4.L.12. Jede konuergente Folge reeller Zahlen i'st beschrrinkt.

Bewei,s. Es sei (a,),ex eine konvergente Foige reeller Zahlen mit Grenzwert o.

Dann gibt es ein ns € N[, so dass a, 1a* 1für alle n] no. Dann ist (o,,) nach

oben beschränkt durch max{o * L,aya2t. ..,ano-t}.Ana}og kann man zeigen,

dass (o,,) nach unten beschränkt ist. n

Umgekehrt ist jede beschränkte reeile Zahleafoige konvergent, falls sie mono-

ton ist.

Lemma 4.1.13. Es sei, (a,),ex ei,ne nach oben (unten) beschrtinkte, monoton
wachsende (fallende) Folge reeller Zah,len. Dann i,st (a") konuergent mi,t Grenz-

wert sup{an I n €N{} (inf{o" I n e Ni/.

Bewei,s. Wir zeigen, dass die monoton wachsende Folge (4,) gegen a :: sup{a, 
I

n € N[] konvergiert. Es sei s > 0 beliebig. Dao Supremum der Menge {o, I n e N}
ist, gibt es ein ns € §l mit a,o > a, * e. Da (4,) monoton wachsend ist gilt dann

lo"*ol: a-an < € für alle n) no.

Folgiich konvergiert (r") gegen a. Die geklammerte Version des Lemmas beweist

man analog. n

Bemerkung. Man beachte, dass die Monotonie der Folge in Lemma 4.1.13 essen-

ziell ist. Denn die Foige ((-t)"),.* ist zwar beschränkt jedoch nicht konvergent.

Satz 4.L.L4 (Vergleichskriterium). Et sei.en (an), (b") und (cn) reelle Zahlenfol-
gen mi,t an 1bn < c" lür alle n e N.

(i,) Istb e IR m'itlimn*ooon : Iirfi,,- ,ncn: b, so istlim,,*oo bn: b.
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(i,i,) Ist lim,*oo a,n: &) so i,st auchlimn-oo0,: oo..

(i,i,i) Ist limr*oo cn: -cns so i,st auchlimn--ö,,: -oo.

Bewe,is. Wir beweisen beispielhaft Teil (i). Die Beweise der restlichen Aussagen

funktionieren ähnlich. Es sei e > 0; dann gibt €s ??s, tt 'o e N mit

lo"-bl < € fur alle n) no

und

|""-bl < 6 für alle n> nL.

Foiglich gilt

Damit konvergiert (b") gegen den Grenzwert b. n

Beispiel. Wir betrachten die Folge (#),.*. Da 0 < # < f ftir alle rz € N,

konvergiert (#) wie die konstante Folge (0),.* und die Folge (*),.* gegen 0.

Korollar 4.L.L5. Es sei,en (a*) und (b*) reelle Zahlenfolgen. Ist (a^) eine Null-

folge und, (b*) beschränkt, so i,st d,i,e Folge (o, ' b,),,ex ei,ne Nullfolge.

Bewei,s. Da (b") beschränkt ist, gibt es ein B > 0 mit lb"l < B für alle n €
N. Foiglich gilt 0 S la* . b"l < B . lo"l für alle n. € NL Da sowohl (0)"ex als

auch (B.la,l),ex gegen 0 konvergieren, ist (o"'b") nach Satz 4.L.L4 (i) also eine

Nultfolge. n

Lemma 4.L.16. Es sei,en (a") und (b") reelle Zahlenfolgen mi't an I b" für
alle n e N. §and (a") und, (b") konuergent, so gi'lt lim,,-oo an lIimn-*bn.

Bewei,s. Es sei a, :: limrr** o, und ö :: lim,,** br. Im Widerspruch zur Behaup-

tung nehmen wir an, dass b < a. Es sei t ,: (o - b)lZ.Dann gibt es ein q € NI

mit o, > o,- e für alle n) no und ein ni e N[ mit b,, < b+e für alle n] n!o.

Folglich giit für rz ) max{n6,n'6}, dass

Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. n

Bemerkung. Sind (a") und (b,) reelle, konvergente Zahlenfolgen mit an l b,-fijr
alle n € N, so folgt daraus nicht notwendig, dass limr-oo an l lirr.,,-oob,,. Zum
Beispiel sina (fr),,ex ünd (*),.* zwei Nullfolgen mit # . f ftir alle r? € NI.

Satz 4.1.L7. Es sei,en (a*)nEp, und. (b,),,Ex konuergente komplere Zahlenfol-
gen, a:: limrr** an und, b:: limrr*orbn. Dann gi,lt:


