S. Hintze WS 2017/2018

Grundlagen der Mathematik

Ubungsaufgaben zur Klausurvorbereitung

Aufgabe 1 - Rechnen in verschiedenen Stellenwertsystemen

Losen Sie die Rechenaufgaben schriftlich, ohne die Zahlen ins Dezimalsystem zu {ibertragen. Geben

Sie simtliche Nebenrechnungen mit an.
a) Rechnen Sie die Zahl (25679);¢ ins Stellenwertsystem zur Basis b = 8 um.
b) (321023)4 + (20133)4
¢) (112123)5 — (41344)s
d) (1524)7 - (61)7
e) (73214)g : (16)s
f) Rechnen Sie die Zahl (1135)¢ ins Stellenwertsystem zur Basis b = 4 um.

g) Begriinden Sie, dass (1020201)3 = (1221)g gilt.

Aufgabe 2 - vollstandige Induktion

Zeigen Sie mit Hilfe der vollstdndigen Induktion, dass die folgenden Aussagen wahr sind.
a) Yn e N: 6/(3" — 3).

b) VneN: 1-114+2-2l4+...n-nl=(n+1) -1

Hinweis: n! =1-2-3-...-(n—1)-n

c) VneN: 3| (5C3n+D 4 13m).

Aufgabe 3 - Relationen
a) Zeigen Sie, dass die auf N definierte Relation

R={(a,b) € Nx N | 5|(2a + 3b)}

eine Aquivalenzrelation ist. Geben Sie drei verschiedene Zahlen an, die in der Aquivalenzklasse

[1]r liegen.

b) Untersuchen Sie, ob die auf Z definierte Relation
R={(a,b) €ZXZ|a-b>0}

reflexiv, symmetrisch, transitiv bzw. vollstdndig ist.
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Aufgabe 4 - Abbildungen und Verkniipfungen

a) Untersuchen Sie, ob die folgenden (wohldefinierten) Abbildungen injektiv bzw. surjektiv sind.
1) 9 N> N n—»n+1
2) p:Z =7, z—z+1
3) o :NxN—=N, (n,m)—n+m

b) Untersuchen Sie, ob die Verkniipfung o eine innere Verkniipfung auf der Menge M ist.

1) M ist die Menge aller natiirlichen Zahlen, die bei der Division durch 5 den Rest 1 oder
den Rest 4 lassen.
Fiir alle m,n € M sei mon = m -n, wobei - die auf N definierte Multiplikation ist.

2) M ist die Menge aller ungeraden natiirlichen Zahlen.
.. . m+n
Fiir alle m,n € M sei mon = 5
3) Sei M ={a+b-v3]|a,beQ}.

Fiir alle m,n € M sei mon =m - n, wobei - die auf R definierte Multiplikation ist.

Aufgabe 5 - algebraische Strukturen

a) Gegeben sei die Menge M = {1;3;7;9}. Fiir alle z,y € M sei x oy = z wobei z der Rest ist,
den z -y bei der Division durch 10 ldsst. Stellen Sie die Verkniipfungstafel fiir die Operation o
auf. Begriinden Sie mit Hilfe der Tafel, dass o eine innere Verkniipfung auf M ist, dass es in
M ein neutrales Element beziiglich o gibt und dass jedes Element aus M ein inverses Element

beziiglich o hat.

b) Sei (G, o) eine Gruppe und sei a~! das inverse Element von a beziiglich o. Zeigen Sie, dass
(b=t oa™1) € G das inverse Element von (aob) € G ist.

c) Die Menge
M:{a+b-\/§|a,b€(@}
ist mit der iiblichen Multiplikation und Addition und den aus der Schule bekannten Rechen-
regeln ein Korper. Essei k € M mit k=1-2- V3.

1) Geben Sie das inverse Element von k beziiglich der Addition an. Bestimmen Sie das

inverse Element k~! von k beziiglich der Multiplikation. Stellen Sie k7! in der Form
El=a+b-V3
dar.

2) Untersuchen Sie, ob /2 € M gilt.

Aufgabe 6 - der grollte gemeinsame Teiler zweier ganzer Zahlen

a) Bestimmen Sie mit Hilfe des euklidischen Algorithmus den grofiten gemeinsamen Teiler von
a und b und stellen Sie diesen mit Hilfe des erweiteren euklidischen Algorithmus als Linear-

kombination von a und b dar.
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1) a=195;b =132
2) a =2387,b =541

b) Zeigen Sie, dass 12n — 5 und 15n — 6 fir alle n € N teilerfremd sind.

Aufgabe 7 - modulare Arithmetik

a) Untersuchen Sie, welchen Rest die Zahl 20172917 + 20182018 bei der Division durch 3 lisst.
b) Zeigen Sie, dass 2139 + 392! durch 5 teilbar ist.

c¢) Berechnen Sie den Rest, den die Zahl 2015215 bei der Division durch 9 Lisst.

Aufgabe 8 - lineare Kongruenzen

a) Untersuchen Sie, ob die linearen Kongruenzen losbar sind. Ermitteln Sie im Fall der Losbarkeit
alle ganzen Zahlen, welche die jeweilige lineare Kongruenz erfiillen. Geben Sie anschlieftend

die drei kleinsten natiirlichen Zahlen, welche die Kongruenz erfiillen.
1) 5z =2 (mod 26)
2) 6z =15 (mod 21)
3) 34z =60 (mod 98)

b) In der METHODISCH GEORDNETEN AUFGABENSAMMLUNG aus dem Jahre 1880 befindet sich
folgende Aufgabe:

Wie kann man den Bruch - in zwei Briiche zerlegen, deren Nenner 11 und 7 sind?

1) Begriinden Sie, dass die Losung dieser Aufgabe mit Hilfe der linearen Kongruenz
11z =200 (mod 7)

bestimmt werden kann. Bestimmen Sie anschlieftend alle x € Z, welche diese Kongruenz

erfiillen.

2) In der urspriinglichen Aufgabe sollten alle positiven Briiche ermittelt werden. Bestimmen
Sie mit Hilfe der Losung von Teilaufgabe b) alle in der urspriinglichen Aufgabe gesuchten
Briiche.

c) Eine wilde Horde von 17 Piraten hatte bei einem Raubzug einen Sack voller Goldmiinzen
erbeutet. In diesem Sack befanden sich mehr als 400 und weniger als 500 Miinzen. Nach dem
gleichméfigen Verteilen der Beute blieben zwei Miinzen iibrig. Uneinig dariiber, was mit diesen
Miinzen zu geschehen hétte, gerieten die Piraten in einen erbitterten Streit, in dessen Verlauf
ein Pirat getotet wurde. Erneut wurden die Miinzen gleichméfig unter den noch lebenden
Piraten verteilt, wobei diesmal zehn Miinzen iibrig blieben. Bestimmen Sie mit Hilfe dieser

Angaben die Anzahl der Goldmiinzen.
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