Losungen zur Probeklausur Lineare Algebra

Aufgabe 1 (3 Punkte). Bestimmen Sie ggT(1323,966) mit Hilfe des eukli-
dischen Algorithmus.

Lésung: Anwendung des euklidischen Algorithmus liefert:

1323 =1-966 + 357
966 = 2 - 357 4 252
357 =1-2524105
252 =2-105+4 42
106 =2-42421
42=2-2140

Also ist ggT(1323,966) = 21.

Aufgabe 2 (2 Punkte). Berechnen Sie die folgende Determinante:

2 -1 3

2 =2 1 -2 1 2
1 2 —2:2‘ ’—F' ‘—FS‘ ‘
41 9 1 2 4 2 4 1

=2(442)+2+8+31—-8)=124+10—21 =1

Aufgabe 3 (3 Punkte). Bestimmen Sie die Inverse der Matrix

2 2
A=1| 4 )
1 4

W Ot N

mit Hilfe des Gauflschen Algorithmus.



Lésung: Wir betrachten die Matrix

— N
w ot N
= Ot N
O = O
= o O

o O O =

und ziehen von der 2. Zeile das 2-fache
1/2-fache der 1. Zeile ab:

er 1. Zeile sowie von der 3. Zeile das

2 2 20 1 00
01 1] -2 10
02 3/-1/2 0 1

Nun ziehen wir von der 3. Zeile das 2-fache der 2. Zeile ab und multiplizieren
die 1. Zeile mit 1/2:

11 1|1/2 0 0
01 1{-2 1 0
00 1[7/2 -2 1
Jetzt ziehen wir von der 1. und der 2. Zeile jeweils die 3. Zeile ab:

1 1 0 -3 2 -1

0 1 0]-11/2 3 -1

00 1] 7/2 -2 1
Schliefllich ziehen wir noch von der 1. Zeile die 2. Zeile ab:

10 0/ 5/2 -1 0

01 0]-11/2 3 -1

00 1] 7/2 -2 1

Die rechts stehende 3 x 3-Matrix ist A~ L.

Aufgabe 4 (3 Punkte). Bestimmen Sie sémtliche x € R, fiir die die Matrix

x2 -1 3z
2¢ 1+x =
2 1 1

invertierbar ist.

Lésung: Wir nennen die Matrix A(x). Fiir ihre Determinante gilt:

x? -1 3z
det(A(z)) =12z 14z =z
2 1 1
l1+x «x 2 x 2 14+«
.2 _ .2 _ _
= 1 1T e + 3z 9 L |z 6x = x(z — 6)




Es ist det(A(x)) = 0 genau dann, wenn x = 0 oder z = 6 ist. Daher folgt:
A(z) ist invertierbar < det(A(z)) #0 < x € R\ {0,6}

Aufgabe 5 (3 Punkte). Wir betrachten folgende Matrix:

1 -2 1 1
A=12 -4 3 5
2 -3 4 5

Bestimmen Sie mit Hilfe des Gaufischen Algorithmus simtliche z € R* mit
Ax =0.

Lésung: Wir beginnen mit der Matrix

1 -2 11
2 -4 3 5
2 -3 4 5

und ziehen von der 2. und der 3. Zeile jeweils das 2-fache der 1. Zeile ab:

1 -2 11
0 0 1 3
0 1 2 3

Dann vertauschen wir noch die 2. und die 3.Zeile und erhalten so die

Zeilenstufenform
1 -2 1 1
0o 1 2 3
0 0 1 3

Das zugehorige homogene lineare Gleichungssystem lautet:

Ty — 220+ 23+ 24 =0
To + 223+ 3x4 =0
3+ 3x4 =0
Wahlt man x4 = « als freie Variable, so folgt x3 = —3«a und x9 = —2x3 —

3x4 = 3a und schliellich z1 = 229 — 3 — x4 = 8av.
Die Losungsmenge ist also

8a 8

4 . . . 3a . . 3

{r eR*: Az =0} = 30, o€ R ) =span 3
o} 1



Aufgabe 6 (3 Punkte). Sei V ein Vektorraum iiber R und seien vy, v9,v3 € V
linear unabhéingig. Zeigen Sie, dass dann auch die drei Vektoren

up =01 + U2

U2 = V1 — U3

U3 = v1 + v2 + U3

linear unabhéngig sind.

Lésung: Seien «, 3,7 € R mit
auy + Pug + yuz = 0,
also
04(7)1 + ’1)2) + B('Ul — ’1)3) + ’Y('Ul + vg + 1)3) =0.

Das kann man umstellen zu

(a+B+7)v1+ (a+7)v2+ (v — B)vg = 0.
Da vy, v9, v3 linear unabhéingig sind, folgt daraus:
1) a+pB+v=0
2) a+v=0
3) ¥=B=0
Aus 1) und 2) folgt sofort 5 = 0 und damit folgt aus 3) auch v = 0. Aus 2)
folgt dann auch o = 0. Also sind w1, ug, us linear unabhéngig.

Aufgabe 7 (3 Punkte). Seien V und W Vektorrdume iitber R und sei
F :V — W ein Isomorphismus. Seien U; und Us Unterrdume von V mit
V =U; ® Us.

Zeigen Sie, dass dann auch W = F[U;| & F[U,] gilt.

Lésung:
1) Sei w € W beliebig. Da F' surjektiv ist, existiert ein v € V mit F(v) = w.
Wegen V' = Uy @ U existieren uy € Uy und ug € Uy mit v = uq + ue. Es folgt

w= F(v) = F(u1 + u2) = F(u1) + F(u2)

und es gilt F'(uy) € F[U;] und F(uz) € F[Us).Also ist w € F[U;| + F[Us].
Da w € W beliebig war, folgt W = F[U;] + F[Us].

2) Sei w € F[Up] N F[Us]. Dann existieren u; € U; und uy € Us mit
F(u1) = w = F(u2). Da F injektiv ist, folgt u; = ug. Daher gilt u; € Uy NUs.
Laut Voraussetzung gilt aber Uy N Uy = {0}, also ist u; = 0 und somit
w= F(uy) =0.

Damit ist auch F[U1]NF[Us] = {0} gezeigt und somit gilt W = F[U;|® F[Uy].



