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9. Diese Gleichung (16) ist nun von derselben Gestalt wie die Aus-
gangsgleichung (8). Wir sehen also: Wenn es eine Grundlésung x, y, w
von (8) gibt, so gibt es auch eine weitere Grundlgsung #, y,, w; von (8),
wobel wir x;, y,, @, durch einen gewissen ProzeB aus x, y, w herleiten
konnten. Nun ist aber jedenfalls das » der ersten Losung groBer als
das w; der zweiten, denn nach (10c) und der ersten Gleichung (18) ist

w=u?4 12 =w}+ 12> wt,
also gewiB » > w,.

Aus diesen Tatsachen 148t sich nun leicht ein Widerspruch her-
leiten. Denn genau, wie wir in 8. aus #, v, » die neue Losung x,, y,, @,
gewonnen haben, kénnen wir aus x;, .y,, w, durch Anwendung des
gleichen Prozesses eine Lésung #,, y,, @, erhalten, welche die zu w > w;
analoge Eigenschaft w, > w, besitzt. Eine abermalige Anwendung des
Prozesses gibt dann eine Losung #,, y;, w, mit wy > wy;. Wir erhalten so
durch Fortsetzung dieses Verfahrens eine absteigende Folge von Zahlen

(17) w>w1>w2>w3>..-! -~

Diese Zahlen sollen aber simtlich positive ganze Zahlen sein, von
denen es unterhalb von w gewiB nur endlich viele gibt, so daB also
in der Folge (17) eine letzte, etwa w,, auftreten miiBte. Aber auch diese
miiBte zu einer Lésung x;, y,, w@, gehoren, aus der man nach 8. aber-
mals eine Losung #,;, Y41, @p.q mit w, > w4, herstellen kénnte,
womit wir den Widerspruch erhalten haben. Damit ist festgestellt,
daB es eine Losung von (8) nicht geben kann, da die Annahme einer
solchen auf einen Widerspruch gefiihrt hat.

Den Grundgedanken dieses Beweises pflegt man mit FERMAT als
»descente infinie’* zu bezeichnen. Er besteht in der Absurditit, daB
ein gewisser ProzeB (hier die Wiederholung des Verfahrens von 8.) eine
unbegrenzte Folge immer kleinerer ganzer positiver Zahlen liefert,
wahrend doch eine abnehmende Folge positiver ganzer Zahlen nur
endlich sein kann, da unterhalb jeder positiven ganzen Zahl # nur
endlich viele weitere liegen kénnen, nimlich héchstens die Zahlen
n—1, n—2...3 21, also héchstens (m — 1) Zahlen.

Auf eine solche descente infinie kam im Grunde auch schon der
Beweis der Irrationalitit von }/E heraus (Kap. 4).

14. Der Pferchkreis eines Punkthaufens.

1. Es seien in der Ebene »# Punkte P, P,..., P, gegeben. Ihre Ge-
samtheit wollen wir als ,,Punkthaufen* bezeichnen®. Wir betrachten nun
alle moglichen Entfernungen zwischen irgend zwei Punkten P, und P,

1 Wir brauchen absichtlich nicht das Wort ,,Punktmenge’, da dieses auch
fiir Gesamtheiten von unendlich vielen Punkten gebraucht wird. Ein Punkt-
haufen soll nach unserer Bezeichnungsweise nur endlich viele Punkte enthalten.
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des Punkthaufens. Unter diesen endlich vielen! Distanzen muBl es
eine groBte geben. Wir wollen sie hervorheben und die ,,Spannung®
des aus den » Punkten bestehenden Punkthaufens nennen.

Um # Punkte von der Spannung 4 kann man gewiB einen Kreis
vom Radius d herumlegen, der alle #» Punkte enthilt (Fig. 56). Man
braucht nur einen Kreis vom Radius 4 um einen beliebigen der # Punkte,
etwa um P; zu schlagen. Da jeder andere der # Punkte von P, héchstens
den Abstand d hat, so umfaBt dieser Kreis auBer seinem Mittelpunkt
P, auch simtliche anderen Punkte P,, P, ..., P,.

Man kann aber leicht einen noch kleineren Kreis konstruieren, der
simtliche # Punkte umfaBt. Man suche sich namlich das Punktpaar
mit der groBten Entfernung, die ja 4 ist, aus. (Gibt es mehrere solche
Punktpaare vom Abstand d, so wihle man ein beliebiges von diesen.)
Um jeden der beiden Punkte dieses Paares — es heiBe P, P, — schlage
man den Kreis vom Radius 4, der offen-
bar durch den anderen Punkt des Paares
geht. Nun liegen die » Punkte, wie wir
schon wissen, einerseits alle in dem Kreise
um P,, anderseits aber auch alle in dem
Kreise um P,. Also miissen siamtliche
» Punkte auch in dem den beiden ge-
meinsamen Flichenstiick, einem Kreis-
bogenzweieck, liegen, das in der Fig. 56 i b0
schraffiert ist. Dieses Kreisbogenzweieck
mit den Ecken S, und S, 148t sich nun seinerseits von einem Kreise
umgeben, der S; S, zum Durchmesser hat. Fiir seinen Radius # ergibt
sich nach dem Lehrsatz des PYTHAGORAS, angewandt auf das recht-
winklige Dreieck Py M S;:

y2 = qd2 — (%>2= Ti_dz’

also 7= % 1/5 Einen Kreis, der simtliche » Punkte des Haufens H

in seinem Innern oder auf seiner Peripherie enthilt, wollen wir einen
. Umfassungskreis'* des Punkthaufens nennen. Statt des zuerst genannten
Umfassungskreises vom Radius 7 =4 haben wir also einen Um-

fassungskreis vom Radius 7 = —;— }/5 = 0,866...d angegeben.

3 1
9. Hier taucht nun die Frage auf, ob man diese Zahl & ]/E’, erneut

durch eine noch niedrigere ersetzen kann. Auf diese Frage antwortet der
folgende Satz von H. W. E. JuNG: Zu jedem Punkthaufen von der Span-
nung 4 gibt es stets einen Umfassungskreis, der hochstens den Radius

nn—1
1 Man iiberlegt sich leicht, daB bei # Punkten Lz—) Moglichkeiten zur

Bildung von Paaren bestehen.
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d —
5 Y3 =10,577...d hat. Bei manchen Punkthaufen kann der Radius

des Umfassungskreises noch weiter verkleinert werden!, Es gibt ab
Punkthau.fen, bei denen ein kleinerer Radius nicht erreich‘.c werg , ka g
Der ]?ewels des Jungschen Satzes soll das Ziel dieses Kapitelsesneinann'
Fiir den Pu{lkthaufen, der aus den Ecken eines gleichseitigen D i
ecks von der Seitenlinge 4 besteht, kénnen wir leicht einen Umgfassunrge;:

kreis angeb 243 i
geben, der das Jungsche MaB T V3 besitzt. Es ist dies ein-

fach der [.Imkrei.s des gleichseitigen Dreiecks. Denn 7 + x = % ge
setzt (s. Fig. 57), ist in dem rechtwinkligen Dreieck A B D: 5

4 ar
2= ®
W+,
(1) -
4 b
also
d
Ferner gilt in dem Dreieck D C M
Fig. 57. a
x2 + Vi 72:
also !
a2
(h—r)2+z=72,
h2—2hr+72+%—2=72,
a2
h? + T =2h7
und wegen (1)
A= 2hvr,
d2
Y= ﬂ'

woraus sich nach (2)

ergibt, wie behauptet.'
- .Fur ein gleichseitiges Dreieck ist es iibrigens evident, daB der Um-
eis zugleich auch der kleinste Umfassungskreis ist. Dc;ch wollen wir
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ot B e gehen, da sich diese Tatsache nachher von selbst

1 Da zwei Punkte vo
n der Entf i i i Radiu
- ' ernung d nur in einem Kre; se, dessen ius
mindestens —2 ist, Platz haben, und ein Punkthaufen der Spannung d stets ein
Pun &
ktpaa! der,Enl:fexnung d enthalt, so kann ein Umfassungskreis nie einen

. a
kleineren Durchmesser als 5 aufweisen

14. Dér Pferchkre

3. Um nun den Jungschen Sat
der Spannung d zu beweisen, wei
Umfassungskreisen des Punktha:
finden. Zu diesem Zwecke wend
die zu fortschreitender Verkleine
sollen:

1. Ein Umfassungskreis K, au
liegt, kann durch einen kleiner
namlich nur um den Mittelpunl
weitesten entfernten Punkt des
Dieser verlduft ganz in K, da .
herausgegriffenen auf K, liegend
auch Umfassungskreis von H.

II. Ein Umfassungskreis Kj,
haufens H liegt, 148t sich verkleir
auf K, so zeichnen wir alle Krei
mit K, die gemeinsame Tangente 3
auf denen noch ein weiterer Pt
liegt. Diese Kreise liegen samtlic
von Kj. Der groBte von ihnen K,
verschieden sein muB, da auf K,
K, aber auBer P; noch ein weitere
H liegt) umfaBt alle anderen und
alle Punkte von H und enthalt
Punkte auf der Peripherie. Eristk

III. Die Punkte von H, di
teilen ihn in Kreisbogen ein, ¢
sind. Unter einem ,,punktfreier
kurz einen Kreisbogen verstehe
die Endpunkte eines punktire
H sein.

In dieser Sprechweise behauj
der einen punktfreien Bogen v
148t sich durch einen kleineren

In der Tat, es seien auf K ¢
den Endpunkte des punktfreien
(s. Fig. 59). Uber P, P, als Durc
Enthilt er alle Punkte von H, ¢
kreis als K, denn Kj, in dem
darstellt (da b kein Halbkreis se
jedoch K* nicht alle Punkte v

1 Die Falle I und II kénnen fibri
denn in jenen beiden Fillen ist sog




Punkthaufens.

2unkthaufen kann der Radius

cleinert werden!. Es gibt aber
lius nicht erreicht werden kann.
as Ziel dieses Kapitels sein.

icken eines gleichseitigen Drei-
:n wir leicht einen Umfassungs-

a = .
7 V3 besitzt. Es ist dies ein-

Jreiecks. Denn 7 - x =/ ge-
gen Dreieck 4 BD:

2=h2+%2,

_ 3a®

4

=2 13.

| Dreieck DC M

a2
2+Z=721

/3

rigens evident, daB der Um-
igskreis ist. Doch wollen wir
Tatsache nachher von selbst

: in einem Kreise, dessen Radius
laufen der Spannung 4 stets ein

ein Umfassungskreis nie einen

14, Dér Pferchkreis eines Punkthaufens. 77

3. Um nun den Jungschen Satz allgemein fiir beliebige Punkthaufen

der Spannung d zu beweisen, werden wir darauf ausgehen, unter allen
Umfassungskreisen des Punkthaufens einen moglichst kleinen aufzu-
finden. Zu diesem Zwecke wenden wir eine Reihe von Prozessen an,
die zu fortschreitender Verkleinerung eines Umfassungskreises dienen
sollen:
I. Ein Umfassungskreis K, auf dem kein Punkt des Punkthaufens H
liegt, kann durch einen kleineren K, ersetzt werden. Man braucht
nimlich nur um den Mittelpunkt M von K, durch den von M am
weitesten entfernten Punkt des Haufens den Kreis K, zu schlagen.
Dieser verlduft ganz in K;, da K, alle Punkte von H, also auch den
herausgegriffenen auf K, liegenden, enthilt. AuBerdem ist K, offenbar
auch Umfassungskreis von H.

II. Ein Umfassungskreis K;, auf dem nur ein Punkt des Punkt-
haufens H liegt, 148t sich verkleinern (Fig. 58). Sei P; der Punkt von H
auf K,, so zeichnen wir alle Kreise, die in P,

mit K, die gemeinsame Tangente besitzen und Hs
auf denen noch ein weiterer Punkt von H Kq
liegt. Diese Kreise liegen sémtlich im Innern 2\ P

von K. Der groBte von ihnen K, (dervon K p,

verschieden sein muB, da auf K, nur P,, auf P b

K, aber auBer P, noch ein weiterer Punkt von
H liegt) umfaBt alle anderen und damit auch
alle Punkte von H und enthdlt zwei der »

Punkte auf der Peripherie. Erist kleinerals K.

III. Die Punkte von H, die auf einem Umfassungskreise liegen,
teilen ihn in Kreisbogen ein, die ihrerseits von Punkten von H frei
sind. Unter einem ,,punktfreien Kreisbogen wollen wir im folgenden
kurz einen Kreisbogen verstehen, auf dem kein Punkt von H liegt;
die Endpunkte eines punktfreien Bogens konnen aber Punkte von
H sein.

In dieser Sprechweise behaupten wir nun: Ein Umfassungskreis K,
der einen punktfreien Bogen von mehr als einem Halbkreis aufweist,
148t sich durch einen kleineren Umfassungskreis K ersetzen?.

In der Tat, es seien auf K; die Punkte P, und P, die zu H gehéren-
den Endpunkte des punktfreien Bogens & von mehr als Halbkreislinge
(s. Fig. 59). Uber P, P, als Durchmesser werde der Kreis K* geschlagen.
Enthilt er alle Punkte von H, so ist er schon ein kleinerer Umfassungs-
kreis als K, denn Kj, in dem ja die Sehne P, P, keinen Durchmesser
darstellt (da b kein Halbkreis sein soll), muf3 groBer sein als K*. Enthilt
jedoch K* nicht alle Punkte von H, so miissen die nicht von K* um-

Fig. 58.

1 Die Fille I und II kénnen iibrigens als Spezialfille von III aufgefaBt werden,
denn in jenen beiden Fillen ist sogar ein Vollkreisbogen punktfrei.
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faBten Punkte in dem (schraffierten) sichelférmigen Gebiet zwischen
b und K* liegen; dabei enthilt b selbst auBer seinen Endpunkten P, P,
nach Voraussetzung keinen weiteren Punkt von H. Durch die in der
schraffierten Sichel gelegenen Punkte von
H mogen nun alle Kreise gelegt werden,
die auch durch P; und P, gehen. Inner-
halb von K verlaufen sie in der schraf-
fierten Sichel, also auBerhalb von K*, und
in dem Teil, in dem sie innerhalb K* ver-
laufen, liegen sie auBerhalb von K. Es sei
K¢ derjenige dieser Kreise, dessen Bogen
in der schraffierten Sichel sich am weite-
sten von der Sehne P, P, entfernt. Er
umfaBt alle Punkte von H, da er alle in der schraffierten Sichel ge-
legenen Punkte von H enthilt und auBerdem den gemeinsamen Teil
von K und K* enthilt, in dem alle iibrigen Punkte von H liegen
missen. Ferner ist K¢ kleiner als K;, da K4 zwischen K, und K* ver-
lauft und somit der Mittelpunkt von K, niher an der Sehne P, P,
liegt als der Mittelpunkt von K, selbst.

Auf einem Umfassungskreis, der sich nach den Vorschriften I, I1, 111
nicht mehr verkleinern 1d8t, darf es also keinen punktfreien Kreisbogen
von mehr als Halbkreislinge geben. Ein solcher Umfassungskreis muB
also entweder zwei Punkte von A als Endpunkte eines Durchmessers auf-
weisen oder durch drei oder mehr Punkte von H gehen, die zwischen
sich nur Bogen von weniger als der Hilfte des Kreisumfanges frei lassen.
Ein Kreis der ersten Art werde im folgenden als , umfassender Dia-
metralkreis, ein Kreis der anderen Art als ,,umfassender Dreipunkte-
kreis" bezeichnet. Die Schritte I, II, III enthalten offenbar zugleich
auch ein Verfahren, um einen Umfassungskreis von einer der beiden
Arten herzustellen.

4. Wir denken uns nun alle Kreise, die eine Verbindungsstrecke von
je zwei Punkten des Haufens als Durchmesser besitzen, und ferner alle
Kreise, die je durch drei Punkte des Punkthaufens gehen, gezeichnet?.
Diese endlich vielen Kreise brauchen natiirlich nicht alle Umfassungs-
kreise zu sein. Aber jedenfalls sind unter ihnen auch die soeben definier-
ten umfassenden Diametralkreise und umfassenden Dreipunktekreise ent-
halten. Daraus erkennen wir jetzt, daB es von diesen besonderen Um-
fassungskreisen auch nur endlich viele geben kann. Diese suchen wir
heraus und bestimmen durch endlich viele Vergleichungen den kleinsten
unter ihnen; wir nennen ihn &. Dann ist & der Eleinste unter allen siberhaupi
maglichen Umfassungskreisen, da er sich durch Vergleich mit allen
umfassenden Diametral- und Dreipunktekreisen ergeben hat und nach
nn—1) nm—1)(n—

e R L

Kreise.

! Das sind zusammen hochstens
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1, II und IIT erst recht kleiner sein muf als alle Umfassungskreise, die
keine Diametral- oder Dreipunktekreise sind. Uberdies ist er eindeutig
bestimmt. Denn gibe es einen zweiten Umfassungskreis %2’ von der-
selben GroBe wie k& (Fig. 60), so lige
H sowohl in % als auch in &', also
auch in dem gemeinsamen Gebiet /
von k und &', einem Kreisbogen-
zweleck, um das man aber einen
kleineren Umfassungskreis %2* ziehen
kénnte, gegen die Minimaleigen-
schaft von k. Diesen eindeutig be-
stimmten kleinsten Umfassungskreis Fig. 60.

des Punkthaufens H wollen wir den

., Pferchkreis'’ des Punkthaufens H nennen.

Der Pferchkreis # kann keinen punktfreien Bogen aufweisen von
mehr als Halbkreislinge, da er sonst nach III nicht der kleinste Um-
fassungskreis sein konnte.

5. Von diesem Pferchkreis % zeigen wir nun, daB sein Radius die

kl

@

N

7

d 5 . . : : "
GroBe 5 Y3 nicht iiberschreitet. Zu diesem Zwecke suchen wir ein auf

der Peripherie von % gelegenes Punktpaar von moglichst groBem Ab-
stand & auf, der seinerseits natiirlich héchstens gleich der Spannung a
des Punkthaufens sein kann.

Es kann erstens sein, daB auf k& zwei Punkte von H einander dia-
metral gegeniiberliegen. Dann ist der Durchmesser 27 von k gleich
6<d,alsor < %, also jedenfalls » < % V3.

Zweitens sei dies nicht der Fall. Dann suchen wir unter den punkt-
freien Bogen von & den gréBten (oder wenn es mehrere gleich groBe gibt,
eimen groBten) Bogen b heraus, dessen Endpunkte P, und P, heiflen
mogen und zu H gehdren. Dieser Bogen b ist 2
gewiB kleiner als der Halbkreis, denn grofer
als dieser kann, wie vorhin festgestellt, ein
punktfreier Bogen von E nicht sein, und gleich % a,
dem Halbkreis ist b nicht, da sonst seine End-
punkte P; und P, einander diametral gegen-
iiberligen, was als schon erledigt jetzt aus- 2
geschlossen sein sollte. Wir ziehen die Sehne 7
in dem Bogen b und errichten auf ihren End- \/b
punkten die Lote, die den Kreis in zwel weite- Fig. 61.
ren Punkten Q; und Q, treffen und dadurch
einen Bogen &’ von Q, bis Q, aus & ausschneiden, der b gegeniiberliegt
und zu b kongruent ist (Fig.61). Die Punkte @, und Q, gehoren nicht
zu H, denn Q, liegt P, und Q, liegt P; diametral gegentber, und solche

br

(8S)
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Punktpaare soll es in dem jetzt betrachteten Falle in H nicht geben.
Der Bogen b' kann wun nicht punktfrei sein, denn wire er es, so miiBte
er, da seine Endpunkte nicht zu H gehéren, in einem noch gréBeren
punktfreien Bogen liegen. Das ist aber ausgeschlossen, da kein punkt-
freier Bogen lidnger als b sein sollte.

Folglich enthalt &' zwischen Q; und Q, mindestens einen Punkt P,
von H. Die Punkte P; P, P, bilden ein spitzwinkliges Dreieck. Die
Winkel bei P, und P, sind ndmlich spitz, da sie kleiner sind als die
bei P, und P, konstruierten rechten Winkel, und der Winkel bei P, ist
spitz, da der Bogen b, liber dem er als Peripheriewinkel steht, kleiner
ist als ein Halbkreis. (Zu kleinerem Bogen gehért ein kleinerer Peri-
pheriewinkel, und nach dem Satz des THALES ist erst der Peripherie-
winkel eines Halbkreises gleich einem Rechten.)

Unter den drei Bégen, in die & durch P;, P,, P, zerfillt, muB min-
destens einer einen Drittelkreis oder mehr umfassen, aber wegen der
Spitzwinkligkeit von P; P, P, kleiner als ein Halbkreis sein. Seine Sehne
P, P; muB also mindestens so groB sein wie die Sehne des Drittelkreises,
d. h. wie die Seite s des dem Kreise % eingeschriebenen reguldren
Dreiecks. Da die Entfernung P, P; héchstens die Spannung 4 sein kann,
haben wir festgestellt s < 4.

Der Radius des Umkreises um ein gleichseitiges Dreieck mit der
Seitenlange sist (nach 2.) » = % V3. Wegen s < d ist daher der Radius
von & -
° r< 13,
was zu beweisen war.

6. Wir kénnen nun leicht erkennen, daB die Schranke % }/§ fiir den

Radius des Pferchkreises eines Punkthaufens von der Spannung 4

&)

/
P
Fig. 63.

Fig. 62.

sich im allgemeinen nicht weiter verkleinern 148t. Denn fiir ein gleich-
seitiges Dreieck mit den Seiten 4 ist der Umkreis, der ja den Radius
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% }/§ hat, selbst der Pferchkreis des aus den Endpunkten bestehenden

Punkthaufens. Denn der Pferchkreis eines Punkthaufens ist nach 4.
unter den Diametral- und den Dreipunktekreisen zu suchen. Die drei
Diametralkreise enthalten aber je nur zwei Eckpunkte des gleich-
seitigen Dreiecks (Fig. 62), es bleibt also der Dreipunktekreis, d. h. der
Umkreis als der einzig in Betracht kommende minimale Umfassungs-
kreis iibrig. Es ist zwar anschaulich sehr einleuchtend, daB der Umkreis
eines gleichseitigen Dreiecks der Pferchkreis des Haufens seiner Eck-
punkte ist, aber dennoch nicht véllig selbstverstdndlich. Denn der Um-
kreis eines stumpfwinkligen Dreiecks ist nicht der Pferchkreis des Hau-
fens seiner Eckpunkte; vielmehr ist dies der Diametralkreis iiber seiner

groBten Seite (Fig. 63).

15. Anndherung irrationaler Zahlen durch rationale.
DaB 7, die Zahl, die den Inhalt des Kreises vom Radius 1 mift,
ungefdhr 2—,72, daB V§ nahebei—;—ist, spielte schon bei den Alten eine Rolle.

Was ist eigentlich der klare, mathematische Sinn derartiger Aussagen?
Was ist der Sinn der Worte ,,ungefahr*, ,,nahebei®, die eigentlich nicht
in das Lexikon des prizisen Mathematikers gehoren?

1. Ist irgendeine Zahl w gegeben, so kann man in beliebiger Nahe
von ihr Briiche oder, wie der Mathematiker sagt, rationale Zahlen fin-
den. Z.B. hat man fiir die Zahl %, wenn man ihre Dezimalbruch-
entwicklung 7 = 3,14159... kennt, die folgenden Briiche

31 314 3141

31=15; 314=715; 3141=1g:c

die immer niher an s heranriicken. Der 1. Bruch weicht offenbar um

3 1 32 . 5
weniger als o von @ ab (denn 3,2 = 0 ist schon zuv1el), der 2. um

weniger als ﬁ usf. Und in derselben Weise kann man jede Zahl, deren
Dezimalbruchentwicklung man kennt, durch Briiche beliebig genau

approximieren.

Es ist vielleicht ein Schonheitsfehler, daB diese Aussage, die wir
eben machten, so sehr mit der Zufalligkeit unseres Zehnersystems ver-
bunden worden ist, das doch nur im Bau unseres Korpers, nicht in der
Natur unserer Mathematik begriindet ist. Wir kénnen die Aussage
leicht davon befreien und folgende Behauptung aufstellen, in der 10,
102, . . . durch ein beliebiges # ersetzt ist.

Satz 1: Ist w irgend eine Zahl und n irgend eine ganze Zahl, so
gibt es eine rationale Zahl mit dem Nenner n, %, die von w um

. 1 . 1
weniger als - abweicht: 0 < w — % S




