Geraden in der Ebene
und Zerlegungen von Graphen

Vielleicht das bekannteste Problem iiber Geraden in der Ebene wurde 1893
von James Joseph Sylvester in der Problemecke der Educational Times ge-
stellt: Man beweise, dass es nicht m&glich ist, eine endliche Anzahl reeller
Punkte so anzuordnen, dass jede Gerade durch zwei der Punkte immer auch
durch einen dritten der Punkte geht, es sei denn, alle Punkte liegen auf der-
selben Geraden:

QUESTIONS FOR SOLUTION.

11851, (Professor Syrvesrer.)—Prove that it is not possible to

arrange any finite number of rcal points so that a right line through
every two of them shall pass through a third, unless they all lie in the
same right line.
Ob Sylvester selber dafiir einen Beweis hatte, wissen wir nicht — die in der
Educational Times publizierte ,,Musterlosung™ war jedenfalls ziemlich un-
sinnig. Einen korrekten Beweis hat erst Tibor Gallai [Griinwald] mehr als
vierzig Jahre spiter angegeben; deshalb wird der folgende Satz iiblicher-
weise Sylvester und Gallai zugeschrieben. Im Gefolge von Gallais Beweis
sind etliche andere, ganz unterschiedliche Beweise erschienen, unter ihnen
der folgende von L. M. Kelly, der zu Recht Berithmtheit erlangt hat,

Satz 1. Fiir jede Anordnung von endlich vielen Punkten in der Ebene, die
nicht alle auf einer Geraden liegen, gibt es eine Gerade, die genau zwei der
Punkte enthdilt.

M Beweis. Sei P die gegebene Menge von Punkten. Wir betrachten die
(endliche) Menge L aller Geraden, die mindestens zwei der Punkte von
P enthalten. Unter allen Paaren (P, {), fiir die P € P nicht auf { € L
liegt, wihlen wir ein Paar (P, £) aus, fiir das der Punkt Py den kleinsten
Abstand von der Geraden £y hat; dabei bezeichnen wir mit ) den Punkt
auf ¢y, der am nichsten zu Py liegt (also auf der Geraden durch Py, die
senkrecht auf £ steht).

Behauptung. Die Gerade (g tut's!

Wenn dies nicht so wire, dann wiirde £y mindestens drei Punkte aus P ent-
halten, und damit miissten zwei dieser Punkte, die wir P; und P, nennen,
auf derselben Seite von () liegen. Nehmen wir jetzt an, dass P, zwischen Q
und P; liegt, wobei P, mit () zusammenfallen konnte. Die Zeichnung auf
der rechten Seite zeigt die Konfiguration. Man sieht an ihr, dass der Ab-
stand von P; zur Geraden ¢, die durch P und P, bestimmt wird, kleiner
wiire als der Abstand zwischen Py und £g — und dies widerspricht unserer
Auswahl von £y und FPy. O

Kapitel 10

J. J. Sylvester
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In diesem Beweis haben wir metrische Axiome (,,kleinster Abstand“) und
Ordnungsaxiome (,,P; liegt zwischen Q und P,*) der reellen Ebene ver-
wendet. Brauchen wir wirklich beide Eigenschaften, zusitzlich zu den iibli-
chen Inzidenzaxiomen fiir Punkte und Geraden? Nun, dass man irgendeine
zusitzliche Bedingung braucht, kann man an der beriihmten Fano-Ebene
sehen, die auf dem linken Rand abgebildet ist. Hier ist P = {1,2,...,7}
und £ besteht aus den sieben drei-Punkt-Geraden, die in der Zeichnung an-
gedeutet sind, inklusive der ,Geraden™ {4, 5,6}. Hier bestimmen je zwei
Punkte immer genau eine Gerade, so dass die Inzidenzaxiome erfiillt sind,
aber es gibt keine zwei-Punkt-Gerade. Der Sylvester-Gallai-Satz zeigt
daher, dass die Fano-Konfiguration nicht so in die reelle Ebene eingebet-
tet werden kann, dass jedes der sieben kollinearen Tripel auf einer reellen
Geraden liegt — es muss in jeder reellen Einbettung immer eine , krumme*
Gerade geben.

Andererseits wurde aber von Coxeter gezeigt, dass die Anordnungsaxiome
schon ausreichen, um den Sylvester-Gallai-Satz zu beweisen. Man kann al-
so einen Beweis angeben, der iiberhaupt keine metrischen Eigenschaften
verwendet — dies spiegelt sich auch in dem Beweis mit Hilfe der Euler-
schen Polyederformel wider, den wir in Kapitel 12 angeben werden.

Aus dem Sylvester-Gallai-Satz folgt ganz einfach ein anderes berithmtes
Resultat tiber Punkte und Geraden in der Ebene, das auf Paul Erdés und
Nicolaas G. de Bruijn zuriickgeht. Aber in diesem Falle gilt das Resultat
viel allgemeiner, fiir allgemeine Punkt-Geraden-Systeme, wie schon Erd&s
und de Bruijn bemerkt haben. Dieses allgemeinere Resultat werden wir in
Satz 3 besprechen.

Satz 2. Sei P eine Menge von n > 3 Punkten in der Ebene, die nicht
alle auf einer Geraden liegen. Dann besteht die Menge L der Geraden, die
durch mindestens zwei Punkte in P gehen, aus mindestens n Geraden.

B Beweis. Fiir [P| = 3 ist nichts zu zeigen. Sei nun |P| = n + 1. Nach
dem Sylvester-Gallai-Satz gibt es dann eine Gerade ¢, € £, die genau zwei
Punkte P und @ von 7 enthilt. Wir betrachten die Menge P’ = P\{Q},
und schreiben £’ fiir die Menge der Geraden, die durch P’ bestimmt sind.
Wenn die Punkte von P’ nicht alle auf einer Geraden liegen, dann gilt nach
Induktion |£'| > n und deshalb |£| > n + 1, wegen der zusitzlichen
Geraden £; in £. Wenn andererseits die Punkte in P’ alle auf einer einzigen
Geraden liegen, dann haben wir ein »Geradenbiischel”, das genau n + 1
Geraden bestimmt. u

Nun kommt, wie versprochen, ein Resultat, das auf sehr viel allgemeinere
,Jnzidenzgeometrien* anwendbar ist.
Satz 3. Sei X eine endliche Menge von n > 3 Elementen, und seien

Ai, ..., Am echte Teilmengen von X, so dass jedes Paar von Elementen in
X in genau einer der Mengen A; enthalten ist. Dann gilt m > n.

B Beweis. Der folgende Beweis, der manchmal Motzkin und manchmal
Conway zugeschrieben wird, ist fast ein Einzeiler und wirklich bemerkens-
wert. Fiir z € X sei r; die Anzahl der Mengen A;, die z enthalten. Aus den
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Annahmen folgt dabei, dass 2 < r; < m gilt. Wenn nun = ¢ A; ist, dann
gilt 7, > |A;|, weil dann die |A;| Mengen verschieden sein miissen, die z
und ein Element der Menge A; enthalten. Nehmen wir nun an, dass m < n
gilt. Dann haben wir m|4;| < nrz und somit m(n — |4;]) > n(m — ;)
fiir z ¢ A;, und damit folgt schlieBlich

1= 2= X smeg>2 2 m:;#=l,

zeX z€X Az A; A; Tz A; i
was absurd ist. O

Es gibt einen anderen sehr kurzen Beweis dieses Satzes, der Lineare
Algebra verwendet. Sei B dafiir die Inzidenzmatrix von (X; A1, ..., Am),
so dass also die Zeilen von B den Elementen von X zugeordnet sind,
wihrend die Spalten von B den Mengen Ay, ..., A, entsprechen, mit

B — 1 fir z€ A
A= 0 fir z¢ A

Nun betrachten wir das Produkt BBT . Fiir z # 2’ gilt (BBT) ;5 = 1, weil
z und z’ in genau einer gemeinsamen Menge A; enthalten sind, und damit

remp—1 0 ... 0 11 .1

BET — 0 71 : L1 ; ,
: S0 : 4 i
0 .0 7 -1 1 ... 1 1

wobel 7, wie oben definiert ist. Da die erste Matrix positiv-definit ist (sie
hat nur positive Eigenwerte) und die zweite Matrix positiv-semidefinit ist
(sie hat die Eigenwerte n und 0), schlieBen wir, dass BBT positiv-definit
ist, also insbesondere invertierbar mit Rang(BBT) = n. Also hat die
(n x m)-Matrix B mindestens Rang 7, und wir schlieBen daraus n < m,
weil der Rang nie gréBer sein kann als die Anzahl der Spalten einer Matrix.

Jetzt machen wir einen Sprung und wenden uns der Graphenthcorie zu.
(Eine kleine Zusammenfassung graphentheoretischer Konzepte findet sich
im Anhang dieses Kapitels.) Man iiberlegt sich leicht, dass die folgende
Aussage nur eine Ubersetzung von Satz 3 in die Sprache der Graphen-
theorie darstellt:

Satz 3'. Wenn wir den vollstindigen Graphen K, so in m kleinere Cliquen
zerlegen, dass jede Kante in genau einer der Cliquen liegt, dann ist m > n.

Wenn wir ndmlich X mit der Eckenmenge von K, identifizieren, und die
Mengen A; den Eckenmengen der Cliquen zuordnen, dann erhalten wir aus
Satz 3 genau diese Aussage.

Unsere nédchste Aufgabe ist nun, den K, in moglichst wenige vollstindige
bipartite Graphen so zu zerlegen, dass jede Kante in genau einem dieser
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Eine Zerlegung des K in 4 vollstindi ge
bipartite Untergraphen

Graphen liegt. Dafiir gibt es eine ganz einfache Moglichkeit. Wir numme-
rieren die Ecken 1,2, ..., n. Dann nehmen wir zungchst den vollstdndigen
bipartiten Graphen, in dem 1 mit allen anderen Ecken verbunden ist. Dies
liefert den Graphen K ,,_ 1, den man auch einen Stern nennt. Als Nichstes
verbinden wir 2 mit 3, .. ., n, was einen Stern X 1,n—2 liefert. Auf dieselbe
Weise fahren wir fort und erhalten damit eine Zerlegung von K, in Sterne
Kin1,Kin-2,... , K1,1. Diese Zerlegung verwendet n — 1 vollstindi-
ge bipartite Graphen. Aber geht es nicht besser, mit weniger Graphen?
Die Antwort ist Nein, wie das folgende Resultat von Ron Graham und
Henry O. Pollak besagt.

Satz 4. Wenn man den Graphen K, in vollstindige bipartite Untergraphen
Hy,...,Hpy, zerlegt, dann istm > n — 1.

Interessanterweise kennt man dafiir, im Gegensatz zum Erd6s-de Bruijn-
Satz, keinen vollstindig kombinatorischen Beweis! Auf die eine oder an-
dere Art scheint man Lineare Algebra verwenden zu miissen. Von den ver-
schiedenen, mehr oder weniger dquivalenten Ideen betrachten wir hier den
Beweis von Helge Tverberg, der vielleicht der durchsichtigste ist.

B Beweis. Sei die Eckenmenge von K, mit {1, ... ,n} bezeichnet, und
seien L;, R; die definierenden Eckenmengen der vollstindigen bipartiten
Graphen H;, j = 1,...,m. Jeder Ecke i ordnen wir eine Variable z; zu.
Da Hy,..., H,, eine Zerlegung des K, bilden, haben wir

m

Zzizj = Z(Z g Z .’Eb). (1)

] k=1 a€Ly beER),

Nun nehmen wir an, dass der Satz falsch ist, m < n — 1. Dann hat das
lineare Gleichungssystem

$1+...+$n = O’
Zma =0 (k=1,...,m)
a€L,

weniger Gleichungen als Variablen, also gibt es eine nichttriviale Losung
C1,--.,Cn. Aus (1) schlieBen wir

Z CiC; = 0.

i<j

Aber dies impliziert

0 = (a+...4c)* = ZH:C?+2ZCiCj = znjczz > 0,
i=1 =1

i<j

also einen Widerspruch, der den Beweis abschlieft. O
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Anhang: Uber Graphen

Graphen sind fundamentale mathematische Strukturen. Dementsprechend
gibt es von ihnen viele verschiedene Versionen, Darstellungen und Inkar-
nationen. Abstrakt ist ein Graph ein Paar G = (V, E), wobei V' die Menge
der Ecken ist, £’ die Menge der Kanten, und jede Kante e € E zwei Ecken
v, w € V ,verbindet”. Wir betrachten nur endliche Graphen, fiir die V und
FE endlich sind.

Ublicherweise haben wir es mit einfachen Graphen zu tun: Dann lassen
wir keine Schlingen zu, also keine Kanten, die eine Ecke mit sich selbst
verbinden, und keine vielfachen Kanten, die dieselbe Eckenmenge haben.
Ecken eines Graphen heiflen benachbart oder adjazent, wenn sie durch eine
Kante verbunden sind. Eine Ecke und eine Kante heifen inzident, wenn die
Kante die Ecke mit einer anderen verbindet.

Hier kommt eine kleine Bildergalerie von wichtigen (einfachen) Graphen:
KV K3 i K, g Ks %
o—o T:
K, Ky E E
K3 Kiq
Kj o Ky 3
o
P:/ Py\ PA P%>‘

Kou

Zwei Graphen G = (V, F) und G’ = (V', E’) heiBen isomorph, wenn es
Bijektionen V' — V' und E — E’ gibt, die die Inzidenzen zwischen Ecken
und den sie verbindenden Kanten erhalten. Es ist ein groBes ungelostes
Problem, ob es ein effektives Verfahren gibt um zu testen, ob zwei gegebene

G:

Ein Graph G mit 7 Ecken und 11 Kan-
ten. Er hat eine Schlinge, eine Doppel-
kante und eine Dreifachkante.

Die vollstindigen Graphen K,
mit n Ecken und (}) Kanten

Die volistindigen bipartiten Graphen
Km,» mit m+n Ecken

Die Wege P, mit n Ecken

Die Kreise Cr, mit n Ecken
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ist ein Untergraph von

Graphen isomorph sind. Dieser Begriff von ,,isomorph*“ erlaubt es uns, iiber
den vollstandigen Graphen K5 auf fiinf Ecken zu reden, usw.

G’ = (V',E') ist ein Untergraph von G = (V,E), wenn V' C V und
E’ C E ist, und wenn jede Kante e € E’ dieselben Ecken in G’ verbindet
wie in G. Dabei ist G’ ein induzierter Untergraph, wenn zusitzlich alle
Kanten von G, die Ecken von G’ verbinden, auch Kanten von G” sind.
Viele Begriffe iiber Graphen sind ziemlich naheliegend: Zum Beispiel ist
ein Graph G zusammenhdngend, wenn es zwischen zwei verschiedenen
Ecken von G immer einen Weg in G gibt, oder dquivalent dazu, wenn man
G nicht in zwei Untergraphen mit disjunkten Eckenmengen aufteilen kann.
Jeder Graph zerfillt damit in seine zusammenhdngenden Komponenten.

Wir beenden diese Ubersicht iiber graphentheoretische Konzepte mit ein
paar zusdtzlichen Begriffen: Eine Cligue in G ist ein vollstindiger Unter-
graph. Eine unabhdngige Menge in G ist ein induzierter Untergraph ohne
Kanten, also eine Menge von Ecken, in der keine zwei durch eine Kante
verbunden sind. Ein Graph ist ein Wald, wenn er keine Kreise enthalt. Ein
Baum ist ein zusammenhéngender Wald. SchlieBlich ist ein Graph bipartit,
wenn er zu einem Untergraphen eines vollstindigen bipartiten Graphen iso-
morph ist, wenn man also seine Eckenmenge als Vereinigung V = V3 U V;
von zwei unabhdngigen Mengen schreiben kann.
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