Losungen Ubung 2

Aufgabe 1 (3+3 Punkte). Beweisen Sie die folgenden Summenformeln
mittels vollstdndiger Induktion.

1) Z 2= _nn+1)2n+1) VneN.

- 1
2) Zz’3:1n2(n+1)2 Vn € N.

Lésung:
1) Induktionsanfang: Fiir n = 1 sind beide Seiten gleich 1.
Induktionsschritt: Es sei n € N mit

Z 2= —n(n+1)(2n+1).

Dann ist
n+1 1
Zz ="n n+1)(2n+1)+(n+1)2:(n+1)<6n(2n+1)+n+1>
_n+1 n+1

(2n® +Tn +6) = (n+2)(2n +3).

2) Induktionsanfang: Fiir n = 1 sind beide Seiten gleich 1.
Induktionsschritt: Es sei n € N mit

Z?’ n?(n +1)%

Dann gilt

1 1
Y it =+ 1)+ (n+1)° = <4n2+n+1>(n+1)2

1 1
= i(n +1)2(n® +4n+4) = Z(n +1)2%(n +2)%

Aufgabe 2 (3 Punkte). Zeigen Sie mittels vollstdndiger Induktion: Fiir alle
n € N ist n3 + 2n teilbar durch 3.



Lésung:

Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist n® + 2n = 3.
Induktionsschritt: Sei n € N mit 3 |n3 + 2n.
Es gilt

n+1P+2n+1)=n+Dn>+2n+1)+2n+2
=n3+3n2 +3n+1+2n+2=n>+2n+3(n*+n+1).

Nach Induktionsvoraussetzung ist n®+2n teilbar durch 3 und 3(n?+n+1) ist
offensichtlich ebenfalls durch 3 teilbar. Also ist auch die Summe der beiden
Zahlen durch 3 teilbar. Das zeigt die Behauptung fiir n 4 1.

Aufgabe 3 (3 Punkte). Es sei z € R mit 0 < 2 < 1. Zeigen Sie mittels
vollstédndiger Induktion:

(I+2)"<14+@2"-1x VneN.
Lésung:
Induktionsanfang: Fiir n = 1 sind beide Seiten gleich 1 + .
Induktionsschritt: Sei n € N mit

(I+2)" <14 (2" —1)x.

Dann gilt (wegen 14z > 0)

I+ <(Q+2)1+@Q"—Dz)=1+2" - Dz +z+ (2" —1)2?
= 142"+ (2" — 1)z2

Wegen 0 < x <1 ist 2?2 < z und daher folgt

A+ <142%+ 2" - Dz=14+ 2" - 1)z



