Wenn man Rechtecke zerlegt

Es gibt mathematische Sétze mit einer eigenartigen Charakteristik: Die
Aussage des Satzes ist elementar und leicht zu verstehen, aber ihn zu be-
weisen kann mithsam sein — aufler man 6ffnet eine geradezu magische
Tiir, und alles wird klar und einfach. Ein Beispiel ist das folgende Resultat,
das auf Nicolaas de Bruijn zuriickgeht.

Satz. Wenn ein Rechteck in kleine Rechtecke zerlegt wird, die alle
mindestens eine ganzzahlige Seitenliinge haben, so weist auch das
grofie Rechteck mindestens eine ganzzahlige Seitenlinge auf

Unter einer Zerlegung verstehen wir eine Bedeckung des grofien Rechtecks
R mit Rechtecken 71, . . ., Ty, die paarweise leeren Schnitt im Inneren ha-
ben, wie im Beispiel am Rand.

De Bruijn bewies eigentlich das folgende Resultat iiber Zerlegungen eines
¢ X d Rechtecks in kleine a x b Rechtecke: Sind a, b, ¢, d ganze Zahlen, so
muss a wie b mindestens eine der Zahlen c oder d teilen. Dies wird sofort
durch die allgemeinere Aussage von oben impliziert, indem man die Figur
mit dem Faktor % (bzw. %) verkleinert. Jedes kleine Rechteck hat dann eine
Seitenldnge gleich 1, also muss £ oder % eine ganze Zahl sein.
Wahrscheinlich wird fast jeder zunichst Induktion versuchen iiber die
Anzahl der kleinen Rechtecke. Das funktioniert tatsichlich, aber die
Induktion muss sehr sorgfiltig durchgefiihrt werden, und es gibt durch-
aus elegantere Moglichkeiten. Stan Wagon beschreibt in einer lesenswerten
Arbeit nicht weniger als vierzehn Beweise, von denen wir drei ausgewihlt
haben, die alle ohne Induktion auskommen. Der erste, der im Wesentli-
chen auf de Bruijn selber zuriickgeht, verwendet einen sehr cleveren Trick
aus der Analysis. Der zweite Beweis von Richard Rochberg und Sherman
Stein ist eine diskrete Version des ersten und macht diesen noch einfacher.
Die Krone gebiihrt aber wahrscheinlich dem dritten Beweis, der von Mike
Paterson vorgeschlagen wurde: Er ist nichts weiter als doppeltes Abzihlen
und nur ein paar Zeilen lang.

Im Folgenden nehmen wir an, dass das groBe Rechteck R parallel zu den
z,y-Achsen mit (0, 0) in der linken unteren Ecke platziert ist. Die kleineren
Rechtecke T} haben ihre Seiten ebenfalls parallel zu den Achsen.

B Erster Beweis. Es sei T  irgendein Rechteck in der Ebene, wobei T sich
auf der z-Achse von a nach b erstreckt und auf der y-Achse von ¢ nach d.

Kapitel 26

Das grofie Rechteck hat Seitenldngen 11
und 8.5.
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Additivitit des Integr;ils
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Der Anteil von schwarz in dem Eck-
Rechteck ist min(z, 1) - min(y, 1) +
max(z — 3, 0) - max(y — %, 0), und das
ist stets groBer als 2zy.

Hier ist de Bruijns Trick. Man betrachte das Doppelintegral iiber T,
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gilt, folgt, dass das Integral in (1) dann und nur dann gleich 0 ist, wenn
mindestens einer der Ausdriicke f: e?™%dx oder fcd e?™dy gleich 0 ist.

Wir werden zeigen, dass
b .
/ 2™y =0 <= b—a isteine ganze Zahl (2)

gilt. Aber dann sind wir fertig! Nach der Annahme iiber die Zerlegung ist
némlich jedes Doppelintegral [f;. gleich 0, und daher gilt wegen der Addi-
tivitdt des Integrals auch [, = 0 und somit hat R eine ganzzahlige Seite.
Wir miissen also nur noch (2) verifizieren. Mit
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schlieflen wir
b
/ 627rizdl, =0 . e27ri(b—a.) =1,

und mit e2™® = cos 27z + i sin 2z sehen wir, dass die letzte Gleichung
wiederum 4quivalent zu

cos2m(b—a)=1 und sin27r(b—a) =0

ist. Da cosz = 1 genau fiir die ganzzahligen Vielfachen von 27 gilt, muss
b — a € Z sein, und daraus folgt auch sin 27 (b — a) = 0. O

B Zweiter Beweis. Man firbe die Ebene in einem Schachbrettmuster
mit schwarzen/weilen Quadraten der GrofRe % X % wobei wir mit einem
schwarzen Quadrat im Punkt (0, 0) starten.

Nach der Annahme iiber die Zerlegung muss jedes kleine Rechteck T
gleich viel schwarz und wei8 enthalten, und daher muss auch im groBen
Rechteck R der Anteil von schwarz und weil3 gleich groB sein.

Dies impliziert aber, dass R eine ganzzahlige Seite haben muss, da es an-
derenfalls in vier Teile zerlegt werden kann, von denen drei gleiche Anteile
von schwarz und weif} besitzen, wihrend das Stiick in der rechten oberen
Ecke verschiedene Anteile aufweist. Ist ndmlichz = a — |a], y = b~ | b],
also 0 < z,y < 1, so ist der Anteil von schwarz groRer als der von weiB,
wie aus der Figur am Rand zu erkennen ist. ([




Wenn man Rechtecke zerlegt

199

B Dritter Beweis. Es sei C' die Menge der Ecken in der Zerlegung, fiir die
beide Koordinaten ganzzahlig sind (zum Beispiel ist (0,0) € C), und T sei
die Menge der kleinen Rechtecke. Daraus machen wir nun einen bipartiten
Graphen mit der Eckenmenge C' U T', wobei ¢ € C benachbart ist zu allen
Rechtecken, fiir die es eine Ecke in der Zerlegung darstellt.

Aus der Voraussetzung folgt, dass jedes Rechteck 0, 2 oder 4 Ecken in C als
Nachbarn hat. Ist ndmlich eine Ecke des Rechtecks in C, dann auch die am
anderen Ende einer ganzzahligen Seite. Der Graph G hat also eine gerade
Anzahl von Kanten. Nun sehen wir uns C an. Jede Ecke aus C im Inneren
oder entlang einer Seite von R hatin G eine gerade Anzahl von Rechtecken
als Nachbarn, wahrend die Ecke (0, 0) zu genau einem Rechteck benach-
bart ist. Also muss es noch ein weiteres ¢ € C mit ungeradem Grad geben,
und dieses ¢ kann nur eine der anderen Ecken von R sein.

Alle drei Beweise konnen leicht erweitert werden, so dass sie auch die
folgende n-dimensionale Version des Satzes von de Bruijn liefern: Wenn
ein n-dimensionaler Quader R in kleine Quader zerlegt wird, die alle
mindestens eine ganzzahlige Kantenldnge haben, dann hat auch R eine
ganzzahlige Kantenlédnge.

Wir wollen unsere Diskussion aber in diesem Kapitel in der Ebene halten,
und nehmen uns daher ein Gegenstiick zu de Bruijns Resultat vor, das von
Max Dehn stammt (viele Jahre frither) und ganz &hnlich klingt, fiir den
Beweis aber andere Ideen verlangt.

Satz. Ein Rechteck kann genau dann in Quadrate zerlegt werden,
wenn der Quotient der Seitenlingen eine rationale Zahl ist.

Eine Hilfte des Satzes ist leicht. Angenommen das Rechteck R hat Sei-
tenldngen o and S mit % € Q, also % = g, wobei p, ¢ € N ist. Setzen wir
5 =8 = Q, so konnen wir wie in der Zeichnung R sofort in Quadrate der
GroBe s x s zerlegen. ’

Fiir den Beweis der Umkehrung verwandte Max Dehn eine elegante Schluss-
weise, die er schon erfolgreich in seiner Losung des Hilbertschen dritten
Problems angewandt hatte (siehe Kapitel 9). Die beiden Arbeiten erschie-
nen in aufeinanderfolgenden Jahren in den Mathematischen Annalen.

B Beweis. Es sei R in Quadrate moglicherweise verschiedener GroBen
zerlegt, wobei wir durch Skalierung voraussetzen kénnen, dass Reina x 1
Rechteck ist. Wir nehmen nun @ ¢ Q an und leiten daraus einen Wider-
spruch ab. Im ersten Schritt verldngern wir die Seiten der Quadrate zur
vollen Breite bzw. Hohe von R wie in der Abbildung.

In dieser Zeichnung von G sind die
Ecken in C weiB, die Ecken in T
schwarz und die Kanten gestrichelt.

p Quadrate

B | g Quadrate
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Lineare Erweiterung:
q1f(b1) + - + gm f(bm)

Das grofie Rechteck R ist nun in eine Anzahl von kleinen Rechtecken zer-
legt; es seien a1, ag, . . ., aps ihre Seitenlédngen (in irgendeiner Reihenfolge)

und
A={1,a,a1,...,am} CR.

Im zweiten Schritt verwenden wir Lineare Algebra. Wir definieren V' (A)
als den Vektorraum aller Linearkombinationen der Zahlen in A mit rationa-
len Koeffizienten. Man bemerke, dass V' (A) alle Seitenldngen der Quadrate
in der urspriinglichen Zerlegung enthilt, da jede solche Seitenlinge die
Summe einiger a;s ist. Da die Zahl a nicht rational ist, kénnen wir {1, a}
zu einer Basis B von V' (A) erweitern,

B= {bl = 1,b2=a,b3,...,bm}.
SchlieBlich definieren wir die Funktion f : B — R durch
f(1):=1, f(a):==-1 und f(b;):=0 fiir 1 >3

und erweitern sie linear auf V' (A).

Die folgende Definition der Funktion ,Inhalt“ von Rechtecken wird den
Beweis in drei schnellen Schritten beenden: Fiir ¢,d € V (A) sei der Inhalt
des ¢ x d Rechtecks als

Inhalt(;]d) = f(c)f(d).

erklart.

(1) Inhalt([__ [ ]d) = Inhalt([__]d) + Inhalt( [ ]d).
C1 C2 C1 C2

Dies folgt sofort aus der Linearitdt von f, wobel das analoge Resultat
natiirlich auch fiir senkrechte Streifen gilt.

(2) Inhalt(R) = Y Inhalt([ ]), wobei die Summe alle Quadrate in
Quadrate

der urspriinglichen Zerlegung durchlauft.
Dazu miissen wir nur bemerken, dass nach (1) Inhalt(R) gleich der
Summe der Inhalte aller kleinen Rechtecke in der erweiterten Zerle-
gung ist. Da jedes solche kleine Rechteck in genau einem Quadrat der
urspriinglichen Zerlegung liegt, so sehen wir, wieder mit (1), dass diese
Summe die rechte Seite von (2) ergibt.

(3) Wir haben
Inhalt(R) = f(a)f(1) = -1,

wihrend fiir ein Quadrat der Seitenldnge ¢ Inhalt([ ]) = f(¢)2 >0
t

ist und daher
> halt([J) >0,

Quadrate

und das ist der gewiinschte Widerspruch. o
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All jenen, die noch mehr iiber Zerlegungen in der Ebene erfahren wollen,
empfehlen wir wirmstens den wunderbaren Ubersichtsartikel [1] von
Federico Ardila and Richard Stanley.
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wHimmel-und-Holle mit neuen Regeln:
Ganze Zahlen betreten verboten!*




