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Einleitung
Der Satz von Sylvester - Gaudi

• Problem wurde ^ 893 von James Joseph Sylvester in der Problemedie der Educational Times gestellt
•

"

Man beweise
, dass es nicht möglich ist

,
eine endliche Anzahl reeller Punkte so anzuordnen

,

dass jede Gerade durch zwei der Punkte immer auch durch einen dritten der Punkte

geht , es sei denn
,
alle Punkte liegen auf einer Geraden

"

•

1944 Beweis von Tibor Gallai (mehr als 40 Jahre später ) ,
nachdem Paul Erdös das Problem neu stellte
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Einige Sätze zu Geraden in der Ebene

Satz 1 : Für jede Anordnung von endlich vielen Punkten in
der Ebene

,
die nicht alle auf einer

Geraden liegen , gibt es eine Gerade
,
die genau zwei der Punkte enthält

.
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Einige Sätze zu Geraden in der Ebene

Satz 1 : Für jede Anordnung von endlich vielen Punkten in
der Ebene

,
die nicht alle auf einer

Geraden liegen , gibt es eine Gerade
,
die genau zwei der Punkte enthält

.

Beweis : • Sei 9 die gegebene Menge von Punkten .

• Betrachte die endliche Menge L aller Geraden , die mind .
2 der Punkte von

P enthalten

• Unter allen Paaren (P
, h) , für die PEP nicht auf l c- L liegt ,

wählen wir ein Paar

( Po ,
ho ) aus , für das der Punkt Po den kleinsten Abstand von der Geraden lo hat

• Bezeichne Q den Punkt auf lo
, der am nächsten zu Po liegt

→

Behauptung
: lo enthält genau 2 Punkte aus P
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Einige Sätze zu Geraden in der Ebene

Satz 1 : Für jede Anordnung von endlich vielen Punkten in
der Ebene

,
die nicht alle auf einer

Geraden liegen , gibt es eine Gerade
,
die genau zwei der Punkte enthält

.

Beweis :
→

Behauptung
: lo enthält genau 2 Punkte aus P

• wenn dem nicht so wäre ,
würde lo mind

.

3 Punkte aus 8 enthalten

• Damit mussten 2 dieser Punkte auf derselben Seite von Q liegen
• Nehme an , dass Pr zwischen Q und P

, liegt , wobei Pr

mit Q zusammenfallen könnte
• Po

• Dann wäre der Abstand von p, zu µ ( die durch Po und Pz
lo la

bestimmt wird) kleiner als der Abstand zwischen Po und

Ö
lo → § zu unserer Auswahl von lo und Po • \.

p
,

•

P
2
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Die Fano - Ebene

• Für den Beweis verwendet : - metrische Axiome ( " kleinster Abstand
"

)

-

Ordnungsatiome (
"

Pa liegt zwischen Q und Pz
"

)

- Inzidenzaxiome

→ geht es nur mit Inzidenz axiomen ?

3
•

Visualisierung der Fono - Ebene
• 9 = { 1 , . . _ ,

7 }
,
L besteht aus 7 3-Punkt - Geraden (inkl . der Geraden { 41516 })5

, • 4
7

•
• lnzidenzasiome erfüllt

• keine 2 -Punkt - Geraden

y

• er •

z
6

→ Satz von Sylvester - Gallon. zeigt , dass Fano -Konfiguration in jeder tollen Einbettung immer eine
"
Krumme "

Gerade enthalten muss

T
Funfact : die Anordnungsaxiome reichen aus , um

den Satz von Sylvester - Kauai zu beweisen
g



lnzidenzaiome

1) für je zwei verschiedene Punkte gibt es genau ein Gerade ,
die diese beiden Punkte enthält

2) auf jeder Geraden wegen mind . 2 Punkte

3) es gibt mind . 3 Punkte in allgemeiner Lage
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Einige Sätze zu Geraden in der Ebene

Satz 2 : Sei 9 eine Menge von n ? 3 Punkten in der Ebene
,
die nicht alle auf einer Geraden liegen .

Dann besteht die Menge L der Geraden ,
die durch mind . 2 Punkte in P gehen ,

aus mind . n Geraden
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Einige Sätze zu Geraden in der Ebene

Satz 2 : Sei 9 eine Menge von n ? 3 Punkten in der Ebene
,
die nicht alle auf einer Geraden liegen .

Dann besteht die Menge L der Geraden ,
die durch mind . 2 Punkte in P gehen ,

aus mind . n Geraden

Beweis : . 191 = 3 → hear

• 191 = n -11
" Nach Satz von Sylvester - Gallon. gibt es eine Gerade lo C- L ,

die gemein 2

Punkte P
,
Q ES enthält

• Betrachte 9
'
= 9) { Q } und L

'

für die Menge aller Geraden , die durch 9
'

bestimmt sind

•

liegen die Punkte von P
'
nicht alle auf einer Geraden , so gilt nach Induktion I L '

l z n und

deshalb ILI ? h-11
, wegen der zusätzlichen Geraden lo

• wenn die Punkte in P
'
alle auf einer einzigen Geraden liegen , &

dann haben wir ein
" Geraden büschel

"

, das genau

hier Geraden bestimmt
.

÷ ÷ E. : : . In
•

an
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Einige Sätze zu Geraden in der Ebene

Satz 3 : Sei ✗ eine endliche Menge von h 23 Elementen und seien An ,
- - - ,
Am echteTeilmengen

von ✗ , sodass jedes Paar von Elementen in X in genau einer der Mengen A
,
- enthalten

ist .

Dann gilt m In

-
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Einige Sätze zu Geraden in der Ebene

Satz 3 : Sei ✗ eine endliche Menge von h 23 Elementen und seien An ,
- - - ,
Am echteTeilmengen

von ✗ , sodass jedes Paar von Elementen in ✗ in genau einer der Mengen A
,
- enthalten

ist .

Dann gilt m In

Beweis 1 : Für ✗ c- ✗ Sei rx die Anzahl der Mengen Ai ,
die × enthalten . Aus den Voraussetzungen

folgt : 2 ±
rx < M . Wenn nun ✗ € Ai ist , dann gilt rx ? IA il ,

weil dann die

1A :\ Mengen verschieden sein müssen , die × und ein Element der Menge Ai enthalten
.

Nehme an
, dass m

< h
. Dann gilt m IAII < n r

×
und somit mln - IA il ) >

h ( m - rx)
-

für × ¢ Ai und damit folgt schließlich

1--

×
?× ?

= E E NÄ > { { MIA,
= { In = ^

✗ c- ✗ Ai :X # Ai
Ai ✗ : ✗4- Ai

Ai
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Einige Sätze zu Geraden in der Ebene

Satz 3 : Sei ✗ eine endliche Menge von h 23 Elementen und seien An ,
- - - ,
Am echteTeilmengen

von ✗ , sodass jedes Paar von Elementen in ✗ in genau einer der Mengen A
,
- enthalten

ist .

Dann gilt m In

Beweis 2 : • Sei B die Inzidenzmatrix von ( X ; An ,
- - -

, Am ) ,
sodass die Zeilen von B den Elementen von

✗ zugeordnet sind , während die Spalten von B den Mengen An ,
. .
.

.
Am entsprechen ,

mit :

1 für ✗ c- A
B.

✗+
: = {0 für × -4A

• Betrachte BBT .
Für ✗ =/ ×

'

gilt ( BBT ) ✗× ,
= 1

,
weil × und ×

'
in genau einer gemeinsamen

Mengen A ;
enthalten sind

• Schreibe BBT als

rx
,

-1 O - - . 0 1 1
- ' ' 1

,
wobei rx nie oben

BBT = ( O rx
,
-1 - . . O ) + ( 1 ^ .

-
. 1 ) definiert ist

'

i
. ; ;

i
.

.

.
.

^ . _ .

. . . rxn-1
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Einige Sätze zu Geraden in der Ebene

Satz 3 : Sei ✗ eine endliche Menge von h 23 Elementen und seien An ,
- - - ,
Am echteTeilmengen

von ✗ , sodass jedes Paar von Elementen in ✗ in genau einer der Mengen A
,
- enthalten

ist .

Dann gilt m In

Beweis 2 : rx
,

-1 O - - ' O ^ 1
- ' ' 1

,
wobei rx nie oben

BBT = ( O rx
,
-1 - . . O ) + ( 1 ^ .

-
. 1 ) definiert ist

i.
:

'

: : ÷
,

-

:

- . . ;O - -
. rxn-1

- -

pos . definit (nur pos .

Ew) pos . semi definit ( EW n und O)

⇒ BBT ist positiv definit , insbes . invertierbar mit Rang ( BBT ) = n

⇒ BE IR
" "

hat mind
. Rang n => n C- m ,

da der Rang nie größer sein kann als
die

Spaetenzdhl einer Matrix
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Graphen

Def . : Ein Graph ist ein Paar G = ( VIE ) ,
wobei V die Menge der • •

•

Eden ist , E die Menge der Kanten und jede Kante • •
•

e.c- E zwei Ecken v.WEV
"

verbindet
"

.

•

Wir betrachten nur endliche Graupen ( V , E sind endlich ) .

• einfache Graphen : keine Schlingen (
= Kanten , die eine Ecke mit sich selbst verbinden) ••

Keine vielfachen Kanten f-Kanten , die dieselbe Echenmenge haben)
• •

• 2 Ecken heißen benachbart oder adjazenh , wenn sie durch eine Kante verbunden sind •
•

• eine Ecke und eine Kante heißen inzideut , wenn die Kante die Ecke mit einer anderen verbindet

• • • •
• Zwei Graphen G = (VIE ) und G'

= (V '

i
E

'

) heißen isomorph ,

• • oo oo

G-- G
'

=

wenn es Bijektionen V → V
'

und E → E
'

gibt ,
die die lnzidenzen

• • • •

Zwischen Ecken und den sie verbindenden Kanten erhalten • •
• •

• G
'
= ( V '

, E
'

) ist ein Untergraph von G = ( VIE)
,
wenn V1 EU und E

'
c- E ist , •• •

•

und wenn jede Kante e
c- E dieselben Ecken in G ' verbindet ! •

•

nie in G
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• Ein Graph G ist zusammenhängend ,
wenn es zwischen zwei verschiedenen Ecken von G immer einen

Weg in G gibt <⇒ wenn man G nicht in 2 Untergraphen mit disjunkten Echmengenaufteilenkann
.

Kz Ks KG

• •
oo oo •

• Ein Graph ist vollständig ,
wenn jeder seiner Knoten mit jedem anderen

Knoten durch eine Kante verbunden ist
.

• •
• •

• ↳ n Edam
, (2) Kanten

• Eine Clique in G ist ein vollständiger untergraph von G
• •

|
••

• •

• Eine unabhängige Menge in G ist ein induzierter Untograph ohne Kanten , also eine Menge von Ecken
,
in der keine

Zwei durch eine Kante verbunden sind

÷
-

a) iä - i
,

• Ein Graph heißt bipartit , falls sich seine Knoten in 2 disjunkte Teilmengen I

I
• it •Iaufteilen lassen , sodass zwischen den Knoten innerhalb beider Teilmengen ; ,I

keine Kanten verlaufen , also wenn man seine Eckenhagen als Vereinigung I • |
' • |

von 2 unabhängigen Mengen schreiben kann
l i |

_
.

)
• '

Do
"

'
n

- u

.

.

'
h

<⇒ falls er isomorph zu einem Unterfranken eines vollst . biparfiten Graphen ist

↳
1,3

• •

vollst . bipcrfite Graphen
: •

"" ^
• kein • • •

• •

•• •

Kz
, }

•

•

15kein
• •

•

•



Einige Sätze über die Zerlegung von Graphen

"± } " Sei ✗ "" """ Meute "" " = ] Elementen "" "" ^^ "
" " "
" " echte "MMM

von ✗ , sodass jedes Paar von Elementen in × in genau einer der Mengen A
,
. enthalten)

ist .

Dann gilt m In

Salz 3
'

: Wenn wir den vollständigen Graphen Kn so in m kleinere Cliquen zerlegen ,
dass jede Kante

in genau einer Clique liegt ,
dann ist m In
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Einige Sätze über die Zerlegung von Graphen

"± } " Sei "" """ Meute "" " = ] Elementen "" "" ^^ "
" " "
" " echte "MMM )von ✗ , sodass jedes Paar von Elementen in ✗ in genau einer der Mengen A

,
- enthalten

ist .

Dann gilt m In

Salz 3
'

: Wenn wir den vollständigen Graphen Kn so in m kleinere Cliquen zerlegen ,
dass jede Kante

in genau einer Clique liegt ,
dann ist m In

Beweis : Identifiziere ✗ mit der Edrmenge Un ,
ordne die Mengen Ai den Edrnrengen der Cliquen zu ,

dann liefert

Salz 3 genau die Aussage
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Einige Sätze über die Zerlegung von Graphen

neue Idee :

Zerlege Ihn in
möglichst wenige vollständige bipartite Graphen , sodass jede Kante in genau

einem dieser Graphen liegt .

ä •
• • •

5- •
• L → •

•
• • • •

• •

• • } • • • • • • oo •

4

→ Nummerieren die Ecken 112
,
. .

- in

→ Nehme einen vollst. bi partiten Graphen ,

indem man ^ mit den reste . Ecken verbindet
⇒ Uns .nu

→ Als nächstes verbinde 2 mit den reste . Ecken ⇒ K, in -2

i.

→ Als letztes erhalte Urin

Geht das nicht besser mit weniger Graphen ?
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Einige Sätze über die Zerlegung von Graphen

Satz 4 : Wenn man den Graphen Ihn in vollständige bipatite Untergraphenr Hi , . . . ihm zerlegt , dann

ist m ? n - ^

p

Funfact : Für diesen Satz ist kein vollständig kombinatorischer Beweis bekannt !

I
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Einige Sätze über die Zerlegung von Graphen

Satz 4 : Wenn man den Graphen Ihn in vollständige bipatite Untergraphene Hi , . . . ihm zerlegt , dann

ist m ? n - n

Beweis : • Sei die Edemenge von Un bezeichnet mit { 1 , - - in}

• Seien Lj , Rj die definierten Echvnengen der vollständigen bi partiten Graphen Hj , g- = 1 ,
-

, m

• Ordne jeder Ecke i eine Variable × ; zu ,

• Da An , . . . , Hm eine Zerlegung des Un bilden ,
haben wir : { xixj

= £ ( { Xa • { ✗ b ) (1)
i <j v1 a c- 4- bc- Ru

• Nehme nun an ,
der Satz gilt nicht , also m < n -1 .

Dann hat das folgende LGS

{ Xrt .

. .

+ ✗n = 0

weniger Gleichungen als Variablen . Also gibt es{ xa
= 0 (K-- 1 , -

- - im )
at Lu

eine nicht - triviale Lösung ↳ ,
. . . ich .

Aus (1) schließen wir
: { Cicj = 0
ihj

n

•

Aber dies impliziert
: O = (↳ +

. .
-

+ Cm )
'

= { ( i
"

-12 { cicj = [ C
;

"
> 0 §

in i < j i --1
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Vielen Dank für eure Aufmerksamkeit !

Gibt es Fragen ?


