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Kommentare zum Kapitel 9 — Grundlagen der Fldachentheorie

Wihrend reguldre Kurven in R® — genauer deren Spuren — eindimensionale Objekte sind,
handelt es sich bei regularen Flachen, um die es in diesem letzten Kapitel unseres Kurses
geht, um zweidimensionale Figuren.

Eine regulare Flache in R3 sieht — in topologischem Sinne — lokal so aus wie die Euklidische
Ebene, kann aber im allgemeinen nicht — auch nicht bis auf einen Homoomorphismus — mit
einer Teilmenge von R? identifiziert werden.

Genauer ist eine regulare Flache — gemafl Definition 9.3 — eine Vereinigung von regular
parametrisierten Flachensticken. Dabei ist ein regular parametrisiertes Flachenstiick ein
Paar (S, f) mit einer Teilmenge S C R3 und einem Homéomorphismus f : U — S, der auf
einer offenen und zusammenhingenden Teilmenge U von R? definiert ist — und auBerdem
stetig differenzierbar ist, wobei obendrein die zugehdérige Jacobi-Matrix J¢(a) fir alle a € U
den — maximal moglichen — Rang 2 hat.

Es folgt, dass regulér parametrisierte Flachenstiicke — als homoomorphes Bild einer offenen
Menge — nie kompakt sind.

Eine Sphére ist eines der wichtigsten Beispiele einer reguldren Flache. Weil sie kompakt
ist, werden also mindestens zwei regular parametrisierte Flachenstiicke benotigt, um sie zu
iiberdecken.

Nach Beispiel 9.2 FF reichen wirklich zwei solche Flachenstiicke, die jeweils durch Kugel-
koordinaten parametrisiert sind.

Wir entwickeln die Flachentheorie nur so weit, dass die Aussage des “Theorema Egregium”
von Gaufl verstanden werden kann, das insbesondere besagt:

Es gibt keine langentreue Abbildung von der Kugeloberfliche — oder auch nur einer relativ
offenen Teilmenge von ihr — in die Euklidische Ebene.

Mit den bereit gestellten Entwicklungen sind wir aber noch weit von einem Beweis entfernt.

Es werden Krummungen auf regularen Flachen F' studiert, die — definitionsgeméafi — Kriim-
mungen von Kurven sind, die in F verlaufen. Im Gegensatz zu Kapitel 8 lassen wir nun aber
Kriimmungen mit positiven und negativen Werten zu, was insbesondere in den Sattelpunkten
einer Flache Sinn macht.

Auch sind hier nicht alle Kurven interessant, die in F' verlaufen. Beispielsweise haben diejeni-
gen Breitenkreise auf der Erdoberflache, die nicht mit dem Aquator iibereinstimmen, einen
zu kleinen Radius und folglich eine zu grofie Kriimmung, um die Geometrie auf der Sphére
geeignet zu beschreiben. Wir brauchen uns nur fiir solche Kurven zu interessieren, die im
Schnitt von F' mit irgendeiner affinen Ebene enthalten sind, in der auch die jeweiligen Nor-
malenvektoren der Flache Richtungsvektoren sind. — Im Falle einer Sphare sind diese affinen
Ebenen gerade diejenigen, die auch das Zentrum der Sphare enthalten.

Unter den auf diese Weise spezifizierten Kurven auf der Flache, die durch einen fixierten
Punkt pg gehen, gibt es eine mit moglichst kleiner Kriimmung ; und eine mit moglichst
grofler Kriimmung k.



Dann heifit
K = Ky - ko die Gaufische Krimmung von F' in pg
und
H := 1. (k1 + ko) die mittlere Kriimmung von F in py.

Eine Sphéare mit Radius ry hat tiberall die Gaufische Krimmung K = T% und die mittlere
0

Krimmung H = %
Ein Zylinder und ein Kegel haben iiberall die Gaufische Kriimmung 0, was darauf beruht,
dass geradlinige Mantellinien auf diesen Flachen enthalten sind.

Die Gaufische Krimmung und die mittlere Kriimmung der gewohnlichen Euklidischen Ebene
haben natiirlich iiberall den Wert 0.

Wir haben bereits in Paragraph 3 gesehen, dass orthogonale Abbildungen in R™ — definitions-
gemafl — das Standard-Skalarprodukt invariant lassen und somit auch lingentreu sind.
Analog werden nun Isometrien ¥ : U — S — von einer offenen Teilmenge U von R? auf
eine Teilmenge S einer reguliren Fliche F in R?® betrachtet; dabei ist (S, ¥) ein regulir
parametrisiertes Flichenstiick, und zwischen den Standard-Skalarprodukten in R? und R?
besteht folgende Beziehung:

(v,w) = (Jy(a)-v,Jy(a) w) fir alle a € U und alle v, w € R?.

Das bedeutet nun: Das Skalarprodukt zwischen Vektoren in R? bleibt invariant nach Multi-
plikation mit den zu ¥ gehorigen Jacobi-Matrizen.

Ist diese Invarianz gegeben, aber W nicht unbedingt ein Homéomorphismus, so spricht man
von einer lokalen Isometrie — oder einer ldngentreuen Abbildung, wenn zu jedem a € U eine
Umgebung € existiert, auf der ¥ eine Bijektion — auf das Bild ¥(2) — induziert.

Das Theorema Egregium von Gaufl besagt nun etwas genauer, dass die Gaufische Krimmung
invariant unter lokalen Isometrien ist.

Mit den bisherigen Ausfithrungen folgt somit, dass es keine langentreue Abbildung von der
Kugeloberflache in die Ebene und folglich auch keine mafistabskonforme Landkarte geben
kann.

In der Kartographie wird haufig die am Ende der Lehrveranstaltung behandelte Mercator-
Projektion verwendet, die eine Bijektion von der Erdoberfliche — ohne einen Langengrad
zwischen Nordpol und Stdpol — auf die Euklidische Ebene ist. Diese ist aus genannten
Griinden nicht langentreu. Mittels Methoden der Funktionentheorie lasst sich aber recht
elegant ohne komplizierte Rechnungen zeigen, dass sie winkeltreu ist.

Am Ende sei auch noch erwahnt, dass ein Zylinder und ein — einfacher — Kegel, die ja beide
iiberall die Gauflsche Kriimmung 0 haben, durch Abtrennung einer Mantellinie und nachfol-
gendem Abwickeln lokal lingentreu in die Euklidische Ebene abgebildet werden konnen.



