9 Grundlagen der Flachentheorie

Definition 9.1. Es sei U C R? offen und zusammenhdngend, es sei S C R? und
f:U — S sei eine Abbildung. Dann heifst das Paar (S,f) ein requldr parametrisiertes Flichenstiick
in R3, falls gilt:

(FS1) fist ein Homdomorphismus, das heifst, f ist bijektiv und beide Abbildungen
f:U—=Sund f~1: S — U sind stetig.

(FS2) f ist sogar stetig differenzierbar, das heift: Schreiben wir f = (f1, f2, f3)T, so
existieren alle partiellen Ableitungen gfi_ U —->Rfiirl <i<3,1<5<2und

Tj

diese sind auf U stetig.
Ferner hat die Jacobi-Matriz

i) §(a)
Jp(a) = | 92(a) 22(a) (0.1)

fiir alle a € U den Rang 2.
Beispiel 9.2i): Sei 79 > 0, sei U := {(z,y) € R? : ||(z,5)|| < 70} und

S = {(z,y,2) e R’ :[|(z,y,2)l| = ro, 2 > 0}

Ferner definiere den Homéomorphismus f : U — S durch

S = (ro e ?)

f erfiillt neben (FS1) auch (FS2), fur alle (z,y) € U erhalten wir:

1 0
Ji(z,y) = 0 1

—x -y
\/r87x27y2 \/T(Q)fony

Beispiel 9.2. ii), Kugelkoordinaten:
Mittels Kugelkoordinaten kénnen wir- wie folgt- noch eine wesentlich groffere Teilmenge
der Sphiire K (0,79) C R3 parametrisieren:

Setze U’ := (—m,7) x (5, %) und

S'i= {(az,y,z) € R3 : ||(z,y,2)|| = ro; 2 > 0 falls y:()}
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Definiere dann g : U’ — S’ durch
9(0,p) ;=10 (cosO - cos p,sin O - cos ¢, sin cp)T

,1dentifiziert"man K (0, ro) mit der Erdoberfliche, so beschreibt © die geographische Lénge

und ¢ die geographische Breite.

Auch ist g ein Homéomorphismus und stetig differenzierbar, wir erhalten fiir alle
(©,9) €U":
—sin®-cosp —cosO -singy

Jg(©,0) =719 | cosO-cosp —sin®O -singp

0 cos
Dabei ist
det (Sin@ cosp —cosO- Sin@o) = —sin® - cos290
0 cos
und

cos® -cosp —sin® -sinp
det

=cosO - cos? p
cos
Mindestens eine dieser Determinanten verschwindet nicht, weil ¢ € (—g, %) und damit

cos ¢ # 0 ist.

Beispiel 9.2iii), Die Stereographische Projektion Betrachte die Einheitssphéare
K(0,1) C R3, setze N:=(0,0,1) sowie Sy := K(0,1) \ {N}. Die -bijektive- Abbildung
Py : Sy — R?, definiert durch

(9.2)

2 2
Pn(x1,22,23) 22( a 2 )

1—1’3’1—1‘3

heifit Stereographische Projektion.

Identifizieren wir (u,v) € R? mit (u,v,—1) € R3, so liegen die 3 Punkte N, (1,22, x3)

und Py(x1,z9,23) auf einer Geraden, genauer gilt:

221 0 I

1— 23 1279”3 1+ 23
5 1_:2?3 + 5 0 )
-1 1 T3
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Py ist ein Hom6omorphismus und die inverse Abbildung Pﬁl : R? — Sy ist stetig
differenzierbar. Damit ist auch (Sp, Py') ein Flichenstiick.
Die volle Sphiire S(0,1) C R3 ist kein Flichenstiick, denn sie kann nicht homéomorph

zu einer offenen Teilmenge von R? sein.

Definition 9.3. Eine nichtleere Teilmenge F C R3 heifit eine regulire Fliche, wenn zu

jedem p € F eine offene Teilmenge V. C R3 mit p € V sowie eine offene Teilmenge
U C R? und ein Homdéomorphismus f : U — V N F existieren, so dass (V N F, f) ein
requldr parametrisiertes Fldachenstiick ist.

Das bedeutet insbesondere: Eine requlire Fliche F kann durch reguldre Fldchenstiicke

uberdeckt werden.

Beispiel 9.2 FF:
Nach obigen Beispielen ist die Sphére K (0, rg) Vereinigung von zwei kongruenten regular

parametrisierten Fléchenstiicken und damit eine regulédre Fléche.

Konvention 9.4. Im folgenden nehmen wir an:
F C R3 ist eine regulire Fliche und fiir jedes zugehorige Flichenstiick (V N F, f) ist der
Homoéomorphismus f : U — V N F sogar zweimal stetig differenzierbar.

Fir ag € U schreiben wir auch kurz

of

Ty(an) = (5

(ao) 88;2(&0)> (9.1a)

Definition 9.5. Unter den obigen Vereinbarungen heifit die Ebene Ty, durch den
Punkt f(ag) mit den beiden Richtungsvektoren %(ao), a‘%(ao) die Tangentialebene zu
F durch f(ap).
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Der auf T(qy) senkrecht stehende Richtungsvektor

0 0 -1 /o 0
npla0) =[5 (a0) x 5L (@) |+ (5 o) x 3 (ao)) (9.3
heifst Normalenvektor zu F in f(agp).
Es gilt also:
Tf(ap) = v € R?: (v,n(a0)) = (f(ao), ny(ao))} (9.4)

Beispiel 9.6. Es seien U’,S" und g : U’ — S’ wie in Beispiel 9.2ii).
Dann folgt fiir (0, f) e U’ = (—m,m) x (=5, F):

—sin® - cos —cosO -sinp cos © - cos?
cos® -cosp | x | —sin® -sinp | = | sin® - cos? ¢
0 cos sin @ - cos @

also
cos© - cosp

ng(9,¢) = | sin®-cosp | = 9(0,¢)

sin

ng(0, ) ist der duBere Normalenvektor.

Aufgrund der Beziehung (g(0©, ¢),n¢(0,¢)) = 19 erhalten wir fiir die zugehorige Tan-

gentialebene die Gleichung
(v,ng(O, ) =0 (9.5)

Das ist auch die "gewohnliche Tangentialebene* zu der Sphéare K (0,79) durch den Punkt
9(©, ©)- hier beschrieben durch die Hessesche Normalform.

Im folgenden sollen diverse Kriimmungsbegriffe von Flachen studiert werden. Es liegt
nahe, Kriimmungen von Fléchen auf Kriimmungen von darauf verlaufenden Kurven zu-
riickzufithren.

Auf der Erdoberfliche haben Breitenkreise, die nicht mit dem Aquator iibereinstimmen,
eine zu grofe Kriimmung, um die Geometrie der Erdkugel angemessen zu beschreiben.
Durch die folgenden Konventionen 9.7 werden aber alle Langengrade sowie der Aquator
beriicksichtigt. Diese "Grofikreise'weisen ndmlich nur Normalvektoren auf, die gleichzei-

tig (nach eventuellem Vorzeichenwechsel) auch Normalvektoren der Erdoberfliche sind.

95



Konvention 9.7. i) Fiir einen festen Punkt pg = f(ag) € F betrachten wir die Klasse
YFp, aller -durch die Bogenldnge parametrisierten -Kurven v : [0,L] — F mit
folgenden Eigenschaften:

(I) Es gibt genau ein sg € [0, L] mit y(sp) = po.

(IT) ¢'(s0) = v"(s0) ist ein skalares Vielfaches des Normalenvektors n¢(ao), es gibt

also eine eindeutig bestimmte reelle Zahl &y, 5(po) mit:
t'(s0) = #iny(po) - s (ao) (9.6)

ii) Gehort v der Klasse ¢p,,, an, so heifit die durch (9.6) festgelegte Zahl &y, ,(po) die
Normalkriimmung der Kurve v im Stiitzpunkt v(sg) = po = f(ao).

Bemerkung 9.8. i) Man erhilt eine Kurve der Klasse ¢r,, indem F mit irgendeiner
affinen Ebene geschnitten wird, die py als Punkt und ny(ag) als einen Richtungs-
vektor enthalt.

ii) Bis auf das Vorzeichen stimmt die Zahl x,, ,(po) mit dem in §8 studierten Wert x(so)
iiberein.
Wir erlauben nun jedoch auch negative Kriimmungen:
Diese treten auf, wenn beide durch die Tangentialebene begrenzten offenen Halb-
rdume die Menge V N F' in jeder Umgebung V von pgy schneiden.
Anderenfalls weist y, (po) fiir jede Kurve der Klasse ¢, immer das gleiche Vor-

zeichen auf- wobei auch der Wert &, ,(pg) = 0 moglich ist.

iii) Aus Stetigkeitsgriinden ist die Menge aller Normalkriimmungen von Kurven v der
Klasse ¢rp, im Stitzpunkt pg der Fliche F kompakt.
Das Minimum x1 = £1(F, pp) und das Maximum kg = k2(F,po) all dieser Normal-

krimmungen werden als die Hauptkriimmungen der Fldche F im Punkt py bezeich-

net.

Definition 9.9. Unter obigen Konventionen ist die Gaufische Kriimmung von F im
Punkt pg definiert durch

K= K- K2 (9.7)

Die mittlere Kriimmung ist definiert durch

H:= - - (k1 + k2) (9.8)

N | =
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Beispiel 9.10. i) Jede Kugel mit Radius ¢ hat in jedem Punkt die identischen Haupt-

krimmungen
1 1
K1 = ) R = —
To To
Damit erhalten wir: ) )
KR = 5 H=—

ii) Ist S ein Zylinder mit Grundkreisradius rg, so haben die -geraden- Mantellinien
die konstante Kriimmung «; = 0, und die Kreise, deren innere Kreisscheiben die
Zylinderachse senkrecht schneiden, haben die konstante Kriimmung sy = %. Damit

erhalten wir -in jedem Flachenpunkt:

Definition 9.11. Es sei S C F und U C R? sei offen und zusammenhingend.

i) Eine zweimal stetig differenzierbare Abbildung ¢ : U — S heifit eine Isometrie, falls
(S,%) ein regular parametrisiertes Fldachenstick ist- und dariber hinaus fir alle

a € U und alle v,w € R? gilt:
(v, w) = (Jy(a) - v, Jy(a) - w) (9.9)

it) o : U — S heifit lokale Isometrie, falls gilt:
Zu jedem a € U gibt es eine offene Menge €2 mit a € Q2 C U, so dass die Restriktion

vl eine Isometrie zwischen Q und () definiert.

Man beachte:
Links in (9.9) ist das Skalarprodukt in R?, rechts aber in R? zu bilden.

Beispiel 9.12. Es sei hg > 0,U := (—m,m) x (0, hp) und
Z ={(x,y,2) eER®: 2 + > = 1,0 # —1,0 < 2 < ho}
Definiere ¢ : U — Z durch
Y(0, 2) == (cos O,sin O, 2)T

(Z,1) ist ein regular parametrisiertes Flachenstiick; Z entsteht aus einem Zylinder durch

Entfernen einer Mantellinie.
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Fir (©,z) € U erhalten wir:

—sin® 0
Jp(©,2) =| cos® 0
0 1

Damit folgt fiir alle v = (v1,v2)T, w = (w1, wq)T € R%:

—sin® - vy —sin © - wy
<J¢(@,z)-v,J¢(@,z)-w>:< cosO- vy |,] cos®-w >

V2 w9
=sin?O vy - wy +cos2O vy - wy + vy - wy = (v, w)
1) ist also eine Isometrie.

Satz 9.13. Das "Theorema Eregium'von Gaufl

Die Gaufische Kriimmung einer Fléche ist invariant unter lokalen Isometrien.

Bemerkung 9.14. Aus dem Theorema Eregium -und Beispiel 9.10i)- folgt:

Es gibt keine langentreue Abbildung von der Kugeloberfliche- oder auch nur einer relativ

offenen Teilmenge der Kugeloberflache- in die Ebene.

Es kann also auch keine mafistabskonforme Landkarte geben.

Beispiel 9.15. Der Mercator-Entwurf

Sei S” wie in Beispiel 9.2ii), also fiir fixiertes r¢g > 0:
S = {(x,y,2) €R3: ||(x,y, 2)|| = ro;z > 0, falls y = 0}

Definiere dann ¢ : S” — (—m,7) X R durch

DR

10} (ro - (cos © - cos p, sin O - cos p, sin go)T) = (@,ln (tan ( +

3
ARS

wobei -wie im Beispiel 9.2ii)- gilt: (0, ¢) € (=7, 7) x (-7,
¢ heiit Mercator-Projektion.

¢ ist nicht ldngentreu, aber winkeltreu. Lingengrade werden auf vertikale Geraden abge-

)

R

bildet, Kurven mit konstanter Himmelsrichtung auf Strecken mit entsprechendem Kurs-

winkel.
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