3 Orthogonale Abbildungen und Kongruenzabbildungen im R"

In diesem Paragraphen betrachten wir den Vektorraum R™ mit dem Standard-Skalarprodukt
()

Bemerkung 3.1. Fir 1 <i,j < n setzen wir

1 filri— 4
03j = o (3.1)
0 firi#j
Es gilt also insbesondere:
<67L7€j> = 5ij fiir 1 < i,j <n (32)

Definition 3.2. i) Fine Abbildung o : R™ — R™ heifit eine orthogonale Abbildung,

wenn fir alle v,w € R™ gilt:

(a(v), a(w)) = (v, w) (3.3)

it) Eine n x n-Matriz A iber R heifit eine orthogonale Matriz, wenn die folgenden

dquivalenten Beziehungen gelten:
AT A=1, (3.4a)

A-AT =1, (3.4b)
wobei I,, die n-reihige Einheitsmatriz bezeichne.
Lemma 3.3. Fiir eine n x n-Matrix iiber R sind folgende Aussagen dquivalent.
(i) A ist eine orthogonale Matrix.
(ii) Die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis von R™.
(iii) Die Zeilen von A bilden eine Orthonormalbasis von R".

Beweis. (ii) ist aquivalent zu (3.4a).
(iii) ist dquivalent zu (3.4Db). O

Satz 3.4. Sei o : R® — R” eine orthogonale Abbildung. Dann gilt:

i) Ist B = {v1,...,v,} eine Orthonormalbasis von R", so ist auch B’ := {a(v1), ..., a(v,)}

eine Orthonormalbasis von R™.
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ii) « ist ein -linearer- Isomorphismus, und die zu « gehorige Matrix A ist eine ortho-

gonale Matrix.

Beweis. 1) Fir 1 <i,j <n folgt aus (3.3):

1 firi=j
a(v;), a(vi)) = (v, v;) = §;; =
(ool = ) =y = { et
Nach Aufgabe 8 ist nichts mehr zu zeigen.
ii) Wir wenden Aufgabe 7 an auf die Orthonormalbasis {«a(e1), ..., a(e,)} und erhalten
fir x = (21,...,2,)7 €R™:
n n n
a(z) =) (a(z),ale))) - alej) =D (z.e5) - alej) =Dz - aley)
=1 j=1 j=1

Bezeichnet also A die Matrix («a(e1),...,a(ey)), so ist A nach Lemma 3.3(ii) und

Satz 3.4i) eine orthogonale Matrix mit
a(r) = A -z fur alle x € R™.

Nach Definition 3.2(ii) ist A invertierbar, also ist « ein Isomorphismus.

Umgekehrt gilt:

Satz 3.5. Ist A eine orthogonale n x n-Matrix, so ist die Abbildung o : R™ — R",
definiert durch a(v) := A - v eine orthogonale Abbildung.

Beweis. Sind v,w Spaltenvektoren in R”, so liefert (3.4a):

(a(),a(w)) = (A -v,A-w)=(A-0)T- (4 -w) =@ - A1) - (A -w) =0T - (4T - A) - w

T

= -In-w:vT

cw = (v, w)
O

Definition 3.6. i) Es sei Ay C R"™ und A2 C R™. Eine Kongruenzabbildung von A;
auf As ist eine Bijektion T : A1 — Aa, so dass fiir alle v,w € Ay gilt:

IT(v) = T(w)]| = [fv — wl] (3-5)
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Das bedeutet: Der Abstand zweier Punkte ist- in der Euklidischen Norm- invariant
unter der Abbildung T. Gibt es eine Kongruenzabbildung von Ay auf Az, so heiflen
Ay und As kongruent

it) Eine Kongruenzabbildung T : R™ — R™ wird auch Kongruenzabbildung von R™ ge-

nannt.

Beispiel 3.7. i) Fiir ¢ € R" heiit die Abbildung 7, : R" — R", definiert durch
T4(v) ==v+gq (3.6)

die Verschiebung oder Translation um den Vektor q. 7, ist eine Kongruenzabbildung,

denn fiir alle v, w € R" gilt:
I7(v) = Tg(w)I] = [[(v + ¢) = (w + )l = ||v — w]]

ii) Sei U irgendein- homogener- Unterraum von R™. Dann ist die Spiegelung sy an U
definiert durch:
sy(u+w)=u—w firue UweUt (3.7)

sy ist eine Kongruenzabbildung von R™: Fiir ui,us € U und wi,wy € UL gilt
zunéchst:

(up —ug,wgy —wy) =0

Damit folgt aus Bemerkung 2.6:

lIsv (w1 +wi) — sy (ug + ws)||?

= [|(ur —w1) — (uz — w)||?
= [|(ur — u2) + (wp —wy)[|?
= [[ur — ua|* + [Jwz — wi[[?
= [[ur = ua||* + [Jwr — wal[?
= |I(ur = u2) + (w1 — wy)[”

= [|(ur+wr) = (uatws)|[* O
Satz 3.8. Sei T': R™ — R" eine Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) T ist eine Kongruenzabbildung von R™.
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(ii) Es gibt eine orthogonale Abbildung « : R™ — R™ und ein ¢ € R", so dass fiir alle
v € R™ gilt:
T(v) =a(v)+q (3.8a)

Mit anderen Worten gilt also:
T=r40x (3.8.b)

(iii) Es gibt eine orthogonale n x n-Matrix A und ein ¢ € R", so dass fiir alle v € R"
gilt:
Tv)=A-v+gq (3.9)

Beweis. (ii) = (iii) gilt nach Satz 3.4ii).

(13) = (i1) gilt nach Satz 3.5.

(i) = (i1) Es geniigt zu zeigen, dass die Abbildung o : R" — R", definiert durch
a(v) :=T(v) — T(0) eine orthogonale Abbildung ist. Zunéchst gilt fiir alle v,w € R™:

la()[| = [[T(v) = T(0)|] = [lv = O] = [Jo]],

lla(v) = a(w)]| = |[T(v) = T(w)]| = |lv - wl]

Das heifit: o behalt sowohl Normen als auch Distanzen bei. Satz 2.4 liefert damit fur

alle v, w € R™

{a(v), e(w)) = —(a(v), —a(w))
=—%-ma@)—aWMF—Ha@NF—HMwm%

1
= —5 (o —wll® = [lol* = ||| *
= —(v,—w) = (v, w)

(7i1) = (¢) Fiir alle v,w € R™ folgt aus (3.9) und (3.4a):

17 () = T(w)|* = (T'(v) = T(w), T(v) = T(w))
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wie gewlinscht. O

Bemerkung 3.9. Die Menge der Kongruenzabbildungen von R™ bildet mit der iibli-
chen Komposition von Abbildungen eine Gruppe, die wir mit E(n) bezeichnen und auch

Euklidische Gruppe genannt wird. Nach Satz 3.8 bilden die orthogonalen Abbildungen

a : R™ — R"™ eine Untergruppe von E(n), die isomorph zu der Gruppe O(n) der ortho-

gonalen Matrizen vom Rang n ist. O(n) wird auch orthogonale Gruppe genannt.

Definition 3.10. FEine Teilmenge W von R™ heifst ein affiner Unterraum von R™, falls

entweder W = () ist oder ein w € R"™ sowie ein homogener Unterraum Wy von R™

existiert mit
W=w+Wy:= {w—i—u!ue W()}:Tw(Wo) (310)

Wo heifit dann auch der zu W gehérige homogene Unterraum.

Bemerkung 3.11. Ist W ein nichtleerer affiner Unterraum von R™ mit Wy als zugeho-
rigem homogenen Unterraum, so ist Wy eindeutig durch W bestimmt.
Es gilt genauer:

Wy = {w1 — wa|wi, wa € W} (3.11)

Definition 3.12. Wir setzen
dimf) := —1 (3.12a)

Ist W = w + Wy ein nichtleerer affiner Unterraum von R™ mit zugehdrigem homogenen
Unterraum Wy, so setzen wir
dimW := dimW, (3.12b)

Bemerkung 3.13 (Ubersicht iiber diverse affine Unterrdume in R").

Dimension Bezeichnung
0 einelementige Punktmenge
1 affine Gerade
2 affine Ebene
n-2 affine Hypergerade
n-1 affine Hyperebene

Bemerkung 3.14. Fiir eine Teilmenge W von R" sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) W ist affiner Unterraum von R".
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(ii) W ist die Losungsmenge irgendeines linearen Gleichungssystems mit Koeffizienten

aus R.

Definition 3.15. Zwei affine Unterraume Wy, Wo von R™ sind zueinander parallel, falls

die folgenden -offensichtlich dquivalenten- Eigenschaften erfullt sind:

(i) Wy und Wy besitzen denselben zugehorigen homogenen Unterraum.

(i) Es gibt eine Verschiebung 7 : R™ — R™ mit

T(Wh) =W,

Bemerkung 3.16. Zwei zueinander parallele affine Unterrdume von R" sind gleich oder
disjunkt:
Sonst gébe es ein wy € R™ und zwei verschiedene homogene Unterrdume Wy, W von R™
mit

wo + Wo = wo + W,

was nicht moglich ist.

Definition 3.17. Es sei T : R™ — R" eine Kongruenzabbildung von R™. Fir jedes
q € R™ heifit dann die Kongruenzabbildung

T :=140T o1, (3.13)

eine zu T konjugierte Kongruenzabbildung.

Bemerkung 3.18. Fiir fixiertes ¢ € R" setzen wir
U := v+ ¢ fir jedes v € R" (3.14)

Wir erhalten dann fiir alle v € R” -mit (3.13):

T'() = (130 T)(T — q) = (140 T)(v) = T(v),
also zusammenfassend:
T'(v) = T(v) (3.15)

Das bedeutet:
Geht das urspriingliche Koordinatensystem durch Verschiebung iiber in ein neues mit
g = 0 als neuem Koordinatenursprung, so hat T’ in diesem neuen Koordinatensystem

die gleiche Wirkung wie T im alten Koordinatensystem.
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Definition 3.19. FEs sei H eine affine Hyperebene in R™ mit zugehériger homogener
Hyperebene Hy. Dann wird -mit den Bezeichnungen in den Standard- Beispielen 3.7- die

Spiegelung s : R™ — R™ an H definiert durch
SH 1= Tq O SHy © T—gq (3.16)

wobei g € H beliebig ist; die Spiegelung sy ist also zu sy, konjugiert.

Bemerkung 3.20. i) Die Abbildung sy in (3.16) ist wohldefiniert -das heifit, unab-
héngig von der speziellen Wahl des Punktes q € H:
Sind némlich ¢1,q92 € H, so folgt zundchst ¢ — ¢o € Hy. Zu vorgegebenem v € R"”

existieren weiter Vektoren u € Hy und w € Hd- mit
v—q =u+w.

Dann ist

v—q2 = (u+q1 — q2) +w sowie u + q1 — g2 € Hy.

Damit folgt:
(Tg1 081, 0T, ) (V) = (Tgy 051, ) (V—q1) = (7gy 0511 ) (utw) = 79, (u—w) = u+q1 —w,

(Tga © SHy © T—g3) (V) = (Tgp 0 SHo ) (V — q2) = (g, © ) (U + @1 — ¢2) + W)
=Tp((u+q@ —@)—w)=ut+q —w

wie gewiinscht.

ii) Ist ¢ € H fixiert, so liefert Bemerkung 3.18 fiir alle v € R™:

sp(0) = s, (v).

Wegen der Aquivalenz
veEHysveH

folgt:
Unter der Spiegelung sy sind alle Punkte in H Fixpunkte.

Ferner vertauscht sy die beiden durch H bestimmten Halbraume.
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Satz 3.21. Sei A € Mat,,«n(R) eine orthogonale Matrix. Dann gilt:
detA =1 oder detA = —1.
Beweis. (3.4a) liefert
1 = detl, = det(AT - A) = det(AT) - detA = (detA)?

wie gewiinscht. O

Definition 3.22. Es sei T : R — R" eine Kongruenzabbildung von R™, und A sei die

-eindeutig bestimmte- orthogonale n x n Matriz, so dass gemadf Satz 3.8 gilt:
T(v)=A-v+T(0) fir allev e R" (3.9a)

Dann heifit T eine gleichsinnige Kongruenzabbildung, falls det A=1 ist.

Bemerkung 3.23. Gleichsinnige Kongruenzabbildungen werden auch Bewegungen ge-

nannt, weil sie sich physikalisch (fiir n < 3) durch einen Bewegungsprozess realisieren

lassen.
Man beachte aber:

In der Literatur wird héufig auch jede Kongruenzabbildung als Bewegung bezeichnet.
Beispiel 3.24. i) Jede Verschiebung ist eine gleichsinnige Kongruenzabbildung.

ii) Sei U ein homogener Unterraum von R™ mit k := dimU, m := dimU~*. Dann besitzt
R™ eine Orthonormalbasis {v1, ..., Uk, Vgt1,- .., U} mit vy, ..., v € U, Vk11,...,0, €

U+, beziiglich der die Spiegelung sy an U durch folgende orthogonale Matrix be-

(I 0
a0 .17

Dabei ist detA = (—1)™. Die Spiegelung sy ist also genau dann gleichsinnig, wenn

schrieben wird:

m=n-k gerade ist. Insbesondere gilt:
Punktspiegelungen in der Ebene sind stets gleichsinnig. Spiegelungen an einer Hy-

perebene sind niemals gleichsinnig.

Bemerkung 3.25. Sei T': R — R eine Kongruenzabbildung und a:=T(0). Dann gilt

entweder
T(x)=xz+afiralezeR (3.18a)
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oder
T(zx) = —x+a fir allez € R (3.18b)

Das folgt direkt aus Definition 3.6 -oder Satz 3.8 (i) < (i¢). Im Falle (3.18a) ist T die
Verschiebung um a -und gleichsinnig.

Im Falle (3.18b) ist T die Spiegelung am Punkt %a - und nicht gleichsinnig.

Definition 3.26. Es sei © € [0,27). Dann heif§t die orthogonale Matrix

A= A©) = <cos@ —sin@> (3.19)

sin® cos©

die zum Winkel © (im Bogenmaf) gehérige Drehmatriz. Die induzierte orthogonale Ab-

bildung o : R? — R2, gegeben durch
alz) =A-x

heif$t die Drehung um den Nullpunkt um den Winkel ©- im mathematisch positiven Sinn.
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Skizze:

(-sin®,cosO) 0,1) (cos®,sin®)

1,0
0 1

Satz 3.27. Sei o : R2 — R? eine orthogonale Abbildung. Dann gibt es ein © € [0, 27),

so dass die zu « gehorige orthogonale Matrix A entweder gegeben ist durch

. <cos © —sin @) (3.20a)

sin® cos©

oder

- <cos@ sin © > (3.20D)

sin® —cos®

Gilt (3.20a), so ist a die Drehung um den Nullpunkt um den Winkel ©. Ferner ist «
gleichsinnig.

Gilt (3.20b), so ist « die Spiegelung an der -homogenen- Geraden
- O
N e A N P (3.20¢)
sin(z - ©)
Beweis. Fir A machen wir den Ansatz
N
b d
Weil sowohl die Zeilen als auch die Spalten von A eine Orthonormalbasis von R? bilden,
folgt:

[T T

=P+ =+ =>+d*=1,

a-b+c-d=a-c+b-d=0.
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Es gibt also ein © € [0, 27) mit:
a=cosO,b=sinO

Weiter folgt:
‘C| = |b|7|d| = ‘CL|,C‘d: —a-b

Damit gilt entweder (3.20a) oder (3.20b).

Im 1.Fall ist o -nach Definition 3.26- die Drehung um den Nullpunkt um den Winkel O,
und es ist det A=1. Im 2.Fall ist @ die Spiegelung an g wie in (3.20c):

Skizze:

>}

C

Beachte hierzu:
cos® sin©® 1 cos © 1
. = = S
sin® —cos® 0 sin © \o
cos® sin® 0 sin © 0
. = = S .
sin® —cos© 1 —cos© 7\1
Auflerdem sind die orthogonalen -und damit auch linearen- Abbildungen « und s, durch

1 0
die Bilder der Basisvektoren <O> und <1> eindeutig bestimmt. O

Satz 3.28. Es sei o : R? — R? die Drehung um den Nullpunkt um den Winkel ©. Dann
ist a darstellbar als Komposition zweier Spiegelungen an homogenen Geraden.
Genauer gilt:

Ist sp, die Spiegelung an der x-Achse h := {(x,0)|x € R} und g wie in (3.20c), so folgt:

= 5408 (3.21)
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(C] in ©
Beweis. Nach Satz 3.27 wird s, beschrieben durch die Matrix o8 St und sy,
sin® —cos®

1
wird beschrieben durch die Matrix (0 01>.

Geméif der Definition 3.26 folgt die Behauptung nun aus der Beziehung

cos® —sin® _ [cos © sin® 1 0
sin® cos® / \sin® —cos® 0 -1
O

Definition 3.29. Es sei © € [0,27) und q € R2. Ferner sei a = ag die Drehung um

den Nullpunkt um den Winkel © -im mathematisch positiven Sinn. Dann heifit

o =T10a07, (3.22)

die Drehung um q um den Winkel © -im mathematisch positiven Sinn.

Siehe hierzu auch Definition 3.17, Bemerkung 3.18 und Definition 3.19, die Abbildung
o/ ist also zu a konjugiert und hat q als Fixpunkt.

Ferner beobachten wir

Bemerkung 3.30. Mit den Bezeichnungen in (3.22) gilt fiir alle z € R?:
d(x) =alr—q)+q (3.22a)

o/ (x+q) = a(z) +q (3.22b)
Weiter folgt

Satz 3.31. Jede Drehung o/ : R? — R? um einen Punkt ¢ € R? ist darstellbar als

Komposition zweier Spiegelungen -an geeigneten affinen Geraden.

Beweis. Setze o :=T_qg0 ' o1, Dann ist o/ = 750 a0 7_g, o ist also eine Drehung um

den Nullpunkt. Nach Satz 3.28 gibt es also homogene Geraden g,h in R? mit
= 5408}
Fiir die affinen Geraden ¢’ := ¢+ g, h' := q + h folgt dann geméafl Definition 3.19:

Sgt =TqgO8gO0T_q,Sp = TgOS8pOT—g
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Damit folgt auch
! _ ) _
[0 —TqOSgOShOT_q— (TqOSgOT_q O(TqOShOT_q) —Sg/OSh/

wie gewlinscht. O
Nun kénnen wir zeigen:

Satz 3.32. Jede Kongruenzabbildung T : R? — R? ist darstellbar als Komposition von
maximal drei Spiegelungen -an geeigneten affinen Geraden.

Ist T eine gleichsinnige Kongruenzabbildung, so reichen sogar zwei Geraden-Spiegelungen.

Beweis. Wir schreiben
T(z) = a(z) + q fiir © € R?,

wobei « die zu T gehorige orthogonale Abbildung ist.

Wir unterscheiden drei Falle.

1.Fall: o = idp2.
In diesem Fall ist T die Verschiebung 7, die nach Aufgabe 15 die Komposition

zweier Geraden-Spiegelungen ist.

2.Fall: T und damit auch « sind gleichsinnige Kongruenzabbildungen, aber es ist a #
idg2. In diesem Fall ist o nach Satz 3.27 eine Drehung um den Nullpunkt um
einen Winkel © € (0,27). Nach Aufgabe 17 ist dann auch T eine Drehung um
einen Punkt xp um den gleichen Winkel ©. Nach Satz 3.31 ist diese Drehung T

darstellbar als die Komposition von zwei Geraden-Spiegelungen.

3.Fall: T und damit auch « sind keine gleichsinnigen Kongruenzabbildungen. In diesem
Fall ist a nach Satz 3.27 selbst eine Geraden-Spiegelung. Weil 7,-nach Fall 1-
Komposition von zwei Geraden-Spiegelungen ist, folgt, dass 7' = 7, o o Kompo-

sition von drei Geraden-Spiegelungen ist.

Satz 3.33. Es sei a: R" — R" eine orthogonale Abbildung. Dann gilt:

i) Ist A\p € R ein Eigenwert von «, so gilt:

Ao =1oder \g =—1

ii) Ist n ungerade, so ist mindestens eine der beiden Zahlen 1 und -1 Eigenwert von «.
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Beweis. i) Sei vy ein -von 0 verschiedener- Eigenvektor zum Eigenwert Ao, das heif3t:
Oé(Uo) == )\0 - V0.
Dann folgt:

0< <’U0,’U0> = <Oz(Uo),C((’U0)> = </\0 - V0, )\0 . Uo> = )\(2) . <’U0,U0>.
Das bedeutet: )\(2) =1, also A\g =1 oder A\g = —1

ii) Weil n ungerade ist, besitzt das zu « gehorige charakteristische Polynom mindestens
eine reelle Nullstelle, diese ist Eigenwert von «. Damit folgt ii) aus i).
O

Definition 3.34. Es sei © € [0, 27)

i) Sei Lo eine homogene Gerade in R3.
FEine lineare Abbildung oo : R? — R? heifit Drehung um Lo um den Winkel ©, wenn

die homogene Ebene Ly eine -geordnete- Orthonormalbasis (v1,vs) besitzt, so dass

gilt:
ap(v) = v firv e Ly (3.23a)
ap(v1) =cos© - v1 +sin O - vy (3.23b)
ap(v2) = —sin® - v; + cos O - vy (3.23c)

Insbesondere gilt:
Die Restriktion O‘0|L({ wird durch die Drehmatriz A(©) beschrieben; ag ist also eine

orthogonale Abbildung.

ii) Sei L eine affine Gerade in R® mit zugehériger homogener Gerade Lo. Weiter sei
ag wie in i). Dann heifft die Abbildung

Q= Ty0 O Tg (3.24)

Drehung um L um den Winkel ©, wobei q € L beliebig ist.

Bemerkung 3.35. i) a wie in (3.24) ist unabhéngig von der speziellen Wahl des
Punktes q € L:
Ist nidmlich auch ¢’ € L, so ist vy := ¢’ — ¢ € Lo und fiir alle v € R? folgt -wegen

Ty = Tq © Ty, und ag(vg) = vo:

(g 0 0 7—g/)(v)
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= (T4 © Tyy © Q) O T—yy © T—q)(V)
= (Tyy 0 0 T—yy) (v —q) + ¢
= ag(v —q—vo) +q+vo
=ag(v—q)+q
= (rgoapoT_q)(v)

ii) Aus (3.24) -und (i)- folgt fiir alle ¢ € L:

a(q) = (rgoapoT—4)(q) = (g —q) +q=g¢

Das bedeutet: Jeder Punkt von L ist Fixpunkt unter a.

Satz 3.36. Es sei o : R? — R3? eine orthogonale Abbildung. Dann gibt es eine geordnete

Orthonormalbasis (v1,v2,v3) von R3, beziiglich der o durch eine der Matrizen

1 00 -1 0 0
Miy=]0 1 0f,Ms=]10 1 0
0 0 1 0 01
-1 0 -1 0
M3=|0 -1 0|,Mg=]0 -1 0 (3.25)
0 1 0 0 -1

oder -fiir geeignetes © € (0,27) \ {r}- durch eine der Matrizen

1 0 0 -1 0 0
Ms=10 cos® —sinO|,Mg=| 0 cos©® —sin® (3.26)
0 sin® cos® 0 sin® cos®

dargestellt wird.

Beweis. Ist a diagonalisierbar, dann kommen nach Satz 3.33i) nur 1 und -1 als zugehorige
Eigenwerte in Betracht. Bei geeigneter Anordnung der zugrunde liegenden Orthonormal-
basis besitzt a also eine der in (3.25) gegebenen Matrix-Darstellungen.

Wir nehmen nun also an: « ist nicht diagonalisierbar.

Nach Satz 3.33ii) ist aber mindestens eine der beiden Zahlen 1 und -1 Eigenwert von «.
Es gibt also einen eindimensionalen Unterraum U von R3 mit a(U) = U. Nach Aufgabe
13i) gilt dann auch: a(U+) = U+,
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Die Restriktion ag := a1 ldsst sich also durch eine orthogonale 2 x 2-Matrix A be-
schreiben, die nach Satz 3.27 Drehmatrix oder Spiegelungsmatrix ist. Ware A eine Spie-
gelungsmatrix, so hitte A sowohl 1 als auch -1 als Eigenwert. Dann wére also oy und
damit auch « diagonalisierbar- im Widerspruch zur obigen Annahme.

Es verbleibt also nur der Fall: A ist eine Drehmatrix.

Das bedeutet: « ist darstellbar durch eine Matrix der Gestalt M5 oder Mg, wobei zu-
néchst auch ©® = 0 oder © = 7 moglich ist.

Im Falle © = 0 erhalten wir aber M7 oder M>.

Im Falle © = 7 erhalten wir M, oder, nach einer Permutation der Zeilen und Spalten,
Ms. O

Satz 3.37. Es sei o : R? — R? eine orthogonale Abbildung. Dann ist « darstellbar als
Komposition von maximal 3 Spiegelungen- an geeigneten homogenen Ebenen.

Genauer gilt mit den Bezeichnungen in Satz 3.36: M> ist selbst eine Spiegelungsmatrix;
Ms bzw. My ist Produkt von zwei bzw. drei Spiegelungsmatrizen.

Ebenso ist M5 bzw. Mg Produkt von zwei bzw. drei Spiegelungsmatrizen.

Beweis. Nach Satz 3.36 geniigt es, die Behauptungen beziiglich der Matrizen Ma, ..., Mg
zu verifizieren, fiir M ist nichts zu zeigen.
Fiir My ist die Behauptung klar nach Beispiel 3.24ii) -nach einer Permutation der Zeilen

und Spalten. Dann folgt die Behauptung auch fiir M3 und Mjy.
1 0 0

Fir B(©):= |0 cos® sin® | folgt weiter:
0 sin® —cos©

1 0
E:=R-|0[+R-|cos(} 0)
0 sin(3 - ©)

siehe dazu auch Satz 3.27.
Folglich ist M5 Produkt von zwei Spiegelungsmatrizen. Somit folgt schliefflich, dass
Mg = Ms - M5 Produkt von drei Spiegelungsmatrizen ist. O

27



Satz 3.38. Es sei T : R" — R” eine Kongruenzabbildung mit zugehdriger orthogonaler
Abbildung « : R™ — R"; es gilt also:

T(x) = a(x) +T(0) fir alle x € R"

Ferner habe T einen Fixpunkt zz und es gebe k homogene Hyperebenen Hi, ..., Hy in
R”™ mit:

Q= SH, ©0...08[,. (3.27a)

Dann ist T ebenfalls darstellbar als Komposition von k Spiegelungen an geeigneten-
affinen- Hyperebenen in R™. Genauer folgt fiir H, := zp + H;, 1 <i <k

T =sy;o...0o8m (3.27b)
Beweis. Nach Definition 3.19 ist klar:
SH! = Top © SH; © T—ap fir 1 <i <k
Damit folgt fir alle x € R™:
(spyo...0sm)(x)
= (Tpp OSH, OT—3,) 0 ... 0 (Typ O SH, 0 T—g,)(T)
= (Tgp 0 (8H, 0...08H,) 0 T—z,)(T)
= (Tap 0@ 0 T3,)(2)
=o(r—zp)+zp
=a(x) —alzr) +xp
=o(r) —T(xp)+T0) +2p
=oa(z)+T(0) =T ()
wegen T'(xp) = zp
Zusammenfassend folgt (3.27b). O
Nun kénnen wir zeigen:

Satz 3.39. Jede Kongruenzabbildung T : R? — R? ist darstellbar als Komposition von

maximal 4 Spiegelungen -an geeigneten affinen Ebenen.
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Beweis. Es sei o : R? — R? die zu T gehorige orthogonale Abbildung.
Fiir ¢ :== T'(0) gilt also:
T(x) = afx) + q fiir alle z € R?

Nach Aufgabe 15 ist 7, die Komposition zweier Spiegelungen an geeigneten affinen Ebe-
nen und « ist nach Satz 3.37 darstellbar als Komposition von maximal 3 Spiegelungen
an geeigneten homogenen Ebenen. Nach Satz 3.37 kénnen wir annehmen, dass « durch

eine Matrix folgender Gestalt beschrieben wird:

-1 0 0
Mg=10 cos® —sin® | mit® € (0,27)
0 sin® cos®

Im Falle © = 7 ist dabei Mg = My.

Es gibt also einen Unterraum U von R? mit
dimU = 1,a(U) = U,a(U*) = U+,

wobei zusitzlich a1 eine Drehung mit Drehmatrix A(©) ist. Schreiben wir ¢ = (q1, g2, q3)7,
so folgt fiir alle (x1, 29, 23)T € R3:

L1 -1 a1
T = +

T2 A(@) ) (CL’Q) q2

T3 €3 q3

Aus Bemerkung 3.25, angewandt auf die erste Koordinate und Aufgabe 17, angewandt
auf die beiden letzten Koordinaten, folgt:
T hat (genau) einen Fixpunkt.
Damit folgt die Behauptung aus Satz 3.38 fiir n=k=3, wonach mit o auch T darstellbar

ist als Komposition von 3 Spiegelungen an geeigneten affinen Ebenen. O

Bemerkung 3.40. Allgemein kann fiir beliebiges n € N bewiesen werden:

1. Jede orthogonale Abbildung « : R®™ — R" ist darstellbar als Komposition von

maximal n Spiegelungen- an geeigneten homogenen Hyperebenen.

2. Jede Kongruenzabbildung T : R® — R" ist darstellbar als Komposition von maxi-

mal n+1 Spiegelungen- an geeigneten affinen Hyperebenen.

Bemerkung 3.41. physikalische Anwendung

Wird ein fester- dreidimensionaler- Korper so bewegt, dass mindestens ein Punkt fest
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bleibt, so gibt es sogar eine komplette Achse mit lauter Fixpunkten.
Die Bewegung, die dann eine Drehung um diese Achse ist, kann namlich- bei geeigne-
ter Wahl des Koordinatensystems- durch eine der Matrizen M7, M3, M5 in Satz 3.36

beschrieben werden, diese haben alle den Eigenwert 1.
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