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Fibonaccizahlen
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1.1 Definition

Die Zahlenfolge f,, f,, f5...
heilt Fibonaccifolge und
die einzelnen Zahlen

Fibonaccizahlen, wenn

f,=1, f,=1 und wenn fUr alle

n>2 qilt: f,=f ,+f ;.

- Rekursionsformel




Satz 1

> Die Summe von n aufeinander folgenden Fibonaccizahlen ist die Uberndchste
Fibonaccizahl -1.

o fi+ fot fat ...+ f + =1 ]

o Bewels:

Def.1 > f=f +f  >f =f-f|

9

f=fy 1,
=01
fo= fe- T,
fn—2: fn' fn—l
fn—lz fn+1' fn
fn= 1:n+2' 1:n+1




o Bei der Addition der rechten Seiten heben sich alle f. bis auf f,,, und -f, wieder auf.
da f, nach Def.1 genau 1 ist folgt damif:
f+f+ ...+ =1 -1,

Also:  fi+f+ .. +f=1,—1 ]




Saiz 2

o 1) Die Summe von f, mit n ungerade und k aufeinander folgenden Fibonaccizahlen ist
die Fibonaccizahl von f,,

o fytfat fot ... + o= o

o 2) Die Summe von f, mit n gerade und k aufeinander folgenden Fibonaccizahlen ist die
Fibonaccizahl von f,, -1

o fyt iyt fut s o= o]




Beweis

° 1) fi=1r
fa=fa— 12

fs =fe — Ja

fan-1 :. fon — fan—2

At i+ fs+ -+ fano1 = fon

2) f2=f-h
fa=1fs— 13

fe=1f7—1s

f2n = f2n+1 — f2n—1

fotfatfet -+ fon=fone1 —f1 = fone1 — 1




Saiz 3

o Die Summe der Quadrate von k aufeinanderfolgenden Fibonaccizahlen ergibt das
Produkt der n-ten Fibonaccizahlen und deren Nachfolger

fl+f2+ =+ fil = fa fara
o Bewels:

o NachDef. 1 foo1 = fao— fa2 Ot a1 o = frmz et = fama Ul — fa—2) = fr%—l
—mit f = f; - f, it

2
ff=h1f 3 oE
fzz =fafs—fi /2

f32=f3'f4—f2'f3 8




fnz—l = fon-1"fo— o2 1
fnz =fo fae1 — -1 n

— Addition der n Gleichungen
fE+f7++fi=rfhfan

L]




Saiz 4

o Je zwel benachbarte Fibonaccizahlen sind teilerfremd.

o Bewels:
o Beweis durch Widerspruch
o Annahme: £, und f,_; sind benachbarte Fibonaccizahlen die nicht teilerfremd sind.

o Wenn f,, und f,,_; einen gemeinsamen Teiler d > 1 haben, dann gilt auch d/f,, — f,,-1
das heiBt d/f,,—»

o dist der gemeinsame Teiler von f,,_, und f,,_,, daher gilt weiterhin d/f,,_; — f,—» das
heiBt d/f,—_3

o Nach m endlichen Schritten ergibt sich d/f,

—— jedochist f, =1und d > 1, daher ist f, nicht durch d teilbar

o Annahme wurde somit durch einen Widerspruch wiederlegt

o Daraus Folgt das je zwei benachbarte Fibonaccizahlen teilerfremd sind [




1.3 Formel von Binet

Lasst sich die n-te Fibonaccizahl als Potenz schreibene - f(n) = x"
- Eingesetzt in Def.:  x"*1=xn + xn-l
- Division durch x™!: x2-x-1=0 oder x2=x+1

> Lésungen dieser quadratischen Gleichung:  x = ”2‘6 oder x, = 1—2\/5

- zwei Losungen, = Linearkombination aus x; und x, mit Konstanten A und B
erfOllt Rekursionsformel




1.3 Formel von Binet

>erweiterter Ansatz:  f(n) = Ax* + Bx}

- Wegen f(0) =0 und f(1) = 1 folgt: A+B=0 und Ax; + Bx, =1
>B=-A (Erste Gleichung); ,1+¥5_ 1-v§__ oder ,25_. , dlso A:%
2 2 2

1
>Mif B =-Afolgt dann:  B=-%

'\/_ n '\/_ n
1 [(1 v 5) _ (1 _ 5) ] - Formel von Moivre-Binet (Jacques-Philippe

7 fn)= > orr |
V5 Marie Binet, 1843, bzw. Abraham de Moivre, 1718




Ubung

o

Nutze die Formel von Binet um folgende Fibonaccizahlen zu berechnen:

o 1.)f(n), n=25
o 2.)f(n), n=41
n n

o 3.) f(n), n = 49 f(n) = \/ig [(“f) — (%g) ]
o Losung:

_ _1_1+\/§25 1-v5\*°] _
o 1) (25) = £(25) = = ( : ) —(T) = 75025
o 2 f(41) = f(41) = = _(”f)“ _ (1‘75)41_ = 165 580 141

[e]

3.) f(49) = f(49) = %[(“@)49 — (1‘ 5)49] = 7778 742 049

2 2




1.4 Geschichte der Fibonaccizahlen

o Froheste Erwdhnung: 450/200 v. Chr. Unter dem Namen matrameru (,,Berg der
Kadenz" (Verslehre, metrisch-rhythmisch Gestalt des Versschlusses, hier
fallend)) in Chhadah-shastra (,,Kunst der Prodosie”, (Linguistik)) (Sanskrit)

o Beschaffigt sich mit rechnerischer Moglichkeit der Bildung von festen Metren in
Versen




1.4 Geschichte der Fibonaccizahlen

Y

o In der westlichen Welt bereits seit
ca. 100 n. Chr. bekannt
Nikomachos von Gerasa)

o Philosoph, Mathematiker,
Musiktheoretiker

2 A OOTWOIRIR FHe LAY RANY L ki S O




1.4 Geschichte der Fibonaccizahlen

o Leonardo da Pisa (figlio di Bonacci
- Fibonacci), GroBvater hiel3
Bonacci; ca. 1170 bis ca. 1240 n.
Chr.

o Liber abbaci (1202)
o Bsp.: Kaninchenzuchter

o Seit 2014 bekannt: Hintergrund der
Folge liegt in Bienenzucht
(nordafrikanische Hafenstadt Bejaiaq,
heutiges Algerien, wichtiger
Exporteur von Bienenwachs)
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2.1 Definition

o Ein Teilungsverhdltnis heiBt Goldener Schnitt, wenn das Verhdaltnis des Ganzen zum groBeren Teil dem des
gréBeren zum kleineren Teil entspricht.

a+b a a b
= — oder - — —
a b a+b a
o Goldene Zahl (irrational, [asst sich nicht als Bruch ganzer Zahlen darstellen):
_a+t b _a
~a b a 1++/5
o Aus einfacher Rechnung folgt: ® = b — 2 ~ 1,6180339887

- Wird haufig auch , irrationalste aller Zahlen“ genannt, da sie sehr schlecht durch Bruche approximierbar
ist (Vgl.: Seminar vom 11.06.2020, Tim Kunzmann, Gianluca TrUlzsch: ,,Anndherung irrationaler Zahlen durch
rationale Zalen*)




2.2 Mathematische Eigenschaften

o Algebraische Betrachtung

a a+b
< Def.: —=—
b a

— Aufldsen nach O und umstellen

a b . a 1
0—;—1—5 ,furcb—g fO|g1’O—(D—1—$
— Quadratische Gleichungen durch Multiplikation mit ©
0=dp%2—-d—1
o, = = 1618
D, = %g = —0,618

— nur positive Werte kdnnen Goldene Zahl sein

1+5
2

b =

= 1,618

20




o Geometrische Befrachtung

+Def.: - = % mit Major a=1

“*Auf Zahlengerade wird Punkt A bei 0 eingetragen
Major a wird als Zahlenwert 1 abgetragen
— Schnittpunkt S : a

% Einzeichnen des Lots zur Strecke AS durch S
— Schnittpunkt C entsteht

+M.,S und C bilden rechtwinkliges Dreieck mit MS = % und SC =1

o
M‘HE
N

: — 1)2 5 . . —— 5
< Mit Satz des Pythagoras MC? = (E) + 12 = ~ erhdlt man for MC = =
“*FUr Minor b wird Kreisbogen um M mit Radius \/Z_g eingezeichnet

— Punkt B entsfeht bei 2 + “z—g

+2=¢

< ® nun ablesbar auf Zahlengerade AB =a + b = »

1+V5
2

N | =

— Zusammengefasst ergibt es & = = 1,618

| = -
+ b
|5y




Klassisches Verfahren mit innerer Teilung

C % Errichte auf der Strecke AB im Punkt B die
Senkrechte der halben Lange von AB mit dem

D Endpunkt C .

¢ Der Kreis um C mit dem Radius CB schneidet die
Verbindung AC im Punkt D

% Der Kreis um A mit dem Radius AD teilt im Punkt S

; die Strecke AB im Verhdaltnis des Goldenen

A S B Schnittes

22




Innere Teilung nach Euklid

% Von Johann Friedrich Lopez im Jahr 1781 in seinem
Buch Euklids Elemente beschrieben

% Errichte auf der Strecke AB im Punkt A die
Senkrechte der halben Ldnge von AB mit
dem Endpunkt C

% Der Kreis um C mit dem Radius CB schneidet
die Verldngerung AC im Punkt D

% Der Kreis um A mit dem Radius AD teilt im
Punkt S die Strecke AB im Verhdltnis des
Goldenen Schnittes

23




Klassisches Verfahren mit auBerer Teilung

C

% Errichte auf der Strecke AS im Punkt S die

Senkrechte der Ldnge AS mit dem Endpunkt C
% Konstruiere die Mitte M der Strecke AS
% Der Kreis um M mit dem Radius MC schneidet
die Verldngerung von AS im Punkt B
% S teilt AB im Verhdltnis des Goldenen Schnittes

24




Goldenes Rechteck und Goldenes Dreieck

o Rechteck, dessen Seitenverhdltnis dem a b
Goldenen Schnitt entspricht, wird als
Goldenes Rechteck bezeichnet

a

o Ein gleichschenkliges Dreieck, bei dem zwei . .
Seiten in diesem Verhadltnis stehen nennt man
Goldenes Dreieck




Der Goldene Winkel
o Teilung eines Vollwinkels im Goldenen Schnitt
— fUhrt zu Uberstumpfen Winkel %T ~ 222,5° 2m

o Gewdhnlich wird 2m — %T ~ 137,5°

— gerechtfertigt da Drehung um +2m keine Rolle spielt a

o Durch wiederholte Drehung um den Goldenen Winkel entstehen neue Positionen z.B.

fOr Blattansatze
— durch irrationale Zahl gibt es keine exakte Uberdeckung
o n Positionen zerlegen Kreis in n Ausschnitte

—

n Ausschnitte mit maximal 3 verschiedenen Winkeln

26




Goldene Spirale

o Sonderfall der logarithmischen Spirale

o Durch rekursive Teilung eines Goldenen Rechtecks in ein Quadrat und ein kleineres
Goldenes Rechtfeck

o Approximiert von einer Folge von Viertelkreisen

— Radius dndert sich bei jeder 20°-Drehung um den Faktor &

20
o Es gilt r(8) = ae*? = ad= mit Steigung k = ih;—cb wobei a, = g der Zahlenwert fUr den

rechten Winkel angibt

27




Goldener Schnitt im Ikosaeder

o Die 12 Ecken des I[kosaeders bilden die Ecken von drei gleich groBen senkrecht,
aufeinander stehenden Rechtecken die einen gemeinsamen Mittelpunkt haben

o Die Rechtecke haben das Seitenverhdlinis des Goldenen Schnittes

o Anordnung der drei Rechtecke wird Goldener-Schnitt-Stuhl genannt

28




Die Goldene Zahlenfolge

o ZuU einer Goldenen Zahlenfolge fur a, = 1 1asst sich eine Folge a, := ®% - a, fUrz € Z
konstruieren

o Je drei aufeinanderfolgenden Glieder (a,_4,a,, a,,1) bilden einen Goldenen Schnitt

» L =22 sowie a,,q = a, +a,_q fUralle z€7Z
az-1 az

o Spielt wichtige Rolle in der Proportionslehre in Kunst und Architektur

29




3. Relevanz

V .:-.'-f 7'." )
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3.1 Zusammenhang

(¢]

(¢]

(¢]

o

Die Bedingungen der goldenen Zahlenfolge:

az Az+1

= sowie a,,1 =a,+a,_, fUrallezeZ
az-1 az

- ersichilich: goldener Schnitt und Fibonaccizahlen haben etwas miteinander zu tun

DarUber hinaus: Formel von Binet: der Goldene Schnitt

taucht bei der Berechnung beliebiger Fibonaccizahlen auf

n n 3
1 [(1++5 1-+5 ]
f("):\/gK 2 ) _< 2 ) :

Denn: In der unendlichen Fibonaccifolge strebt das Verhdltnis zweier 5
aufeinanderfolgender Fibonaccizahlen gegen den Goldenen Schniftt.

31




3.1 Zusammenhang

Verhdltnisse aufeinanderfolgender Fibonacci-Zahlen

fnt1

f, fro -
] | =1,0000
] 2 = 2,0000
2 3 =1,5000
3 5 = 1,6667
5 8 =1,6000
8 13 =1,6250
13 21 =~ 1,6154
21 34 = 1,6190
34 55 =1,6176
55 89 =~ 1,6182
89 144 = 1,6180

144 233 = 1,6181

Abweichung
zUu ®in%

-38

+23
-7.3
+3,0
-1,1
+0,43
-0,16
+0,063
—0,024
+0,0091
—0,0035
+0,0013
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3.2 Fibonaccizahlen in der Kunst

o Petra Pfaffenholz: Fibonacci Cubes (Teil des
Skulpturenpfades ,,Diepholz | DUmmer"),
2014

o Wurfel mit Kantenldnge 10 cm bis 5,50 m

o Weitere Beispiele: ZUricher Hauptbahnhof,
sowie weitere Gebdude und Installationen

33




3.3 Fibonaccibeispiele




3.3
Fibonaccibeispiele
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3.3 Fibonaccibeispiele

Phyllotaxis (Biologie)

« 55 rechtsdrehende Spiralen
« 34 linksdrehende Spiralen

« Ananas (5 flach, 8 steil verlaufende Spiralen)

« Kiefernzapfen (8 und 13)

« Drehwinkel recht genau 222,5° A etwa dem
Teilungsverhaltnis des goldenen Winkels (222,48°)

36




3.4 Videoempfehlung
Ein Trick basierend aut der Fibonaccitolge

hitps://www.youtube.
com/watchgv=P{GeK
VK6EGNA&T=15s

John Hush
- Lohnt sich mal
anzuschauen



https://www.youtube.com/watch?v=PfGeKvK6GNA&t=1s

3.5 Anwendungen des Goldenen Schnitis

o Papier- und Bildformate

38




3.5 Anwendungen des Goldenen Schnitts

o Architektur

39
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3.5 Anwendungen
des goldenen Schnitts

Architektur

« Parthenon

41




3.5 Anwendungen
des Goldenen
Schnitts

Bildende Kunst

Wichtiges
Kompositionsmittel seit der
Renaissance

Beispiel:

Leonardo da Vinci: Das
Abendmahl

- Jesus und eine
Apostelgruppe bilden

jeweils Rest den
Minor

42




3.5 Anwendungen des Goldenen
Schnitts




3.5 Anwendungen des Goldenen Schnitts

(0]

(¢]

(¢]

(@]

o

Akustik und Musik

Beispiel eines Tonintervalls im Goldenen Schnitt (etwas gréBer als eine groBe Sexte)

- fur menschliche Ohren eher unangenehm, da harmonische Tonintervalle diejenigen sind, deren

Verhdalinis inrer Schwingungsfrequenzen sich als Bruch moglichst kleiner ganzer Zahlen darstellen |Gsst, der

Goldene Schnitt jedoch eine irrationale Zahl ist
Instrumentenbau

Komposition

44



https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/b/b3/Goldener_Schnitt.ogg

3.5 Anwendungen des Goldenen Schnitts

o Informatik
o |n der Datenverarbeitung werden Daten in Hashtabellen gespeichert

— FUr einen schnellen Zugriff mussen Datensdtze moglichst gleichmaBig verteilt
werden

o Durch Verfahren des Goldenen Schnitts wird eine numerische Ndherung fur eine
Extremstelle einerreellen Funktion berechnet

o Das Optimierungsverfahren teilt das Suchintervall im Goldenen Schnitt durch den
Parameter t = ® — 1 wodurch zwei Punkte x =b — (b —a) und x’ = a + t(b — a)
entstehen

45




3.6 Lehrplanverankerung

o Lehrplan Mathematik Klassenstufe 9 Realschulbildungsgang Wahlbereich 1: Goldener Schnitt

Wahlbereich 1: Goldener Schnitt

Kennen des Goldenen Schnittes als Strecken-
verhaltnis

-  Berechnen des Teilungsverhaltnisses

- Entdecken des Vorkommens des Goldenen
Schnittes in Architektur, Kunst und Natur

Kennen einer Konstruktion zum Goldenen
Schnitt

=  asthetisches Empfinden

2> KL8 LB4

2> KU, KL 9 LB1

=> Medienbildung: traditionelle und digitale
Medien als Quelle fir Informationen

Altes Rathaus in Leipzig, Parthenontempel in
Athen, Dom in Florenz

Raffael: Sixtinische Madonna, da Vinci: Mona
Lisa, Ddrer: Selbstbildnis von 1500

Sonnenblume, Proportionen an Lebewesen

Recherchen im Heimatort, in Museen, Bibliothe-
ken oder im Internet

46




3.6 Lehrplanverankerung

o Lehrplan Kunst Klassenstufe 7 Lernbereich 1: Gestalten auf der FIdche (Bildkomposition)

Lernbereich 1: Gestalten auf der Fldche

8 Ustd.

Anwenden grafischer Gestaltungsmittel und des
Gestaltungsmittels Farbe

- bekannte Techniken und Ausdrucksmittel
nutzen

- problembezogene Kunstrezeption

Einblick gewinnen in die Symbolik bildnerischer
Gestaltungsmittel und Bildinhalte

Bildgegenstand, -farbe, -raum, -komposition
-spannung, -einheit, -form, -bewegung

Frans Hals, Caspar David Friedrich, Wassily
Kandinsky, Marc Chagall, Lea Grundig, Werner
Tubke, Jan Buck, Dagmar Ranft-Schinke,
Michael Morgner, regionale Klnstler

Textcollagen, Drucktechniken, Fotografie, Wer-
bung, Computergrafik/Vektorgrafik, Plakat

=2 INF,KL7,LB1

Albrecht Durer, Henri de Toulouse-Lautrec, Max
Ernst

Erfahrungswelt der Schiler

Tafelmalerei des Mittelalters, Heraldik, Werbung,
Piktogramme
2 CE K.7,LB1

= Medienbildung: Auseinandersetzen mit der
eigenen Lebenswelt
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3.6 Lehrplanverankerung

Lehrplan Kunst Klasse 9 Lernbereich 1: Gestalten auf der Flache

Lernbereich 1:  Gestalten auf der Fliche

10 Ustd.

Kennen von Méglichkeiten, Bildraum auf der
Flache zu erzeugen

Mittel und Methoden der Darstellung von
Korper und Raum auf der Flache

Einblick gewinnen in Gesetze der visuellen
Wahrnehmung

Einblick gewinnen in die Darstellungsmaéglich-
keiten der menschlichen Figur

Uberschneidungen/Verdeckungen, Gréenunter-
schiede, Hell-Dunkel/Schatten,

Perspektive, Farbe

Nutzen geeigneter Beispiele aus der
Kunstgeschichte

Einsatz digitaler Zeichenprogramme

agyptische Kunst, mittelalterliche Kuns!, Rer
sance, barocke lllusionsmalerei, Kubismus,
Op Art

Canaletto (Bernardo Belotto), M.C. Escher,
Victor Vasarély, Ben Willikens

Giovanni Piranesi, Hercules Seghers, Lyonel
Feininger, Hans Theo Richter, Werner Tlbke

Rudolf Arnheim: Anschauliches Denken

Proportionslehre, Figur und Format, Figur und
Raum

Abstraktion, Verfremdung

vergleichende Kunstbetrachtung: Leonardo da
Vinci, Gottfried Bammes, Kathe Kollwitz, Willi
Sitte, Wolfgang Mattheuer, Cindy Sherman,
Thomas Ruff

2 LB2
2> LB3
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Zeit fur Fragen, Hinweise, Anmerkungen
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o Abb. Goldener Schnitt2: Von Konstantin1996, CC BY-SA 3.0, hitps://commons.wikimedia.ora/w/index.ohp2curid=15189286; 25.06.2020
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unbestimmte Vektorgrafik wurde mit Inkscape erstellt.,, CC BY-SA 3.0, hifps://commons.wikimedia.org/w/index.php2curid=6557327; 25.06.2020

o Abb. Fibonaccisonnenblume: Von Dr. Helmut HaB, Koblenz - Ubertragen aus de.wikipedia nach Commons durch Esculapio mithilfe des CommonsHelper., CC
BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php2curid=6937595; 25.06.2020

o Abb. Fibonaccisonnenblumenschema: Von Wolfgangbeyerin der Wikipedia auf Deutsch - Ubertragen aus de.wikipedia nach Commons durch Esculapio
mithilfe des CommonsHelper., CC BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php2curid=6937582; 25.06.2020

o Abb. Fibonaccirechteck: hitps://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/?/95/FibonacciBlocks.svg; 25.06.2020
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o Abb. Goldenes Rechteck: https://de.wikipedia.org/wiki/Goldenes Rechteck : 27.6.2020

o Abb. Goldener Winkel https://de.wikipedia.org/wiki/Goldener_Schnitt#/media/Datei:01-Goldener Winkel.svg 27.6.2020
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https://de.wikipedia.org/w/index.php2curid=515161; 29.06.2020
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