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Aufgabe 1 (3 Punkte) Eine Bakterienkultur hat eine stetige Wachstumsrate
von 100% pro Stunde. Wie grofl ist die (diskrete) stiindliche Wachstumsrate in
etwa?

Entscheiden Sie sich fiir einen der folgenden Werte und begriinden Sie Thre Antwort
kurz.

0% , 100% , 170% , 200% , 270%

Losung

Die Wachstaumsrate betriagt etwa 170 %.

Begriindung:

Allgemein gilt:

Es sei r die stetige Wachstumsrate, f der stiindliche Wachstumsfaktor und ¢ die
stiindliche Wachstumsrate. Dann ist (mit ~ = Stunde)

1+g:f:er~1h

Hieristrz%()%:%undsomitf:elze%2,7undg%1,7:170%.



Aufgabe 2 (7 Punkte)

a) (2 Punkte) Geben Sie die ersten vier Ableitungen der Funktion f(x) = sin(z)
an.

b) (2 Punkte) Geben Sie die 100-ste und die 101-ste Ableitung der Funktion
f(z) = sin(z) an.

¢) (3 Punkte) Leiten Sie die Ableitung der Funktion tan(z) aus den Ableitun-
gen von sin(x) und cos(z) (und allgemeinen Regeln iiber Differenzieren) her.
Vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie moglich.

Lo6sung
a) Es ist

F(z) = cos(a), () = —sin(z), f"(x) = — cos(x), f"(x) = sin(z)
b) Die 100-ste Ableitung von f(x) ist sin(z) und die 101-ste Ableitung ist cos(z).

c)

(1) = sin(z) \’ _ cos?(x) + sin’(x) _ 1
cos(x) cos?(x) cos?(x)
Alternativ kann man auch so umformen:
cos?(x) + sin®(z) sin?(x)
=1 =1+ tan®
cos?(x) * cos?(x) + tan’(a)

(Kursive Texte sind Kommentare.)



Aufgabe 3 (5 Punkte) Betrachten Sie die Funktion
f R — R, (2,y) 2 +2%y* +29° - 3.
a) (2 Punkte) Bestimmen Sie den Gradienten der Funktion.

b) (2 Punkte) Bestimmen Sie eine Gleichung der Tangente an die Hohenlinie der
Funktion im Punkt (1,1).

¢) (1 Punkt) Geben Sie die Tangente in ¢) in parametrisierter Form an.

Losung

a) Es ist
Ouf = 3% + 2xy* + 2, O,f = 22y + 2xy

322 4 2zy? + y?
Vf:( 227 y2 !
Y+ 2xy

und somit:

b) Die Gleichung lautet

6
4
Die Gleichung ist damit:

mit Vf(1,1) = (

6(x—1)+4(y—1)=0,

d.h.
3(z—1)+2(y—1)=0,

d.h.
3r+2y =295

(2 (1) eems

c¢) Die Tangente ist:



Aufgabe 4 (9 Punkte) Bestimmen Sie die (globalen) Maximal- und Mini-
malstellen sowie die entsprechenden Funktionswerte der Funktion

f R —R, (v,y) =4z +y

unter der Nebenbedingung
22 +y? <17

Hinweis. Sie konnen voraussetzen, dass die Funktion auf der durch die Nebenbe-
dingung gegebenen Menge ein Maximum und ein Minimum hat.

Lo6sung

Esist 0,f =4,0,f = 1.

Somit ist V f(z,y) # 0 fiir alle (x,y) € R?. Folglich gibt es keine Maximal- oder
Minimalstellen im Inneren, d.h. unter der Nebenbedingung x? + y? < 17.

Wir untersuchen die Maximal- und Minimalstellen auf dem Rand, d.h. unter der
Nebenbedingung 22 + ? = 17.

Ansatz mit Lagrange:

Es sei g(x,y) := 22 + 2.

Es ist Vg(z,y) = ( 2 ) Dies ist unter der Nebenbedingung stets # ( 8 )

2y

(Wenn es Stellen (x,y) mit Vg(z,y) = ( 0 geben wiirden, miisste man die noch

0
getrennt behandeln. Dies ist hier aber nicht der Fall.)

Nun betrachten wir (unter der Nebenbedingung):

Vi(z,y) = Ag(a,y)

(1) (%)

Explizit:

und somit

Da 22 4 y? = 17 ist, folgt: 169> + 4> = 17, d.h. 179> = 17, d.h. y = £1.
Wenn y = 1 ist, ist x = 4. Wenn y = —1 ist, ist v = —4.
Esist f(4,1) =17, f(—4,-1) = —17.



Konklusion: Es gibt genau eine Maximalstelle, diese lautet (4, 1) mit Funktionswert

17 und es gibt genau eine Minimalstelle, diese lautet (—4, —1) mit Funktionswert
—17.

(Die Tatsache, dass das Mazimum 17 ist und dies auch in der Nebenbedingung
vorkommdt, ist Zufall. Die Tatsache, dass die Mazimalstelle (4,1) ist und dies auch
in V f vorkommdt, ist auch Zufall.)



Aufgabe 5 (15 Punkte)

a) (6 Punkte) Bestimmen Sie die folgenden bestimmten Integrale:
5 3
al)/x-( 72 —9)*dx a2)/(x+3)-e””dx
3 1

b) (9 Punkte) Bestimmen Sie die folgenden unbestimmten Integrale:

x2—dr+4 2r
bl)/x2—4x+3dx b2)/:c2+2:c+10dx
L6sung

al) Mit der Substitution z = z? — 9 erhalten wir:
1
dz = 2z dz; xdxzadz; r=3—2=0,r=5—>2=25-9=16.

Damit:

16 5
Lspg, _1sppe 47 1024
2 57 o =5 T 75

/35x~(M)3dx:/0

a2) Wir wenden partielle Integration an mit u = x + 3; v/ = e*; /' =1; v = €”.
Damit:

3 3
/1(x+3)-exdx:($+3)ex|?—/l 1-e*de =

(l’—i—3)€x|?—6xﬁ:663—46—63—|—€:563—36

bl)

v —dr+4= (2> —4r+3)+1
Damit:

?—dr+4 N 1

22 —4r +3 2 —4x + 3

Zerlegung des Nenners:
(2> — 4z +3) = (v — 1)(z — 3)

Wir fiithren eine Partialbruchzerlegung durch:

Ansatz:
1 A B

m2—4:p+3:x—1+a¢—3




(Es gibt eindeutig bestimmte solche A, B; das braucht nicht begrindet zu werden.)
= 1=A(x—-3)+B(z—1)

— mitz=1: 1=A4-(-2)=-24 ;mitz=3: 1=B-2=2B

Also: 1 1 1 11 1 1
A = —— B = - ——— = — — . —_
2 2 22 —4x+3 2 x—1+2 r—3
Insgesamt:

x2 —4dr+4 1 1 1 1

S N ay dz —
/x2—4x—|—3 . /( s T 1ty T 3

1 1
:17—§log(|x—1|)—|—§log(|x—3\)

b2) Es ist (%)2 — 10 = —9 < 0. Somit hat 2% + 2z + 10 keine Nullstellen.

/ 2 dx_/( 204+2 2 ) do —
22+ 2r+10 224+ 20 +10 22+ 22+ 10 N

1
1 2420 4+10)—2 | ———d
og(v” + 2z +10) /a:2+2x+10 v

1 1 1
[ I - ———
2?2 +2x 4+ 10 224+2x+1+9 (x+1)2+9

Y
IS () +1
dz

mit z = xTH, also dz = <%

1 1 1 1 1
= —/ dz = - arctan(z) = = arctan (:1: il )
3) 2241 3 3

Insgesamt:

2z 9 2 r+1
/mdleog(x +2x+10)—§arctan( 3 )



Aufgabe 6 (9 Punkte) Es seien a,b € R. Bestimmen Sie die Losungsmenge

des Gleichungsystems

—r1 + X2 + X3
2I1 — XT9

—21 + axs

in Abhéngigkeit von a und b.

Losung
-1 1 1] 1 1 -1 -1 -1
2 -1 0|-2 ~ 0 1 2 0
-2 0 a| b 0 -2 a—2|0—-2
1. Fall: a # —2:
b—2
1 -1 -1} -1 1 =1 0| -1+
bh—
0o 1 210 ~ 0 10 —2ﬁ ~
b—2 b—2
0 0 1|53 0 01 e}
—a—b
a+2
—2b+4
—L={]| 2%
b2
a+2

2. Fall: a = —2; b#2: L =0.

3. Fall: a =—-2;b=2:

1 -1 —-1]-1 1

o 1 2| 0 ~ O

0O 0 0 O 0
1

)

0

-1 —-1] -1
1 9 0
0 a+2|b—-2
b—2 —a—>b
0| -1-03% =25
b—2 _ —2b+4
0| -2 =
b—2
1 )



Aufgabe 7 (12 Punkte)

a) (6 Punkte) Geben Sie an, ob die folgenden Matrizen jeweils in reduzierter
Zeilen-Stufenform sind. Begriinden Sie Ihre Entscheidung fiir diejenigen
Matrizen, fiir die dies nicht der Fall ist.

b) (4 Punkte) Bestimmen Sie die Kerne der Matrizen.

c¢) (2 Punkte) Geben Sie fiir die Matrizen A und B Basen der Kerne an.

2000 010 10 2
A= ., B=|l001-10 1
00 =10 000 01 1
00 01
100 100
01 1 0 0
000

Losung

a)

A: Nein, denn der Eintrag links oben ist eine 2 (und nicht eine 1).
B: Ja.

C'": Nein, denn in die Stufe von der ersten zur zweiten Spalte hat die Héhe 2 (und
nicht die Hohe 1).

D: Ja.

b)
Kern(A) = {0}

Zu Kern(B): Einfiigen von -1-Zeilen (siehe —) zum Anwenden des Ablesetricks
ergibt:
1
0
1
-1
-1
0
- 00 0

(Es werden nun die Spalten abgelesen, in denen die -1-en eingefiigt wurden, siehe

1)

|
O~ N O <

—

[N eNeNoll -
OO o~ O
SO O = OO

1
-1

O = O O OO

e



—1 0 0
0 1 —2
0 — 1
Kern(B) = ( o l°1 =1 |- 0 )
0 0 1
0 0 —1

Zu Kern(C): C' ~

o O O
o O = O
o O = O

N
@
=
8
38
I
—_

Zu Kern(D): Ablesetrick:

{ 1
1 00 1
- 0 -1 0 0
0 01 1
— 0 0 0 -1
0 1
—1 0
Kern(D) = ( E 1 ).
0 -1
c)
Zu A: Hier ist die Basis leer.
-1 0 0
0 1 -2
) ) 0 -1 1
Zu B: Eine Basis lautet o | 1 , 0
0 0 1
0 0 -1

(Die Lésung ist nicht eindeutig. Beispielsweise kann anstatt des ersten Vektors
1

auch angegeben werden.)
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