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Wir betrachten nun Abbildungen / Funktionen “in mehreren
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Funktionen in mehreren Variablen

Wir betrachten nun Abbildungen / Funktionen “in mehreren
Variablen”.

Dies sind Funktionen von einer Teilmenge des R? nach R.

f:Df — R, x=(x1,...,xq4) — f(x1,...,xq) =: f(x)

Besonders wichtig sind dabei Abbildungen / Funktionen einer
Teilmenge des R? nach R.

f:Df — R, (x,y) — f(x,y)

Grundlegende Konvention. Wir werden oftmals nur Funktionen
in zwei Variablen betrachten. Wenn nichts anderes gesagt wird,
kann man die Aussagen und Definitionen auch auf Funktion mit
mehr Variablen verallgemeinern.



Anwendung in der Geographie

Wir betrachten in einer bestimmten Gegend auf der Erde zu jedem
Punkt die Hohe.
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Anwendung in der Geographie

Wir betrachten in einer bestimmten Gegend auf der Erde zu jedem
Punkt die Hohe.

Dies kdnnen wir durch eine Funktion in zwei Variablen beschreiben,
die Hohenfunktion.

Hohenlinien geben Punkte mit gleicher Hohe wieder.



Hohenlinien




Hohenlinien

Man kann zu jeder Funktion f in zwei Variablen x, y und zu jedem
¢ € R die Hohenlinie

{(x,y) € Dr | f(x,y) = c}

betrachten.



Hohenlinien

Man kann zu jeder Funktion f in zwei Variablen x, y und zu jedem
¢ € R die Hohenlinie

{(x,y) € Dr | f(x,y) = c}

betrachten.

Ebenso zu jeder Funktion f in d Variablen x = (x1,...,xq) und zu
jedem c € R:

{x € Dr|f(x)=c}



Anwendung in der Mikrookonomie

Die Funktion f sei eine Nutzenfunktion fur 2 Giiter und ¢ ein
Nutzenniveau.

Dann ist die Hohenlinie

{(xy) € Dr [ f(x,y) = ¢}

genau die Indifferenzkurve / Indifferenzmenge zu c.



Anwendung in der Mikrookonomie

Die Funktion f sei eine Nutzenfunktion fur 2 Giiter und ¢ ein
Nutzenniveau.

Dann ist die Hohenlinie

{(xy) € Dr [ f(x,y) = ¢}

genau die Indifferenzkurve / Indifferenzmenge zu c.

Ebenso fiir eine Nutzenfunktion fiir d Giiter:

{x € Dr|f(x)=rc}



Stetigkeit

Eine Funktion von einer Teilmenge des R? nach R heiBt eine
Funktion in d Variablen.



Stetigkeit

Eine Funktion von einer Teilmenge des R? nach R heiBt eine
Funktion in d Variablen.

Wann wollen wir eine solche Funktion stetig an einem Punkt
nennen?



Wiederholung

Wir betrachten eine Funktion in einer Variablen, d.h.
f:Df — R, x— f(x)

und x(© ¢ Ds.
Dann sind dquivalent:
a) (Folgenkriterium) Fiir jede Folge (x(M),cx in Df mit

x(M — x(O) fiir n — oo gilt auch f(x(M) — £(x(©) fiir
n — o0.

b) (e-d-Kriterium) Fiir jedes € > 0 gibt es ein § > 0 mit
1f(x) — F(xD)| < ¢ fiir x € Df mit |x — x| < 6.

Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, heiBt die Funktion f stetig
(0)
an x\9),



Stetigkeit

Es sei nun f eine Funktion in d Variablen und x(®©) € Df C RY.
Satz. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

a) (Folgenkriterium) Fiir jede Folge (x("),cx in Df mit
x(M — x(O) fiir n — oo gilt auch f(x(M) — £(x() fiir
n — oo.

b) (e-d-Kriterium) Fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein § > 0 mit
|F(x) — F(x)] < & fiir x € D mit [|lx — x| < 6.

Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, heiBt die Funktion f stetig
(0)
an x\%).



Stetigkeit

Das e-0-Kriterium lautet:

Fiir jedes £ > 0 gibt es ein § > 0 mit |f(x) — f(x(®)| < ¢ fiir
x € D mit ||x — x| <.
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Fiir jedes £ > 0 gibt es ein § > 0 mit |f(x) — f(x(®)| < ¢ fiir
x € D mit ||x — x| <.
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Fir alle € > 0 existiert ein 6 > 0 mit
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Stetigkeit

Das e-0-Kriterium lautet:

Fiir jedes £ > 0 gibt es ein § > 0 mit |f(x) — f(x(®)| < ¢ fiir
x € D mit ||x — x| <.

Formulierung mit Mengen:

Fir alle € > 0 existiert ein 6 > 0 mit
F(Us(x©) N Df) € U(F(x)).

Formal:

Ve > 036 > 0: F(Us(x9) N Df) € U(F(xD))



Stetigkeit

Definition. Wenn die Abbildung in allen Punkten des
Definitionsbereichs stetig ist, heit sie stetig.



Grenzwerte

Es sei X C RY.

Definition. Der Abschluss von X ist die Menge aller Punkte von
RY, die der Grenzwert einer Folge in X sind. Bezeichnung: X.



Grenzwerte

Beispiel. Der Abschluss des offenen Balls

{x e R | ||Ix — x| < r}



Grenzwerte

Beispiel. Der Abschluss des offenen Balls
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Beispiel. Der Abschluss des offenen Balls
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ist der abgeschlossene Ball
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abgeschlossene Ball.



Grenzwerte

Beispiel. Der Abschluss des offenen Balls
{xeR||x-xV) <r}
ist der abgeschlossene Ball
{xeR||Ix- x| <r}.

Der Abschluss dieses abgeschlossenen Balls ist wieder derselbe
abgeschlossene Ball.

Mit anderen Worten: Der Abschluss der offenen e-Umgebung
lje (x(9)) ist die abgeschlossene e-Umgebung U (x(9).



Grenzwerte

Satz. Sei
f:Df — R, x+— f(x),

sei 5(0) € D¢ und sei w(© € RY. Dann sind dquivalent:

a) (Folgenkriterium) Fiir jede Folge (x("),cn+ in De\{x(©} mit
x(M — xO) fiir n — oo gilt f(g(”)) — w® fiir n — o0.

b) (e-d-Kriterium) Fiir alle € > 0 gibt es ein 6 > 0 mit
1f(x) — w®| < & fiir allle x € Df mit 0 < ||x — x(@] < 6.



Grenzwert

Definition. Wenn die obigen Bedingungen erfiillt sind, sagen /
schreiben wir:
Fiir x gegen x(©) strebt f(x) gegen w(®).

f(x) — wl® fiir x — x(©



Grenzwert

Definition. Wenn die obigen Bedingungen erfiillt sind, sagen /
schreiben wir:

Fiir x gegen x(©) strebt f(x) gegen w(®).

f(x) — w© fiir x — x©
Wir nennen dann w(®) den Grenzwert von f an g(o).

lim f(x) = w(©®
K—IE‘;(O) (K) v



Grenzwerte

In zwei Variablen (x, y):

f(x,y) — w® fiir (x,y) — (x(©, y(0)



Grenzwerte

In zwei Variablen (x, y):

fx,y) — w(© fiir (x,y) —> (X(O)’y(o))

f(XJ/) — w(©) fir x — x(0) und y — y(O)



Grenzwerte

In zwei Variablen (x, y):

fx,y) — w(© fiir (x,y) —> (X(O)’y(o))
f(x,y) — w® fir x — x(© und y — y(O)

li F(x,y) = w®
(x,y)—:zz(o),y(t))) (xy)=w

im  f(x,y) = w®
x — x©
y —y



Konvergenz und Stetigkeit

Merke. Eine Funktion ist genau dann stetig an x(%) € Df, wenn
der Grenzwert an g(o) existiert und dieser gleich dem
Funktionswert f(x(9)) ist.



Partielle Ableitungen

Wir betrachten eine Funktion f in zwei Variablen x, y und einen
Punkt (x(©), ().

Definition. Wenn nun der Grenzwert

f(x y(O)) _ f(X(O) y(O))
lim ’ ’ = lim
s x(0) x — x(0) h—s0

F() + h,y @) — F(x(®), y©)

existiert, so nennt man ihn die partielle Ableitung von f nach x
im Punkt (x(©y(0),
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Partielle Ableitungen

Wir betrachten eine Funktion f in zwei Variablen x, y und einen
Punkt (x(©), ().

Definition. Wenn nun der Grenzwert

f(x y(O)) _ f(X(O) y(O))
lim ’ ’ = lim
s x(0) x — x(0) h—s0

F() + h,y @) — F(x(®), y©)

existiert, so nennt man ihn die partielle Ableitung von f nach x
im Punkt (x(©y(0),

Dies ist also der Differentialquotient / die Ableitung der Funktion
x = f(x, y(®) an x(©),

Bezeichnung: 6fg;’y) \(ny):(x(o)y(o)) (und weitere — kommt gleich).




Partielle Ableitungen

Analog:

Definition. Wenn der Grenzwert

. F(x@,y) — F(x,y©) i f(x©,y© 4 p) — £(x(0), y(0))

existiert, so nennt man ihn die partielle Ableitung von f nach y
im Punkt (x(©) y(0)),



Partielle Ableitungen

Analog:

Definition. Wenn der Grenzwert

. F(x@,y) — F(x,y©) i f(x©,y© 4 p) — £(x(0), y(0))

existiert, so nennt man ihn die partielle Ableitung von f nach y
im Punkt (x(©), y(9)),

Dies ist also der Differentialquotient / die Ableitung der Funktion
y = £(xy) an y©.



Partielle Ableitungen

Analog:

Definition. Wenn der Grenzwert

. F(x@,y) — F(x,y©) i f(x©,y© 4 p) — £(x(0), y(0))

existiert, so nennt man ihn die partielle Ableitung von f nach y
im Punkt (x(©), y(9)),

Dies ist also der Differentialquotient / die Ableitung der Funktion
y = £(xy) an y©.

8"(X 2]

Bezeichnung z.B.: | x,y)=(x(©)y(©))-



Partielle Ableigungen

Zuriick:

Definition. Wenn nun der Grenzwert
oy @) = F(x@ @) (O 4y (@) — £(x(©), y(0))
lim = lim

x—>x(0) X — X(O) h—0 h

existiert, so nennt man ihn die partielle Ableitung von f nach x
im Punkt (x(©,y(0)),



Partielle Ableigungen

Zuriick:

Definition. Wenn nun der Grenzwert
oy @) = F(x@ @) (O 4y (@) — £(x(©), y(0))
lim = lim

x—>x(0) X — X(O) h—0 h

existiert, so nennt man ihn die partielle Ableitung von f nach x
im Punkt (x(©) y(0),

Wir setzen nun voraus, dass die partielle Ableitung nach x in allen
Punkten existiert. Dann erhalten wir die Funktion

0f(x,y)

Df — R;a (X(0)7y(0)) Ox |(X,y (x(o 0))

die partielle Ableitung von f nach x.

Bezeichnung: M und auch Okf, f, Dyf.



Partielle Ableitungen

Die partielle Ableitung von f nach x ist:

of(x,y)
Ox

— O,f = f, = Dyf

Der Wert der Funktion w an einem Punkt (x(©), y(9)) ist die
partielle Ableitung von f in diesem Punkt:

of(x,y x,
(ay ) ‘(x,y):(x(o),y(o)) = %}/}’)(X(O)’ y(O)) =

fx(x(o),y(o)) = gxf(x(o),y(o)) = Dxf(x(o),y(o))




Partielle Ableitungen

Merke

Man erhalt , indem man jeweils fiir feste y die Funktion
hy : x — f(x, y) (nach x) ableitet.

of (X,y)



Partielle Ableitungen

Merke

Man erhalt , indem man jeweils fiir feste y die Funktion

af(x, )
hy : x — f(x, y) (nach x) ableitet.
8f(x y)

(

Man erhalt , indem man jeweils fiir feste x die Funktion
gy — f(x, y) nach y) ableitet.



Partielle Ableitungen

Merke

Man erhalt af(x’ ), indem man jeweils fiir feste y die Funktion

hy : x — f(x, y) (nach x) ableitet.

Man erhalt 8f(x ), indem man jeweils fiir feste x die Funktion
(

gy — f(x, y) nach y) ableitet.

Also:
Of(x,y) _ dhy(x) Of(x,y) _ dex(y)

Ox dx ’ dy dy




Beispiel

Wie lauten die partiellen Ableitungen von f mit

f(x,y) :=sin(x) -y + x-cos(y) ?



Beispiel

Wie lauten die partiellen Ableitungen von f mit
f(x,y) :=sin(x) -y + x-cos(y) ?
Antwort

of (x,y)
Ox

= cos(x) - y + cos(y)



Beispiel

Wie lauten die partiellen Ableitungen von f mit
f(x,y) :=sin(x) -y + x-cos(y) ?
Antwort

of (x,y)
Ox

= cos(x) - y + cos(y)

of (x,y)
dy

= sin(x) — x - sin(y)



Partielle Ableitungen

Es sei nun f eine Funktion in d Variablen xq,..., xq4.



Partielle Ableitungen

Es sei nun f eine Funktion in d Variablen xq, ..., x4.
Analog zu dem Obigen kann man fiir i = 1,..., d die partielle
Ableitung nach der /-ten Variablen

g:axff:aif:fxi: X,f:le
Ox;

definieren.
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Es sei nun f eine Funktion in d Variablen xq, ..., x4.
Analog zu dem Obigen kann man fiir i = 1,..., d die partielle
Ableitung nach der /-ten Variablen

of

Ox; = Oxf = 0if = £, = Df = Dif
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definieren.
Kurz: Fiir i = 1 fasst man die Variablen xo, ..., x4 als feste

Parameter auf und leitet nach x; ab.



Partielle Ableitungen

Es sei nun f eine Funktion in d Variablen xq, ..., x4.
Analog zu dem Obigen kann man fiir i = 1,..., d die partielle
Ableitung nach der /-ten Variablen

of

Ox; = Oxf = 0if = £, = Df = Dif

1

definieren.
Kurz: Fiir i = 1 fasst man die Variablen xo, ..., x4 als feste

Parameter auf und leitet nach x; ab.

Analog fiir andere i.



Partielle Ableitungen und Stetigkeit

Wenn eine Funktion in einer Variablen an einer Stelle
differenzierbar ist, ist sie dort auch stetig.
Frage. Gilt die folgende Aussage?

Es sei eine Funktion f in zwei Variablen x, y und ein Punkt
(x(9), (0)) gegeben, wobei die partiellen Ableitungen
I f(x@, Y)Y und 9, f(x(®) () existieren.

Dann ist die Funktion stetig an (x(), y(9)).



Partielle Ableitungen und Stetigkeit

Wenn eine Funktion in einer Variablen an einer Stelle
differenzierbar ist, ist sie dort auch stetig.
Frage. Gilt die folgende Aussage?

Es sei eine Funktion f in zwei Variablen x, y und ein Punkt
(x(9), (0)) gegeben, wobei die partiellen Ableitungen
I f(x@, Y)Y und 9, f(x(®) () existieren.

Dann ist die Funktion stetig an (x(), y(9)).

Antwort. Nein, nicht notwendigerweise!



Partielle Ableitungen und Stetigkeit

Sei f auf R? definiert mit

f(X’y) = ﬁyyz fur (X,y)#(0,0) ) f(OaO) =0.



Partielle Ableitungen und Stetigkeit

Sei f auf R? definiert mit

foy)i= gy ya fir (o)) £ (0.0) . £(0.0):=0.

X

Wir betrachten die Funktion am Nullpunkt. Es ist

f(x,00=0 , £(0,y)=0.
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Partielle Ableitungen und Stetigkeit

Sei f auf R? definiert mit

foy)i= gy ya fir (o)) £ (0.0) . £(0.0):=0.

X

Wir betrachten die Funktion am Nullpunkt. Es ist

f(x,00=0 , £(0,y)=0.

Somit ist Y of
5(0,0) =0 , @(0,0) =0

Die Funktion ist aber an (0, 0) nicht stetig, denn:

(x,x)=1#0=1(0,0)

lim f
x—0



Partielle Ableitungen

Wir brauchen einen Begriff der Ableitung, der nicht nur die zwei
Koordinatenrichtungen betrachtet.



Die lineare Approximation

Wir betrachten lineare Funktionen in einer Variablen, das sind
Funktionen der Form

f'"R—R, x—ax+c

mit Konstanten a und c.



Die lineare Approximation

Wir betrachten lineare Funktionen in einer Variablen, das sind
Funktionen der Form

f'"R—R, x—ax+c

mit Konstanten a und c.

Die Konstanten (und damit so eine Funktion) sind eindeutig
bestimmt durch den Wert und die Ableitung von f an einer
einzigen Stelle x(9):

f(x)
= f(x) — F(x©) + £(x(®)
= a(x — x©) + £(x()

= (x9). (x — x(O) 4+ £(x(©)



Die lineare Approximation

Es sei nun die Funktion in einer Variablen f differenzierbar an x(0).

Dann kann f “um x(©) herum” durch die lineare Funktion
0 x — F(xO)(x = xO) + £(x©)

approximiert werden.



Die lineare Approximation

Es sei nun die Funktion in einer Variablen f differenzierbar an x(0).

Dann kann f “um x(©) herum” durch die lineare Funktion
0 x — F(xO)(x = xO) + £(x©)

approximiert werden.

Genauer: Wir betrachten die Differenz der beiden Funktionen:

F(x) = ) = F(x) = (F(®) - (x = x) + F(x@))



Die lineare Approximation

Es sei nun die Funktion in einer Variablen f differenzierbar an x(0).
Dann kann f “um x(©) herum” durch die lineare Funktion

0 x — F(xO)(x = xO) + £(x©)

approximiert werden.

Genauer: Wir betrachten die Differenz der beiden Funktionen:
F(x) = ) = F(x) = (F(x@) - (x = xO) + F(x())
= () = F(X@) = F/(x9) - (x = x)



Die lineare Approximation

Es sei nun die Funktion in einer Variablen f differenzierbar an x(0).
Dann kann f “um x(©) herum” durch die lineare Funktion

0 x — F(xO)(x = xO) + £(x©)

approximiert werden.

Genauer: Wir betrachten die Differenz der beiden Funktionen:
F(x) = ) = F(x) = (F(x@) - (x = xO) + F(x())
= () = F(X@) = F/(x9) - (x = x)

Dies wird fiir “x nahe x(©)" wirklich “sehr klein” .



Die lineare Approximation

Die Differenz
F) — () = F(x) ~ (F(x9) - (x = x@) + F(x(9))
= (F(x) = F(xO)) = F(x0) - (x = x0)

konvergiert nicht nur gegen 0, sondern auch, wenn wir es noch
durch x — x(® teilen:
0
) 109 _ F0) = FX0) oy g

x — x(0) x — x(0)

fiir x — x(0)



Die lineare Approximation

Definition. Sei f eine Funktion in einer Variablen und x(©) € Ds.
Eine lineare Approximation an 7 an der Stelle x(%) ist eine lineare
Funktion £ mit:

F9) = 4(x@) | tim (U

x—x©@  x — x(0)



Die lineare Approximation

Satz. Es sei f eine Funktion in einer Variablen und x(©) € Dy.

Dann ist f genau dann differenzierbar an x(9), wenn f eine lineare
Approximation von f in x(9) hat.

Wenn dies der Fall ist, ist die lineare Approximation gegeben durch:

x = F/(x@) . (x — x() 4 £(x(@)



Die lineare Approximation

Beweis.
Wir wissen schon:

Wenn f an x(© differenzierbar ist, ist
x — F/(x@) . (x — x(0) 1 £(x(@)

eine lineare Approximation von f in x(9).



Die lineare Approximation

Es existiere umgekehrt eine lineare Approximation

{:x—a-x+c

an f in x(0),



Die lineare Approximation

Es existiere umgekehrt eine lineare Approximation

{:x—a-x+c
an f in x(0),

Wir schreiben



Die lineare Approximation

Es existiere umgekehrt eine lineare Approximation
f:x—~a-x+c
an f in x(0,
Wir schreiben
(x)=a - (x—x) + (c+ax@)=a- (x = xO) + ¢

und erhalten: ¢’ = f(x(9).



Die lineare Approximation

Es existiere umgekehrt eine lineare Approximation
f:x—~a-x+c
an f in x(0,
Wir schreiben
(x)=a - (x—x) + (c+ax@)=a- (x = xO) + ¢

und erhalten: ¢’ = f(x(9).

o= im0

x—x©@  x — x(0)



Die lineare Approximation

Es existiere umgekehrt eine lineare Approximation
{:x—a-x+c

an f in x(0),
Wir schreiben

x)=a (x—xO)+ (c+ax@) =2 (x - x@)+ ¢
und erhalten: ¢’ = f(x(9).
f(x) = Ux)

=0= Ilm ——== l|im
x—s3x(0) X — X(O) x—-3x(0) X — X(O)



Die lineare Approximation

Es existiere umgekehrt eine lineare Approximation
{:x—a-x+c

an f in x(0),
Wir schreiben

x)=a (x—xO)+ (c+ax@) =2 (x - x@)+ ¢

und erhalten: ¢’ = f(x(9).

0= i ) ) ()

x—s3x(0) X — X(O) x—-3x(0) X — X(O)

—a)

Also ist f an x(©) differenzierbar mit f/(x(?) = a.



Die lineare Approximation

Eine lineare Funktion in zwei Variablen ist eine Funktion der
Form
f:R2—R, (x,y) = ax+ by +c.



Die lineare Approximation

Eine lineare Funktion in zwei Variablen ist eine Funktion der

Form
f:R2—R, (x,y) = ax+ by +c.
Es ist
Of=a , Of=b,
also



Die lineare Approximation

Eine lineare Funktion in zwei Variablen ist eine Funktion der

Form
f:R2—R, (x,y) = ax+ by +c.
Es ist
Of=a , Of=b,
also
axf(x(0)7y(0)) =a 8Xf(x(0),y(0)) — b
und

F(x,y) = (F(x,y) = F(x©, y(0)) + £(x(0), )



Die lineare Approximation

Eine lineare Funktion in zwei Variablen ist eine Funktion der

Form
f:R2—R, (x,y) = ax+ by +c.
Es ist
Of=a , Of=b,
also
axf(x(0)7y(0)) =a 8Xf(x(0),y(0)) — b
und

f(x,y) = (f(x,y) — f(x(o),y(o))) + f(X(0)7y(0)) _

a(x — xO) + p(x — x(O) 4 £(x(0), y(0))



Die lineare Approximation

Eine lineare Funktion in zwei Variablen ist eine Funktion der

Form
f:R2—R, (x,y) = ax+ by +c.
Es ist
Of=a , Of=b,
also
(O, y @) =2 | O F(xD,y0) = b
und

Fx,y) = (F(x,y) = F(xO, y)) 4 £(x(9, (@) =
a(x — x©) + b(x — x(©) + £(x© () =

axf'(x(o)’y(o)) . (X — X(O)) + ayf(x(0)7y(0)) . (y — y(o)) + f(X(O),y(O)) .



Die lineare Approximation

Definition. Sei f eine Funktion in zwei Variablen und
(x(o),y(o)) € Ds. Eine lineare Approximation an f an der Stelle
(x(9), y(0)) ist eine lineare Funktion ¢ mit

f(X(O)’y(O)) — g(X(O)yy(O))
und

lim f(Xv)/)_g(Xay) —
(x,)—(x@,y@) [|(x, ) — (x(O), y Q)]
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Voraussetzung. Ab nun betrachten wir nur Funktionen Df — R
mit folgender Eigenschaft:

Df CRY



Differenzierbarkeit

Voraussetzung. Ab nun betrachten wir nur Funktionen Df — R
mit folgender Eigenschaft:

Df CRY

und

fiir jeden Punkt x € Dr existiert ein € > 0 mit

Ua(ﬁ) C Dr .



Differenzierbarkeit

Voraussetzung. Ab nun betrachten wir nur Funktionen Df — R
mit folgender Eigenschaft:

Df CRY

und

fiir jeden Punkt x € Dr existiert ein € > 0 mit

Ua(ﬁ) C Dr .

Man kann sagen: Der Definitionsbereich hat keinen Rand. Man
kann von jedem Punkt aus in jede Richtung gehen.



Die lineare Approximation

Satz. Es sei f eine Funktion in zwei Variablen (mit Df ohne Rand)
und (x(©, y(9) € Dy,

Wenn nun f eine lineare Approximation ¢ an x(©) hat, existieren die
beiden partiellen Ableitungen und ¢ ist gegeben durch

AuBerdem ist die Funktion dann stetig an (x(?), y(0)).



Die lineare Approximation

Definition. Die Funktion f heiBt differenzierbar an (x(©), y(9),
wenn sie dort eine lineare Approximaton hat.



Die lineare Approximation

Definition. Die Funktion f heiBt differenzierbar an (x(©), y(9),
wenn sie dort eine lineare Approximaton hat.

Somit gilt:

Eine Funktion in zwei Variablen ist genau dann differenzierbar an
einem Punkt (X(O),y(o)), wenn dort die partiellen Ableitungen
O f(x(@y(@) und 9, f(x(®), y(©)) existieren und

(x, ) = O F(xO, y ) (x—x ()40, £(x(O), y @) (y—y @)1 £(x(®), y(©))

eine lineare Approximation an f am Punkt (x(?), y(0)) ist.



Differenzierbarkeit

Definition. Eine Funktion f heiBt differenzierbar, wenn sie an
allen Punkten aus Dy differenzierbar ist.



Ein wichtiger Satz

Satz. Es sei f eine Funktion in zwei Variablen (mit Df ohne
Rand). Wenn nun die beiden partiellen Ableitungen von f
existieren und stetig sind, dann ist f differenzierbar.



Ein wichtiger Satz

Satz. Es sei f eine Funktion in zwei Variablen (mit Df ohne
Rand). Wenn nun die beiden partiellen Ableitungen von f
existieren und stetig sind, dann ist f differenzierbar.

Definition. Eine Funktion wie im Satz heiBt stetig
differenzierbar.



Ein wichtiger Satz

Satz. Es sei f eine Funktion in zwei Variablen (mit Df ohne
Rand). Wenn nun die beiden partiellen Ableitungen von f
existieren und stetig sind, dann ist f differenzierbar.

Definition. Eine Funktion wie im Satz heiBt stetig
differenzierbar.

Diesen Satz und die Definition sollten Sie sich merken!



Das totale Differential

Es sei f differenzierbar.



Das totale Differential
Es sei f differenzierbar.

Wir haben gesehen, dass fiir “x nahe x(0)" die Differenz zwischen
f(x)

und

DuF(x(®), y @) (x — x@) 4 0, F(x(@), YD)y — y@) 4 £(x(9), )

“sehr klein" ist.

Entsprechend zwischen
F(x) = F(x1,y @)
und

Bk f(x@, y @) (x — x@) + 9, F(x, y©O)(y — yO)y.



Das totale Differential

Wir kénnen schreiben:

F()—F (X, y0) 2 0 (xO, yO) (x=xO) 40, F(xO, y ) (y -y @)



Das totale Differential

Wir kénnen schreiben:
F(x)—F(xO, yO) x 0, F(x1D, y ) (x—x)+8, £(x(O), y ) (y—y(D)

Mit Ax :=x — x(O Ay =y — y(®:

F(xO+ax,yO+ay)—F(x9, y ) ~ 0, £(xO, y0) Ax+9, £(x©, y10)



Das totale Differential

Wir kénnen schreiben:

F()—F (X, y0) 2 0 (xO, yO) (x=xO) 40, F(xO, y ) (y -y @)

Mit Ax :=x — x(O Ay =y — y(®:

F(xO+ax,yO+ay)—F(x9, y ) ~ 0, £(xO, y0) Ax+9, £(x©, y10)

kurz:

Af =~ OxfAx + 0, fAy



Das totale Differential

Af ~ O, fDx + 0, fDy



Das totale Differential

Af ~ O, fDx + 0, fDy

Idee von Leibniz (bitte nicht wortlich nehmen):

Wir ersetzen Ax, Ay und Af durch (betragsmaBig) “unendlich
kleine” GroBen. Diese nennen wir Differentiale. Fiir diese
Differentiale sind beide Seiten gleich.



Das totale Differential

Af ~ O, fDx + 0, fDy

Idee von Leibniz (bitte nicht wortlich nehmen):

Wir ersetzen Ax, Ay und Af durch (betragsmaBig) “unendlich
kleine” GroBen. Diese nennen wir Differentiale. Fiir diese
Differentiale sind beide Seiten gleich.

Wir erhalten:

dfz@xfdx+8yfdy:g)f<dx+g;dy



Richtungsableitungen

Es sei f wieder eine Funktion in zwei Variablen x, y und (x(9), y(0))
ein Punkt.

Die partielle Ableitung

of(x,y)
Ox

[pey)=(x@,y0) = OxF (X0, y1O)

ist eine Ableitung “entlang der x-Achse".

Entsprechend ist

of (x,y)

Oy ’( Y)=(x0),y(0)) = 6yf(x(°)’y(0))

eine Ableitung “entlang der y-Achse"”.



Richtungsableitungen

Man kann also sagen:

of(x,y) |
ox ay)=(x0

0 = Oxf(x(0, y()
ist eine Ableitung “in Richtung des Vektors ( 0 ) .

3f(><,y)| o0
dy ey)=(x0.y0)

= 0,7(x9,y)

ist eine Ableitung “in Richtung des Vektors ( (1) )



Richtungsableitungen

Of (x,y) F(XO 4 b, y©) — £(x(©), ()

o |n)=(x@y0) = lim )



Richtungsableitungen

Of(x,y) F(x@ + h,y@) — £(x© @)

ox |(X7Y):(X(0),y(0)) = hle>o ; _

. F(xO + 1. h,y©) — £(x(@, ,(0)
o h




Richtungsableitungen

(0) (0)y _ £(,(0) ,(0)
8f(Xa}’)|( )=(x0) )y = lim PO+ hy™) = Ty
Ox VoYY h—s0 h

i OO 41k y @) - £, y0)
o h =

F((x©, yO) 4 h.(1,0)) — F(x(©, (9)
h



Richtungsableitungen

Of (x,y) — i FO 40y ©) — £,y O)
Ox |(X7Y)=(X(°),y(°))_hﬂo h B
(0) . 0)y _ 0 (0
i (OO 41y — (T, )
h—s0 h
A(9.0) + b (1,0) — F(xOy®)
h—>0 h

Oy - ()= Fx®.y)
lim

h—s0 h




Richtungsableitungen

Of (x,y) F(x©, YO 4 k) — £(x(©), ()

dy |(xy)=(x@ y0) = lim )



Richtungsableitungen

Of(x,y) f(x(0)7y(0) +h)— f(X(O),y(o)) -

oy |(X7Y):(X(0),y(0)) = hle>o : _

lim f(x(o) +0- h,y(O) +1-h)— f(X(O)’y(o))
o -




Richtungsableitungen

Of (x,y) — i F6Oy O k) — £,y O)
dy )=y = limg h -
h—s0 h




Richtungsableitungen

0)_(0) — £(x(0)_ (0
af(x,y)|( oLy = lim Fx, y® + h) — F(x19,y®)
Jy VoImEY h—0 h

A(O.y0) + b
lim

h—s0 h

= O
N———
~
|
-
—
X
2
<
>
o
-
~




Richtungsableitungen

Wir fixieren nun einen beliebigen Vektor

_ Iy
r =
ry

der Lange 1, d.h. mit rf + rf =1.



Richtungsableitungen

Wir fixieren nun einen beliebigen Vektor

~(7)
r =
ry
der Lange 1, d.h. mit rf + rf =1.

Dies kénnen wir als Richtung auffassen.

Wir wollen f an (x(%), y(9)) in diese Richtung ableiten.



Richtungsableitungen
Definition. Wenn der Grenzwert

i O 4 reh y© 4y h) — £,y @)
h—0 h

A,y ) + b 7) A0, y0)
lim
h—0 h

existiert, so nennen wir ihn die Ableitung in Richtung 7" (oder
durch 7 definierte Richtungsableitung von f an (x(©), y(0))).



Richtungsableitungen
Definition. Wenn der Grenzwert

i O 4 reh y© 4y h) — £,y @)
h—0 h

A,y ) + b 7) A0, y0)
lim
h—0 h

existiert, so nennen wir ihn die Ableitung in Richtung 7" (oder
durch 7 definierte Richtungsableitung von f an (x(©), y(0))).

Bezeichnung:

of (x,y)

57 (x)=(xO)y

@y = O#F (x1, y(O) = D (x(0), ()



Richtungsableitungen
Definition. Wenn der Grenzwert

i O 4 reh y© 4y h) — £,y @)
h—0 h

A,y ) + b 7) A0, y0)
lim
h—0 h

existiert, so nennen wir ihn die Ableitung in Richtung 7" (oder
durch 7 definierte Richtungsableitung von f an (x(©), y(0))).

Bezeichnung:

of(x,y)
or

|y )=(x@ 50y = Of (X0, y @) = Dof (x(©), ()

Wenn die Ableitung in Richtung 7 an jedem Punkt (x(%), y(%)) von
Dy existiert, erhalten wir die Funktion
of

2 = 0pf = Dif
or =" r



Richtungsableitungen

Die Formel

A (x@,yO) = 1 - 9, F(xO, y Oy 41, . 9, F(x(O, )y

liegt nahe.



Richtungsableitungen

Satz. Wenn f an (x(9), y(0)) differenzierbar ist, ist

0 (x©, yO) = 1, - 9 F(x, y®) 1 1, - 9, F(x©, y (@) .



Richtungsableitungen

Satz. Wenn f an (x(9), y(0)) differenzierbar ist, ist

0 (x©, yO) = 1, - 9 F(x, y®) 1 1, - 9, F(x©, y (@) .

Korollar. Wenn f stetig differenzierbar ist (d.h. die partiellen
Ableitungen existieren und sind stetig), ist

Opf = rc- Oxf +1,-0,f .



Das Skalarprodukt

Das Skalarprodukt von zwei Vektoren

ist



Das Skalarprodukt

Im RY. Das Skalarprodukt von

%1 w1
V= , W=
Vd Wd
ist
d

<i
[ ]
3!

ViWL s VgWy = Z ViW;
i=1



Das Skalarprodukt

Im RY. Das Skalarprodukt von

Vi w1
V= . W=
Vd IZ]
ist
d

Vew :=viwy + - vgwy = g viw;
i=1

[ Fiir v, w kénnen wir auch v, w schreiben. Dann ist

d
VeW=VvViWy + - VgWy = E V,'W,'.]
i=1



Das Skalarprodukt

Wichtige Tatsachen zum Skalarprodukt

» Es ist



Das Skalarprodukt

Wichtige Tatsachen zum Skalarprodukt

» Es ist

» Das Skalarprodukt ist invariant unter Drehungen. D.h.: Seien
zwei Vektoren v, w € R? gegeben (wie immer vom Nullpunkt
ausgehend). Wir drehen nun den R? um den Nullpunkt.
[Alternativ: Wir drehen das Koordinatensystem in die
entgegengesetzte Richtung.]



Das Skalarprodukt

Wichtige Tatsachen zum Skalarprodukt

» Es ist

» Das Skalarprodukt ist invariant unter Drehungen. D.h.: Seien
zwei Vektoren v, w € R? gegeben (wie immer vom Nullpunkt
ausgehend). Wir drehen nun den R? um den Nullpunkt.
[Alternativ: Wir drehen das Koordinatensystem in die
entgegengesetzte Richtung.]

Wir erhalten zwei neue Vektoren v/ und w'.
Nun ist

A
14

vVew=Vew .



Das Skalarprodukt
Wichtige Tatsachen zum Skalarprodukt.

» Esist
Vew =
|V]| - (Projektion von w auf V als Zahl mit Vorzeichen) =

|V]| - [|w]| - cos(eingeschlossener Winkel)



Das Skalarprodukt
Wichtige Tatsachen zum Skalarprodukt.

» Esist
vew =
IIV]| - (Projektion von w auf v als Zahl mit Vorzeichen) =

|V]| - [|w]| - cos(eingeschlossener Winkel)

» Wir fixieren einen Vektor V. Wir betrachten nun
Richtungsvektoren 7" (Vektoren mit Lange 1). Es ist

r'e V = Projektion von Vv auf



Das Skalarprodukt
Wichtige Tatsachen zum Skalarprodukt.

» Esist
vew =
IIV]| - (Projektion von w auf v als Zahl mit Vorzeichen) =

|V]| - [|w]| - cos(eingeschlossener Winkel)

» Wir fixieren einen Vektor V. Wir betrachten nun
Richtungsvektoren 7" (Vektoren mit Lange 1). Es ist

r'e V = Projektion von Vv auf

Somit:

» Wenn 7 in dieselbe Richtung wie V zeigt, ist re v = ||V]|.



Das Skalarprodukt
Wichtige Tatsachen zum Skalarprodukt.

» Esist
Vew =
IIV]| - (Projektion von w auf v als Zahl mit Vorzeichen) =
|V]| - [|w]| - cos(eingeschlossener Winkel)
» Wir fixieren einen Vektor v. Wir betrachten nun
Richtungsvektoren 7" (Vektoren mit Lange 1). Es ist
r'e V = Projektion von Vv auf

Somit:

» Wenn 7 in dieselbe Richtung wie V zeigt, ist re v = ||V]|.
» Wenn die beiden Vektoren orthogonal zueinander sind, ist
rev=0.



Der Gradient

Es sei f eine stetig differenzierbare Funktion in zwei Variablen x, y.

Der Gradient von f ist

Grad(f) = Vf := »Nabla von f* .



Der Gradient

Es sei f eine stetig differenzierbare Funktion in zwei Variablen x, y.

Der Gradient von f ist

of
2%
Grad(f) = Vf := of .,Nabla von " .
Jy
rx
Wenn nun eine Richtung, d.h. ein Vektor mit Lange 1, ist,
%
ist
of
Iy Ox
Of = rc - Oxf + 1, - 0,f = ° =reVf.

Iy oy



Das Gradient

of

5% Ox
8Ffrx-(9xf—i—ry-8yf( ).( )Fon.

of

ry W



Das Gradient

of

5% Ox
aFer-aXerry-ayf( ).( )Fon.

of

ry (97)/

» Wenn an einem Punkt (x(9), y(9) der Richtungsvektor 7 in
dieselbe Richtung wie der Gradient zeigt, ist

0 (0, y) = |VF(x©, y ).



Das Gradient

of
5% Ox
Opf = re-Ouf +1,-0,f = . = FeVF.
of
ry W

» Wenn an einem Punkt (x(9), y(9) der Richtungsvektor 7 in
dieselbe Richtung wie der Gradient zeigt, ist

0 (0, y) = |VF(x©, y ).

» Wenn der Richtungsvektor orthogonal zum Gradienten ist, ist

0rf (x©,y ) =0.



Der Gradient

Interpretation. Der Gradient gibt an, in welche Richtung es am
“starksten bergauf” geht und wie stark es bergauf geht.



Der Gradient

Interpretation. Der Gradient gibt an, in welche Richtung es am
“starksten bergauf” geht und wie stark es bergauf geht.

Wenn wir in diese Richtung gehen, gehen wir am steilsten nach
oben, die Steigung des Weges ist maximal unter allen Richtungen.



Der Gradient

Interpretation. Der Gradient gibt an, in welche Richtung es am
“starksten bergauf” geht und wie stark es bergauf geht.

Wenn wir in diese Richtung gehen, gehen wir am steilsten nach
oben, die Steigung des Weges ist maximal unter allen Richtungen.

Wenn wir orthogonal hierzu gehen, verandern wir die Hohe nicht,
d.h. wir bleiben auf der Hohenlinie.



Examples of gradient vectors and level curves




N\
o
N
— —
" o . T B

fley) =22 =y




Der Gradient
Sei nun f eine stetig differenzierbare Funktion in d Variablen

X1yewoyXd-
o
8X1
Der Gradient von f ist Grad(f) = Vf := :
of

8Xd



Der Gradient

Sei nun f eine stetig differenzierbare Funktion in d Variablen

X1yewoyXd-
of
8X1
Der Gradient von f ist Grad(f) = Vf := : . Wenn
of
8Xd
n

eine Richtung, d.h. ein Vektor mit Lange 1, ist, ist

rd
of
rn Tn
3Ff:f13x1f++rd8)<df: ° =reVf.
of

rd 8Xd



Die Tangente

Wir geben uns wieder eine stetig differenzierbare Funktion f in
zwei Variablen x, y vor.



Die Tangente

Wir geben uns wieder eine stetig differenzierbare Funktion f in
zwei Variablen x, y vor.

Es sei (x(9), y(9)) ein Punkt im Definitionsbereich. Wir nehmen an,

dass (VF)(x©), y(©)) £ ( 8 > ist.



Die Tangente

Wir geben uns wieder eine stetig differenzierbare Funktion f in
zwei Variablen x, y vor.

Es sei (x(9), y(0) ein Punkt im Definitionsbereich. Wir nehmen an,
dass (VF)(x©), y(©)) £ ( 8 > ist.

Dies bedeutet: In Richtung von Vf steigt die Funktion f an, und
in diese Richtung ist der Anstieg maximal.



Die Tangente

Wir geben uns wieder eine stetig differenzierbare Funktion f in
zwei Variablen x, y vor.

Es sei (x(9), y(0) ein Punkt im Definitionsbereich. Wir nehmen an,
dass (VF)(x©), y(©)) £ ( 8 > ist.

Dies bedeutet: In Richtung von Vf steigt die Funktion f an, und
in diese Richtung ist der Anstieg maximal.

Die Hohenlinie

{(x,y) € R? | f(x,y) = F(x(9, yO)}

verlduft in (x(©), y(©) orthogonal zu V.



Die Tangente

Wir geben uns wieder eine stetig differenzierbare Funktion f in
zwei Variablen x, y vor.

Es sei (x(9), y(0) ein Punkt im Definitionsbereich. Wir nehmen an,
dass (VF)(x©), y(©)) £ ( 8 > ist.

Dies bedeutet: In Richtung von Vf steigt die Funktion f an, und
in diese Richtung ist der Anstieg maximal.

Die Hohenlinie

{(x,y) € R? | f(x,y) = F(x(9, yO)}

verlduft in (x(©), y(©) orthogonal zu V.

Also steht (VF)(x(©), y(0)) senkrecht auf auf der Hohenlinie durch
(x(©, (). So ein Vektor heiBt Normalenvektor.



Die Tangente

Die Tangente an die Hohenlinie
(x,y) € R? | f(x,y) = F(x(9, y()}

ist die Gerade, die auch durch £(x(9), y(9)) verlzuft und senkrecht
zu (VF)(x©, y(0)) ist.



Die Tangente

Die Tangente an die Hohenlinie
(x,y) € R? | f(x,y) = F(x(9, y()}

ist die Gerade, die auch durch £(x(9), y(9)) verlzuft und senkrecht
zu (VF)(x(©, y(©)) ist. Man kann sie angeben durch:

» Eine Gleichung in x und y

> In parametrisierter Form

(PO L t7|teR}



Die Tangente

Angabe eine Gleichung
Ein Punkt (x,y) € R? ist genau dann auf der Tangente, wenn der
Vektor
X x(©)
(5)-(o )
orthogonal zu (V£)(x(®, y(©)) ist.

Dies bedeutet:

x — x(©)
(VA)(x, ) ( y—y© ) =0



Die Tangente

x— xO
(VA(x®,y) o ( 0 ) =0



Die Tangente



Die Tangente

D.h.

DF(xO, y @) . (x — xO) 4 9, F(xO), @) . (y — yO)— .

Umgeschrieben:



Die Tangente
Alternativer Ansatz mittels der linearen Approximation
Die lineare Approximation an (x(9), y(9)) lautet
(%, y) = OxF (X, yO) - (x = xO) + 9, F(xO, y @) - (y — 1)
+£(x(0) y(0))
Es ist
VL= (VA1)

die Hohenlinien von ¢ sind Geraden, die parallel zur Tangente an f
in (x(©), (),

Also ist die Tangente durch
Ux,y) = F(x10,y©)

gegeben.



Die Tangente

Explizit:
= f(X(0)7y(0))
Dies fiihrt auch auf:

0. (<0, Y1) - (x = x0) 1 8, (2, y@) - (y = y10) = 0



Die Tangente
Parametrisierte Form

Wir suchen einen Vektor 7, der orthogonal zu

(VF)(x®, y0) = ist.
9y F(x©, y(®)



Die Tangente
Parametrisierte Form
Wir suchen einen Vektor 7, der orthogonal zu

(VF)(x®, y0) = ist
9y F(x©, y(®)

0, F(x(0), y)
So ein Vektor ist }

_axf(x(o)v y(O))
(Das Skalarprodukt der beiden Vektoren ist Null.)



Die Tangente

Parametrisierte Form

Wir suchen einen Vektor 7, der orthogonal zu

axf(x(0)7 y(O))
(VF)(x®, y0) = ist.
0y f(x0),y(®)

0y f(x0, y(®)
So ein Vektor ist }
_axf(x(o)v y(O))

(Das Skalarprodukt der beiden Vektoren ist Null.)

Die Tangente ist (in Spaltenschreibweise):

(0) 9, F(x®, y )
{ +t | t e R}
O _0,F(x0), ()



Die Kettenregel

Wir geben uns eine stetig differenzierbare Funktion f in zwei
Variablen x, y und eine differenzierbare Bewegung

v :[a, b] — R?, t— (x(t),y(t))

mit (D,) € Dr vor.



Die Kettenregel

Wir geben uns eine stetig differenzierbare Funktion f in zwei
Variablen x, y und eine differenzierbare Bewegung

v:la bl — R?, t e (x(2), (1))
mit 7(D,) € Df vor. Wir haben nun die Funktion

fory:labl — R, ts f(y(t)).



Die Kettenregel

Wir geben uns eine stetig differenzierbare Funktion f in zwei
Variablen x, y und eine differenzierbare Bewegung

v:la bl — R?, t e (x(2), (1))
mit 7(D,) € Df vor. Wir haben nun die Funktion

fory:labl — R, ts f(y(t)).

Frage. Wie lautet die Ableitung dieser Funktion?



Die Kettenregel

Spezialfall. Die Bewegung verlaufe sich mit konstanter
Geschwindigkeit auf einer Strecke. D.h. der Geschwindigkeitsvektor
sei konstant. AuBerdem beginne die Zeit bei t = 0 und die skalare
Geschwindigkeit sei 1.



Die Kettenregel

Spezialfall. Die Bewegung verlaufe sich mit konstanter
Geschwindigkeit auf einer Strecke. D.h. der Geschwindigkeitsvektor
sei konstant. AuBerdem beginne die Zeit bei t = 0 und die skalare
Geschwindigkeit sei 1.

Mit anderen Worten:
(t)=PO 4 t.7

mit P(O) = ~(0) und ||7|| = 1.



Die Kettenregel

Spezialfall. Die Bewegung verlaufe sich mit konstanter
Geschwindigkeit auf einer Strecke. D.h. der Geschwindigkeitsvektor
sei konstant. AuBerdem beginne die Zeit bei t = 0 und die skalare
Geschwindigkeit sei 1.

Mit anderen Worten:
(t)=PO 4 t.7

mit P(O) = ~(0) und ||7|| = 1.
Nun ist

(t+At) = PO 4 (t+At). 7= PO 4 t. P+ At-F=~(t)+At-F.



Die Kettenregel
Es ist

df(v(f))| o
de =t




Die Kettenregel
Es ist

df(7(1))

o PO + b)) — f(5(29))

dt le=e h—s0 h



Die Kettenregel
Es ist

df(7(1))

dt le=v0) = h—s0 h

i FOEO) +h-7) — F(5(29)
hﬂo h




Die Kettenregel
Es ist

df(v(f))| o = lim F(y(t© + b)) = F((t))
de =t

h—0 h

©) 1 e 7Y — F(m(+O
h“L% f(’)/(t )+ h h_) f(’Y(t )) _ %’;(W(t(o))) _




Die Kettenregel

Es ist
A, PO ) ()
dt =t 7 h N
(0) .F) — (0)
hmo f(’)/(t )+ h h_) f(’Y(t )) _ %’;(W(t(o))) _
Also:

TOD) _ 90




Die Kettenregel

Es ist
A, PO ) ()
dt =t 7 h N
(0) .F) — (0)
hmo f(’)/(t )+ h h_) f(’Y(t )) _ %’;(W(t(o))) _
Also:

df(gt(t)) _ Z’;(V(t)) =

re (V) (v(t))




Die Kettenregel

Es ist
A, PO ) ()
dt =t 7 h N
(0) .F) — (0)
hmo f(’)/(t )+ h h_) f(’Y(t )) _ %’;(W(t(o))) _
Also:

df(gt(t)) _ Z’;(V(t)) =

re (VE)(1(1)) =7 (t) o (VF)(~(1))




Die Kettenregel

Es ist
A, PO ) ()
dt =t 7 h N
(0) .F) — (0)
hmo f(’)/(t )+ h h_) f(’Y(t )) _ %’;(W(t(o))) _
Also:

df(gt(t)) _ Z’;(V(t)) =

re (VH)(v(t)) =7 () o (VF)(1(2)) =




Die Kettenregel

Es ist
G FOED ) ()
dt =t 7 h N
; F(y(t) + h-7) = F((t@)) _ of +(0)
o h - 8F( V()
Also:

re (VH)(v(t)) =7 () o (VF)(1(2)) =

S0 X(0)+ 5 (6(0) 7 (1) =

of dx(t) dy(t)

o) 2+ )




Die Kettenregel

Sei nun
y(t) = PO 1 7t

mit einem beliebigen Vektor 7 € R2.



Die Kettenregel
Sei nun
y(t) = PO 4 7t

mit einem beliebigen Vektor 7 € R2.

Nun hat ﬁ die Lange 1. Die Parametrisierung nach der Lange ist:
N r
F(s) = PO + —s
7]

Hier ist wieder die skalare Geschwindigkeit gleich 1.



Die Kettenregel

Sei nun
y(t) = PO 1 7t
mit einem beliebigen Vektor 7 € R2.

Nun hat ﬁ die Lange 1. Die Parametrisierung nach der Lange ist:
N r
F(s) = PO + —s
7]

Hier ist wieder die skalare Geschwindigkeit gleich 1.

Mit s(t) = |||t ist

() =A(s(t)) = (/I t)



Die Kettenregel

1(t) =7(s(t)) =A(lI7 £)
Mit der normalen Kettenregel:

dy(t) :dﬁ(S)| ~ds(t)
dt ds 5=°() " 4t




Die Kettenregel

1(t) =7(s(t)) =A(lI7 £)
Mit der normalen Kettenregel:

dy(t) _ da(5)| ~ds(t)
dt ds s=s(t) dt

= (e S 4 Py L)y




Die Kettenregel

() =7(s(2)) = (1l t)

Mit der normalen Kettenregel:

dy(t) da(5)| ~ds(t)
dr T ds s=s(t) dt
= (e EE 4 e L)y - L0
= S0 S ey 4




Die Kettenregel

Die Formel

e = g0 50

gilt auch allgemein.

+ g;w(t»-

dy(t)

dt



Die Kettenregel
Satz. Es sei weiterhin f eine Funktion stetig differenzierbare
Funktion in zwei Variablen x, y. Sei ferner ~ eine differenzierare
Bewegung mit v(Dy) C Dy. Dann ist

T~ o) B ) 42




Die Kettenregel
Satz. Es sei weiterhin f eine Funktion stetig differenzierbare
Funktion in zwei Variablen x, y. Sei ferner ~ eine differenzierare
Bewegung mit v(Dy) C Dy. Dann ist

T~ o) B ) 42

= (A« 2

—~~




Die Kettenregel
Satz. Es sei weiterhin f eine Funktion stetig differenzierbare
Funktion in zwei Variablen x, y. Sei ferner ~ eine differenzierare
Bewegung mit v(Dy) C Dy. Dann ist

T~ o) B ) 42

= (A« 2

Interpretation. Wir gehen auf einem Berg. Die Hohenzunahme
(-abnahme) wihrend der Bewegung ergibt sich wie folgt: Sie setzt
sich zusammen aus der Hohenzunahme (-abnahme) wegen der
Bewegung in x-Richtung und der Zunahme (Abnahme) wegen der
Bewegung in y-Richtung.

—~~




Die Kettenregel
Satz. Es sei weiterhin f eine Funktion stetig differenzierbare
Funktion in zwei Variablen x, y. Sei ferner ~ eine differenzierare
Bewegung mit v(Dy) C Dy. Dann ist

dfy(t) of Cdx(t)  Of dy(t)
d

g~ ax W) =g 5, 000) =~

—~~

= (A« 2

Interpretation. Wir gehen auf einem Berg. Die Hohenzunahme
(-abnahme) wihrend der Bewegung ergibt sich wie folgt: Sie setzt
sich zusammen aus der Hohenzunahme (-abnahme) wegen der
Bewegung in x-Richtung und der Zunahme (Abnahme) wegen der
Bewegung in y-Richtung.

In jeder der beiden Richtungen nimmt die Hohe zu (ab), weil wir es
erstens (in die jeweilige Richtung) eine Steigung (ein Gefille) gibt
und zweitens wir uns mit einer bestimmten Geschwindigkeit
bewegen. Die Zunahme (Abnahme) ist proportional zu beidem.



Die Kettenregel

Man schreibt oftmals auch einfach

df(3(t)) _ Of dx  of dy
dt  0x dt 9y dt’



Die Kettenregel

Man schreibt oftmals auch einfach
df((6) _ Of dx  Of dy
dt  0x dt 9y dt’

Oder, wenn ~ klar ist:

df 9f dx _Of dy

dy dt -

dt ~ ox dt

Mittels des totalen Differentials kann man dies wie folgt “erhalten”:



Die Kettenregel

Man schreibt oftmals auch einfach

df(3(t)) _ Of dx  of dy
dt  0x dt 9y dt’

Oder, wenn ~ klar ist:

df Of dx Of dy

dt —ox dt "oy dt’
Mittels des totalen Differentials kann man dies wie folgt “erhalten”:

Es ist Y Y
df = -d —-d
ax + Oy Y

Dies “teilen wir durch dt".



Implizit definierte Funktionen

Es sei wieder f eine Funktion in zwei Variablen x, y stetig
differenzierbar.

Fiir einen Punkt (X(O),y(o)) setzen wir ¢ = f(X(0)7y(0))_

Wir wollen nun durch
f(x,y)=c

definierte Hohenlinine um (x(®), y(%)) herum studieren.



Implizit definierte Funktionen

Es sei wieder f eine Funktion in zwei Variablen x, y stetig
differenzierbar.

Fiir einen Punkt (X(O),y(o)) setzen wir ¢ = f(X(0)7y(0))_

Wir wollen nun durch
f(x,y)=c

definierte Hohenlinine um (x(®), y(%)) herum studieren.

Hierfiir suchen wir eine Funktion g mit

g(x) =yO@ 1 f(x,g(x))=c.



Implizit definierte Funktionen

Es sei wieder f eine Funktion in zwei Variablen x, y stetig
differenzierbar.

Fiir einen Punkt (x(9), y(9)) setzen wir ¢ := £(x(%), y(9)),
Wir wollen nun durch

fix,y)=c
definierte Hohenlinine um (x(®), y(%)) herum studieren.

Hierfiir suchen wir eine Funktion g mit

g(x) =yO@ 1 f(x,g(x))=c.

Idee. Wenn der Gradient an (x(9), y(9)) nicht Null ist und nicht in
x-Richtung zeigt, haben wir eine “echte” Hohenlinie, die nicht
senkrecht verlauft.

Damit sollte so ein g in einer Umgebung um x(©) herum existieren.



Implizit definierte Funktionen

Wir machen den folgenden Ansatz:

Fiir eine Funktion g mit x(®) € Dg gelte
g(x) =y . f(x,g(x)=c.

Was kann man dann iiber g sagen?



Implizit definierte Funktionen

Wir machen den folgenden Ansatz:

Fiir eine Funktion g mit x(®) € Dg gelte
g(x) =y . f(x,g(x)=c.

Was kann man dann iiber g sagen?

Wir versuchen es mit ableiten ...



Implizit definierte Funktionen

Wir machen den folgenden Ansatz:

Fiir eine Funktion g mit x(®) € Dg gelte
g(x) =y . f(x,g(x)=c.

Was kann man dann iiber g sagen?
Wir versuchen es mit ableiten ...
Wir haben hier die Bewegung x — (x, g(x)),

also “t = x".



Implizit definierte Funktionen

Wir machen den folgenden Ansatz:

Fiir eine Funktion g mit x(®) € Dg gelte
g(x) =y . f(x,g(x)=c.

Was kann man dann iiber g sagen?
Wir versuchen es mit ableiten ...
Wir haben hier die Bewegung x — (x, g(x)),

also “t = x".

df(x,g(x)) B of  0f dg(x)

0= dx T x| Oy

8y' dx




Implizit definierte Funktionen

Wir machen den folgenden Ansatz:

Fiir eine Funktion g mit x(®) € Dg gelte
g(x) =y . f(x,g(x)=c.

Was kann man dann iiber g sagen?

Wir versuchen es mit ableiten ...

Wir haben hier die Bewegung x — (x, g(x)),
also "t = x".

df(x,g(x)) Of of

0= dx - a|y=g(><) + @|y=g(><) '

Beachte hier: Statt d%—&x) kann man auch schreiben:




Implizit definierte Funktionen

df(x, &(x)) of dg(x)

of
0= dx = a|y=g(X) + @|y=g(><) " Tdx



Implizit definierte Funktionen

df(x,g(x)) Of of dg(x)

0= dx - a|y=g(X) + @|y=g(><) " Tdx
Wenn g—; iiberall # 0 ist:

dy _dg() _ Fely—et
dx dx

o0l
dy y=g(x)



Implizit definierte Funktionen

df(x,g(x)) Of of dg(x)

0= dx - a|y=g(><) + @|y=g(><) " Tdx
Wenn g—; iiberall # 0 ist:

dy _dg() _ Fely—et
dx dx

o0l
dy y=g(x)

Das sollte g eindeutig bestimmen.



Implizit definierte Funktionen

df(x,g(x)) Of

0= dx - a|y=g(X) +

Wenn g—; iiberall # 0 ist:

of

dg(x)

87y |y=g(X) " T dx

dy dg(x) _ §El=er

dx  dx

Das sollte g eindeutig bestimmen.

o0l
dy y=g(x)

AuBerdem gilt: Wenn —y( x(0) y(0)) £ 0 ist, gllt 7é 0 auch in

einer e-Umgebung von (x(©), (),



Implizit definierte Funktionen

Satz. Es sei f eine stetig differenzierbare Funktion in zwei
Variablen x, y, (x(9, () € Df und ¢ := f(x(®, (). Es sei
ferner g—;(x(o),y(o)) # 0.



Implizit definierte Funktionen

Satz. Es sei f eine stetig differenzierbare Funktion in zwei
Variablen x,y, (x(©,y(©) € Df und ¢ := £(x(9, y(9). Es sei
ferner g—;(x(o),y(o)) # 0.

Dann gibt es ein € > 0 mit der folgenden Eigenschaft:

Es gibt genau eine auf [—¢ + x(9), & 4+ x(0)] definierte stetig
differenzierbare Funktion g mit

Diese Funktion erfiillt

of
dy _dg(x) _  Gely=e(v
dx dx

o
dy y=g(x)

Sie heiBt die durch f(x,y) = ¢, g(x(?) = y(®) implizit definierte
Funktion.



Implizit definierte Funktionen

Satz. Es sei f eine stetig differenzierbare Funktion in zwei
Variablen x,y, (x(9,y(©) € Df und ¢ := f(x(©), y(9)). Es sei
ferner g—;(x(o),y(o)) # 0.

Dann gibt es ein € > 0 mit der folgenden Eigenschaft:

Es gibt genau eine auf [—¢ + x(9), & + x(0)] definierte stetig
differenzierbare Funktion g mit

Diese Funktion erfiillt

of
dy _dg(x) _ _ aly=et»
dx dx

ol
dy ly=g(x)

Achtung. Die Eindeutigkeit kann verloren gehen, wenn man € zu
groB wahlt. Denn: Die Hohenlinie kann sich “verzweigen”.



Implizit definierte Funktionen

Konsistenzcheck

Wir geben uns eine stetig differenzierbare Funktion h in einer
Variablen x vor.

Wir setzen f(x,y) := h(x) — y und wahlen x(°) € D¢ und setzen
y(©) = £(x(9)).
Dann ist also f(x(®),y(®)) = 0. Esist I = dh(q). g—; =-1




Implizit definierte Funktionen
Ergebnis:

Auf einer e-Umgebung von x(%) gibt es eine eindeutig bestimmte
Funktion g mit

g(xD) =y =h(x) . f(x.g(x) =0



Implizit definierte Funktionen
Ergebnis:

Auf einer e-Umgebung von x(%) gibt es eine eindeutig bestimmte
Funktion g mit

g(x9) = yO = hx) | F(x,g(x)) = 0
Mit f(x,y) = h(x) — y:
h(x) — g(x) = 0

Das ist klar!



Implizit definierte Funktionen
Ergebnis:

Auf einer e-Umgebung von x(%) gibt es eine eindeutig bestimmte
Funktion g mit

g(M) =y @ =h(x@) | f(xg(x) =0
Mit f(x,y) = h(x) — y:

h(x) — g(x) = 0

Das ist klar!

Die Aussage liber die Ableitung lautet:

dg(x) & _ dh(x)
dx %f dx

Alles stimmt!



Ableitung der Umkehrfunktion
Wir geben uns eine stetig differenzierbare Funktion h in einer
Variablen y vor und setzen diesmal

f(x,y) :==x—h(y).
Es sei nun y(©) € Df und x(© := h(y(©). Dann ist also
F(x©, yOy=0.



Ableitung der Umkehrfunktion
Wir geben uns eine stetig differenzierbare Funktion h in einer
Variablen y vor und setzen diesmal

f(x,y) :==x—h(y).
Es sei nun y(©) € Df und x(© := h(y(©). Dann ist also
F(x©, yOy=0.



Ableitung der Umkehrfunktion

Wir geben uns eine stetig differenzierbare Funktion h in einer
Variablen y vor und setzen diesmal

f(x,y) :=x—h(y) .
Es sei nun y(©) € Df und x(© := h(y(©). Dann ist also
F(x©, yOy=0.

Es ist 2f = —dh)

dy
Somit: Wenn ZY) |y () = 0 ist, dann gibt es ein ¢ > 0 und auf
[ 4+ x(©), x(©) 4 ¢] genau eine Funktion g mit

und



Ableitung der Umkehrfunktion

f(x,y) = x = h(y)
Wir haben g mit:
g(x(9) = y©
und

0 =f(x,8(x)) = x — h(g(x)) , d-h. h(g(x)) = x.



Ableitung der Umkehrfunktion

f(Xay) :Xih(y)
Wir haben g mit:

g(x(9) = y©
und
0= f(x,g(x)) = x — h(g(x)) . d-h. h(g(x)) = x.
Da %(;)]y:y(o) £ 0 ist, ist h auf einer Umgebung von y(©) injektiv.

Also gibt es auf so einer Umgebung eine Umkehrfunktion. Diese ist
genau g.



Ableitung der Umkehrfunktion

f(Xa.y) :Xih(y)
Wir haben g mit:

g(x(9) = y©
und
0= f(x,g(x)) = x — h(g(x)) . d-h. h(g(x)) = x.
Da %(;)]y:y(o) £ 0 ist, ist h auf einer Umgebung von y(©) injektiv.

Also gibt es auf so einer Umgebung eine Umkehrfunktion. Diese ist
genau g.
Das Wesentliche ist nun: Die Umkehrfunktion g erfiillt:

dy _ dg(x)
dx dx




Ableitung der Umkehrfunktion

f(Xa.y) :Xih(y)
Wir haben g mit:

g(x(9) = y©
und
0= f(x,g(x)) = x — h(g(x)) . d-h. h(g(x)) = x.
Da %(;)]y:y(o) £ 0 ist, ist h auf einer Umgebung von y(©) injektiv.

Also gibt es auf so einer Umgebung eine Umkehrfunktion. Diese ist
genau g.
Das Wesentliche ist nun: Die Umkehrfunktion g erfiillt:

of
dy _dg(x) _ aely=e»

of
dx dx W‘y:g(x)



Ableitung der Umkehrfunktion

f(Xa.y) :Xih(y)
Wir haben g mit:

g(x(9) = y©
und
0= f(x,g(x)) = x — h(g(x)) , d-h. h(g(x)) = x.
Da %(y)]y:y(o) £ 0 ist, ist h auf einer Umgebung von y(©) injektiv.

Also gibt es auf so einer Umgebung eine Umkehrfunktion. Diese ist
genau g.
Das Wesentliche ist nun: Die Umkehrfunktion g erfiillt:

dy _dg(x) _ Glymen _ 1

o of N dhy
dx dx By‘y:g(X) )|y g(x



Ableitung der Umkehrfunktion

f(Xa.y) :Xih(y)
Wir haben g mit:

g(x(9) = y©
und
0= f(x,g(x)) = x — h(g(x)) , d-h. h(g(x)) = x.
Da %(y)]y:y(o) £ 0 ist, ist h auf einer Umgebung von y(©) injektiv.

Also gibt es auf so einer Umgebung eine Umkehrfunktion. Diese ist
genau g.
Das Wesentliche ist nun: Die Umkehrfunktion g erfiillt:

dy _dg(x) _ Glymen _ 1 1

dx  dx dh)’)|yg )_

ﬁ‘ dl’
dy ly=g(x) dy ly=g(x)



Ableitung der Umkehrfunktion

f(Xa.y) :Xih(y)
Wir haben g mit:

g(x(9) = y©
und
0= f(x,g(x)) = x — h(g(x)) , d-h. h(g(x)) = x.
Da %(y)]y:y(o) £ 0 ist, ist h auf einer Umgebung von y(©) injektiv.

Also gibt es auf so einer Umgebung eine Umkehrfunktion. Diese ist
genau g.
Das Wesentliche ist nun: Die Umkehrfunktion g erfiillt:

dy _dg(x) _ Gily=ew _ L 1
dx dx

th)|y g(x)

ﬁ‘ dl’
dy ly=g(x) dy ly=g(x)

Diese Aussage hatten wir schon im 1. Semester.



