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Ziele der Sitzung

@ Definitionsbereiche angeben

o reellwertige Funktionstypen wiederholen und mit markanten
Eigenschaften beschreiben

@ Einfluss von Parametern auf Funktionsgleichungen beschreiben
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Funktion, Definitionsbereich, Wertebereich

Funktion, Definitionsbereich, Wertebereich

Eine Funktion f ordnet jedem x € D eindeutig ein y € W zu.
Dabei heilt D auch der Definitionsbereich und W der
Wertebereich von f

Haufig schreibt man fiir diese Zuordnung: y = f(x).

Beispiele

fi(x) =2x—-3

Hier ist D = R und W = R, da alles eingesetzt werden kann und
alles herauskommen kann.

H(x) =x%+3
Hierist D=Rund W= {y |y =3}
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eingeschrankter Definitionsbereich

Funktionen mit uneingeschranktem Definitionsbereich

@ Polynome
@ trigonometrische Funktionen

o Exponentialfunktionen

Funktionen mit eingeschranktem Definitionsbereich

o Die Wurzelfunktion, wie zum Beispiel f(x) = /x ist nur fiir
nichtnegative (= 0) Werte definiert.

o Die Logarithmusfunktion, wie zum Beispiel f(x) = In(x) ist
nur positive (> 0) Werte definiert.

@ Gebrochenrationale Funktionen wie zum Beispiel

2

f(x) = = 7 sind nicht definiert, wenn durch 0 geteilt wird.
%
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Aufgaben Al

Geben Sie den groRtmaglichen Definitionsbereich an:

f(x)=vx?>-9

g(x) = —x3 — 2x?

h(x) = if; &3
k(x) =In(x —8)

m(x) = $x — 5 +sin(2x — 3)

(x—3)-x

") = T =8 £ 7)

1
p(x) =3x —vx+16 + —
X
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Polynome — ganzrationale Funktionen
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Abbildung: Polynome 3. und 4. Grades mit MatheGrafix 11, H.W. 08/21
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) =vx  glx)=¥x  hx)=Vx
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Abbildung: Wurzelfunktionen mit MatheGrafix 11, H.W. 08/21
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Exponentialfunktionen zur Basis e

f(x) =e* g(x)=—e* h(x) =e™* k(x) = —e*

h(x)

Abbildung: Exponentialfunktionen mit MatheGrafix 11, H.W. 08/21
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Exponentialfunktionen

f(x) =e* g(x) =5 h(x) =1,2% k(x) =0,4*

Abbildung: Exponentialfunktionen mit MatheGrafix 11, H.W. 08/21
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Trigonometrische Funktionen

f(x) = sin(x) g(x) = cos(x) h(x) = tan(x

A
y
h(x) i
Q(V f(x)
—bn/2 A2n 37 t/2
14
24

Abbildung: Trigonometrische Funktionen mit MatheGrafix 11, H.W.
08/21
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Einfluss der Parameter

Parametereinfluss
Sei f(x) eine beliebige Funktion. Dann gilt:
a - f(x) streckt (]a] > 1) oder staucht (0 < |a| < 1) den Funktionsgraphen

von f(x) entlang der y-Achse. Fiir a < 0 wird der Funktionsgraph an der
x-Achse gespiegelt.

f(b- x) streckt (0 < |b| < 1) oder staucht (|b| > 1) den Funktionsgraphen
von f(x) entlang der x-Achse. Fiir b < 0 wird der Funktionsgraph an der
y-Achse gespiegelt.

f(x + c) verschiebt den Funktionsgraphen entlang der x-Achse in —c
Einheiten. Dadurch verschiebt sich auch der Definitionsbereich.

f(x) + d verschiebt den Funktionsgraphen entlang der y-Achse in d
Einheiten. Dadurch verschiebt sich auch der Wertebereich

Parameter a kann den Wertebereich vergroBern/verkleinern und b kann den
Definitionsbereich vergroRern/verkleinern.
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Beispiel fiir ein Applet

Hier gibt es ein Beispiel fiir unterschiedliche Funktionen. Dabei sind die
Parameter nicht immer exakt so benannt, wie im Definitionskasten auf der
vorherigen Folie https://www.geogebra.org/m/gWGuSwTd

Aufgaben A2

Gegeben sind die Funktionen f(x) = } - x> — 2x® + 4x — 8,
g(x) = In(x — 2) sowie h(x) = vVx2 — 8

a) Verschieben Sie die Funktionsgraphen: 3 LE « und 2 LE |

b) Strecken Sie die Funktionsgraph um den Faktor 3 in Richtung der
y-Achse.

c) Stauchen Sie die Funktionsgraph um den Faktor % in Richtung der
y-Achse.

d) Verschieben Sie die Funktionsgraphen: 5 LE < und 6 LE 1

Welche Auswirkung auf Definitions- und Wertebereich lassen sich
feststellen?
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https://www.geogebra.org/m/gWGuSwTd

1. Grenzwerte und Stetigkeit

1.2 Zahlenfolgen und Grenzwert

H. Wuschke

12. August 2021
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Ziele der Sitzung

@ mit Zahlenfolgen als speziellen Abbildungen umgehen
@ den Grenzwert bzw. Limes als Konzept beschreiben

o Grenzwerte bestimmen mithilfe der Grenzwertsatze
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Zahlenfolge

Eine Funktion a: N — R; n — a, heifit reelle Zahlenfolge. Die
einzelnen Funktionswerte heifen Glieder der Zahlenfolge.

Notation: (ai; ap; a3; a4; ...) oder (ap)nen oder (ay)

Vielfache von 4 Stammbriiche
a1 =4;a, =8;a3 =12; a4 = 16; ...
1 2 3 4 31:%;32:%;33:%;34:%;...

allgemein: (a,) = (4 - n) allgemein: (an) = (1)

a(n) °
2 | a(m)
1 °
20 °
3 0,75
15
° 0,5 °
10
* 0,25 ¥ ®
’ L]
5 ° L ° o e
n
0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 1 2 3 4 5 6 7 8

V.
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weitere Beispiele
(Mnen = (1;2;3;...)
((=1)Mnen = (-1:1;,-1;...)
(Snen =(cicic5..0)

(2" Npen = (1;2;4;8;...)

Folge der natiirlichen Zahlen
alternierende Folge
konstante Folge

Zweierpotenzen

Aufgaben Al
Geben Sie die ersten zehn Folgenglieder der Zahlenfolge an.

a) (an)=(-n+2)
b) (bs) = (V)
) (c)=(1+%)"

o (@)= (Tt

v
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konvergent; Limes

Eine Zahlenfolge (an)nen heift konvergent gegen g € R, wenn es
zu jedem £ > 0 ein N. € N gibt, so dass fiir alle n = N gilt:

|an_g|<5

Der Wert g heiit Grenzwert oder Limes der Folge (a,).

symbolisch: n||_>n;o an=2g

€

Epsilon-Umgebung

Der Limes einer Zahlenfolge gibt einen Wert an, dem sich die
Funktion beliebig dicht ndhert, ihn aber nicht notwendigerweise
erreicht.

Dafiir kann man sich zum Grenzwert einen beliebigen Abstand (¢)
wahlen und ab einem bestimmten Folgenglied apy_ haben alle
nachfolgenden Folgenglieder (n = N.) einen geringeren Abstand.
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Beispiel
Fiir die Zahlenfolge (a,) = 30 + 90 - (%)n ist der Grenzwert g = 30.

Wahle beispielsweise € = 4, dann ist das . gesucht, fiir das gilt:
lan — gl < e

‘30+90-(i> —30’<4 A n>10.8

Also ist N. = 11, denn ab aj; gilt fiir alle Folgenglieder |a, — 30| < 4

Wihle beispielsweise € = 0,004, dann muss gelten:

3 n
‘30+90-<4> —30’<0,004 A5 5> 34,8

Also ist N. = 35, denn ab ass gilt fiir alle Folgenglieder |a, — 30| < 0,004

So kann das € > 0 also beliebig klein gewahlt werden und es gilt.

v
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Veranschaulichung der Epsilon-Umgebung

Abbildung: Veranschaulichung durch
https://de.wikibooks.org/wiki/Mathe_£%C3%,BCr_Nicht-Freaks:
_Grenzwert:_Konvergenz_und_Divergenz

V.
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https://de.wikibooks.org/wiki/Mathe_f%C3%BCr_Nicht-Freaks:_Grenzwert:_Konvergenz_und_Divergenz
https://de.wikibooks.org/wiki/Mathe_f%C3%BCr_Nicht-Freaks:_Grenzwert:_Konvergenz_und_Divergenz

Allgemeiner Nachweis fiir die Folge (

%) neN

Die Vermutung ist, dass die Zahlenfolge gegen g = 0 konvergiert.

Sei € > 0 vorgegeben.
Zu zeigen ist, dass es eine natiirliche Zahl N gibt, sodass fiir alle
n = N gilt:

1
lan —g| < e bzw. ‘n—0‘<5

Wahle N > % (immer moglich nach dem Satz von Archimedes),
dann gilt:

1 ’ 1 fir =N, 1

a-gl=[3-0 =3 £ <

1
Daher gilt: lim — =0

n—oo N

H. Wuschke 1. Grenzwerte und Stetigkeit




beschrankte Folge

Sei (an)nen eine reelle Zahlenfolge. (a,) heifit

(i) nach unten beschrénkt, wenn es ein s € R gibt, so dass gilt:
s < a, firalle ne N

(i) nach oben beschrankt, wenn es ein S € R gibt, so dass gilt:
a, S SfiralleneN

(i) beschrankt, wenn sie nach oben und unten beschrankt ist.

Aufgaben A2

Untersuchen Sie, ob die Folge nach oben bzw. unten beschrankt ist:

v
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Satz iiber Beschranktheit von Folgen

Eine Zahlenfolge (an)nen ist genau dann beschrinkt, wenn es ein
c € RT gibt, so dass fiir alle n € N gilt: |a,| < ¢

Beweis: Wenn |a,| < ¢ gilt, dann ist —c < a,, < |an| < c, also ist
ap nach unten durch —c und nach oben durch ¢ beschrankt.

Wenn a,, beschrankt ist, gibt es eine untere Schranke s und eine
obere Schranke S. Definiere ¢ nun als Maximum von |s| und |S]
(symbolisch ¢ := max(|s|, |S|)).

Dann ist —c < a, < ¢ und damit gilt |a,| = c. O

Bemerkung

Jede konvergente Folge ist beschrankt.
(Kann auch bewiesen werden.)

Nicht jede beschrankte Folge ist konvergent.
Beispiel: (a,) = ((—1)")
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Grenzwertsatze

Seien (a,) und (b,) konvergente Folgen mit den Grenzwerten

lim a, = a und I|m b, = b. Dann gilt:
n—oo

(i) n||_>ngo(an+ b,,) =a+b

(i) nIi_)mOO(a,, ~by)=a-b
(i) nILngo b—" =3 fir (b #0)
(iv) lim |a,] =4

n—o0

Beweis von (i)

(an + bn) — (a + b)| = [(an — @) + (bn — b)| = [an — a + [by — b].

Da (an) und (by) nach Voraussetzung konvergent sind, gilt:

lap —a| < 5 firallen= N, und |b,—b| < 5 fiiralle n 2 N,

Also ist |a, — a| + |b, — b| < § + 5 = ¢ fiir alle n = max(N.,, N,). O
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Sandwich-Theorem

Seien (ap), (bn) und (cp) drei Zahlenfolgen. Es gelte fiir alle
n=NeN:a, < b, < c,. AuBerdem sei Ii_}m an = Ii_}m ch=2g

Dann gilt auch lim b, = g.
n—o0

Aufgaben A3

Bestimmen Sie den Grenzwert der gegebenen Folge.

b) (bn) = (=8 + (35)")
9 (en) = (*1)
9) () = (%)
) (en) = (3555)
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1. Grenzwerte und Stetigkeit

1.3 Grenzwerte von Funktionen

H. Wuschke

18. August 2021
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Ziele der Sitzung

o Ubertragung der Grenzwertsitze auf Funktionen
@ Asymptoten von Funktionen bestimmen

@ die Art einer Definitionsliicke als Polstelle, (hebbare) Liicke
oder Sprungstelle unterscheiden
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bestimmter Grenzwert von Funktionen

Sei f: D — W; x — f(x) eine beliebige Funktion.

Weiterhin sei (x,)nen eine Zahlenfolge mit lim x, = xo. Dann gilt:
n—o00

lim f(x,) = lim f(x)=c¢

n— o0 X—X0

Dies heillt bestimmter Grenzwert der Funktion f an der Stelle X |

Beispiel
f(x) = 3-x? —5. Zu bilden ist lim f(x).
x—2

Beispielsweise gilt fiir (x,) = (2+ 1), dass lim x, = 2 ist. Also ist
n—o0

1 1\2
x—2 n—o00 n n—o00 n
12 3
n—oo n n
y,




Bemerkung

In der Definition ist die Zahlenfolge (x,)nen beliebig.

Aus mathematischer Sicht, geniigt es also nicht, eine beispielhafte
Folge zu nehmen, um den Grenzwert zu bestimmen. Fiir die Schule
ist dies jedoch ausreichend.

unbestimmter Grenzwert von Funktionen

Sei f: D — W; x — f(x) eine beliebige Funktion.
Weiterhin sei (xp)nen eine Zahlenfolge mit lim x, = xp. Dann gilt:

n—o00
i ) = I3, 7o) = o0
oder
i Fn) = i, 7o) = —oo

Dies heillt unbestimmter Grenzwert der Funktion f an der Stelle xg.
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Aufgaben Al

Bestimmen Sie folgende Grenzwerte handisch und tberpriifen Sie
anschlieBend mit dem CAS.

lim (x* —
a) Jim (x> —6x +5)

. 2245
b) lim ex*-1s
xX—2

Verhalten im Unendlichen

Seien (x,) und (yn) Zahlenfolgen mit lim x, = —oco bzw. lim y, = cc.
n—o00 n— o0

Dann bezeichnet man fiir die Funktion f : D — W; x — f(x)

lim f(x,) = lim f(x)

n—o0 X—>—00

und
g F ) = 50, 7

als Verhalten im Unendlichen oder Globalverhalten von f. )




Aufgaben A2

Untersuchen Sie das Verhalten im Unendlichen fiir die gegebenen
Funktionen mithilfe des CAS.
3
f(x) =x3 — k(x) = ———=
(x) =x>—6x+5 (x) o0
2245 —3x2 4+ 7x — 80
g(X) = ext-16 m(X) = 5x2 19
h(x) = —3x> + 6x3 4 2x2 n(x)=1,4+3
j(x) = 7x? 4 3x — 8.000 p(x) =0,3* — 4
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Verhalten im Unendlichen von Polynomen

Man kann den Globalverlauf einer ganzrationalen Funktion f mit
fix)=a,x"+a,_ x""T+...+a,x2+a x+a,
vom Grad n auf einen der folgenden Funktionstypen mit y=a, x" zurlickfihren:

/

_————

N

n gerade, a >0
f(x) = oo fiir x— 00

f(x) = oo flir x = -o00

ngerade, a, <0
f(x) = —oo flir x - 00

f(x) = -o0 flir x—=-co

nungerade, a, >0
f(x) > oo fiir x >0

f(x) = -o0 flir x—-o00

Abbildung: EAM 11 Sachsen, S. 14.

nungerade, a <0
f(x) = —oco flir x - o0

f(x) = oo flir x—=-oco
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Ist lim f(x) = lim f(x) schreibt man auch lim f(x)

X——00 X—00 X—>300
Beispiele:
lim (x*+x*=x)=o00 und lim (x*+x%—x) =00
X——00 X—00

lim (x* +x* —x) = 00

X—Fo0
lim (—x*+x* —x)=—o00 und lim (—x* +x? —x) = —c0
X—r—00 X—00
lim (—x* +x* = x) = —o0
X—+£00
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Beispiel fiir Grenzwert an einer Stelle

g(x) = :

Imetd =3 im st =-3
g =g g = g
Jim g(x) =0 Jim g(x) =0
Also ist Xl@oog(x) =0
lim g(x) =777

v
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Beispiel fiir Grenzwert an einer Stelle

g(X)=§

1

il

il

A

1 \\\gli

16 15 a3 — —11 3 4 (_VX

]

)

\

V
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links- und rechtsseitiger Grenzwert

Der linksseitige Grenzwert einer Funktion f(x) an einer Stelle xp ist der
Wert, dem sich die Funktion fiir alle x < xq beliebig dicht annahert.

lim f(x)

X—)Xo

Der rechtsseitige Grenzwert einer Funktion f(x) an einer Stelle xp ist der
Wert, dem sich die Funktion fiir alle x > xq beliebig dicht annihert.
lim f(x)

+
X*)XO

Wenn lim f(x) = lim f(x) so ist dies der Grenzwert lim f(x)
X—Xg x—xg X=2X0

Wenn lim f(x) # lim f(x) so existiert der Grenzwert lim f(x) nicht.
X=Xy x—xg X=*X0
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Beispiel fiir Grenzwert an einer Stelle

g(x) == lim g(x) existiert nicht.
x—0

lim g(x) = —0 lim g(x) =

x—0— x—0+
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Aufgaben A3

Uberpriifen Sie, ob die Grenzwerte existieren, indem Sie den links-
und den rechtsseitigen Grenzwert an der Stelle untersuchen.

a) lim (x=2)-(x—-1)
x=3 x-(x+2)-(x—1)

L (x=2)-(x-1)
b)linz x-(x+2)-(x-1)
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Asymptoten und Definitionsliicken

waagerechte Asymptote

Gilt IirE f(x) = c, so hat f(x) eine waagerechte Asymptote mit der
X—>r 100

Gleichung y = ¢

Arten von Definitionsliicken

Eine Definitionsliicke ist eine Stelle xp, an der f(x) nicht definiert ist.

Gilt lim f(x) = c, heit die Stelle xp (hebbare) Liicke.

X—>X0

Gilt lim f(x) =cund lim f(x) = d, heift die Stelle xg Sprungstelle.

X—rX0 x—xo T

Gilt lim f(x) = %00, heift die Stelle xo Polstelle mit senkrechter

X—rX0
Asymptote x = xp.
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Beispiel fiir Definitionsliicken — Polstelle

1
fi(x) = o +1 Asymptoten bei x = 2 und
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Beispiel fiir Definitionsliicken — (hebbare) Liicke

N

w
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Beispiel fiir Definitionsliicken — Sprungstelle

w

N

N

w

S

v
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Aufgabe A4

(x—2)- (x-1)
X (x+2)-(x— 1)
Polstellen, (hebbare) Liicken, Nullstellen und Asymptoten. Stellen
Sie anschlieBend den Funktionsgraphen in einem geeigneten
Koordinatensystem dar.

Untersuchen Sie die Funktion f(x) = auf

Aufgaben A5

Geben Sie eine Funktion mit folgenden Eigenschaften an:

a) waagerechte Asymptote y = 7.

b) Polstelle bei xop = 8.

c) (hebbare) Liicke an der Stelle xo = 6.
d) Definitionsbereich D = R\ {1;3}.

e) Polstelle bei xp = —5; Liicke bei x; = 0.
)

f) Polstellen bei xp = —19 und x; = 17, Liicke bei xo = 23 und
waagerechte Asymptote y = 15.
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1. Grenzwerte und Stetigkeit

1.4 Stetigkeit von Funktionen

H. Wuschke

30. August 2021
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Stetigkeit

Eine Funktion f(x) heifit stetig an einer Stelle xp, wenn gilt:

f(x)=c und limf(x)=c

X—>X0

Eine Funktion f(x) heiRt stetige Funktion, wenn sie an
jeder Stelle stetig ist.

anschauliche Stetigkeit

Anschaulich kann man sagen, dass eine Funktion stetig ist, wenn
man sie durchzeichnen kann. Dabei darf man jedoch bei
Definitionsliicken den Stift absetzen.

Bemerkung

Alle Polynome sind stetig. In der Regel sind die Funktionen, die in
der Schule vorkommen stetig.
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Beispiel Stetigkeit (wenn Sprungstelle nicht im DB ist)

x—2, x<2

fi(x) =
1) %x, x> 2
y
, f(x)
45 44 -3 -2 -1 4 x

i

w

S

v
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Begriindung Beispiel 1

X—2, x<2
fi(x) = ’
1) {;x, x> 2

Fir x < 2 und x > 2 besteht die Funktion aus Polynomen (lineare
Funktionen). Dort ist die Funktion also stetig.

Kritisch scheint also nur die Stelle x = 2 zu sein.

Weil aber f1(2) gar nicht existiert, braucht hier auch keine Untersuchung
auf Stetigkeit gemacht werden.

Daher ist also die Funktion f(x) stetig auf ihrem Definitionsbereich.
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Beispiel Unstetigkeit

x—2, x<2
fr(x) = ’
2(x) %x, x2=2

w

&

]

v
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Begriindung Beispiel 2

X—2, x<2
H(x) = ’
2(x) {;X, x2=2

Fiir x < 2 und x > 2 ist fo(x) stetig. Esist £(2) = 3 -2=1.

Fiir den linksseitigen Grenzwert gilt: lim f(x) = 0.
X—2~

Fir den rechtsseitigen Grenzwert gilt: lim f(x) =1
x—2+

Da XI_|>n217 f(x) # )(Il>rr21+ f(x) ist, existiert )I<T>12 f(x) nicht.

Daher ist f2(x) an der Stelle x = 2 unstetig.

Bemerkung

Bei der Stetigkeitsuntersuchung an einer Stelle muss gelten:

Grenzwert an der Stelle = Funktionswert an der Stelle
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Aufgaben Al

Uberpriifen Sie, ob die nachfolgenden Funktionen stetig sind:

-3 <5
f(x) = { X (unstetig an der Stelle x = 5)

x+2, x=5
x2, x < =2

g(x)=<¢ x+6, —2<x<?2 (unstetig an der Stelle x = 2)
9, x =2

(stetig)

=
=
I
—
|
w
x
N
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Zwischenwertsatz
Sei f(x) auf dem Intervall [a, b] stetig mit f(a) < yo und f(b) > yo.

Dann gibt es ein ¢ € (a, b), sodass gilt:

f(c) =y

Der Satz gilt auch fiir f(a) > yo und f(b) < yo.

Nullstellensatz
Sei f(x) auf dem Intervall [a, b] stetig mit f(a) < 0 und f(b) > 0.

Dann gibt es ein ¢ € (a, b), sodass gilt:
f(c)=0

Der Satz gilt auch fiir f(a) > 0 und f(b) < 0.
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2. Differentialrechnung

2.1 Mittlere und lokale Anderungsrate

H. Wuschke

30. August 2021

H. Wuschke 2. Differentialrechnung



Ziele der Sitzung

o mittlere Anderungsraten beschreiben und berechnen kénnen
o lokale Anderungsrate beschreiben

o Begriffe Differenzenquotient, Differentialquotient und Anstieg
erklaren kénnen

H. Wuschke 2. Differentialrechnung



A2 Huschke-Affchen

Die besonders paarungsfreudigen Huschke-Affchen erweitern seit einigen
Jahren ihren Stamm. Mit 6 Jahren ist diese seltene Affenart aus dem
Kulturreservat grole Friedlander Wiese bereits geschlechtsreif und die
Schwangerschaft selbst dauert lediglich 5 Monate. Die Primatologin
Ursula von Auwald (von ihren Freunden Uschi genannt) hat die Besténde
dieser possierlichen Tierchen seit 1990 erfasst:

Jahr ‘1990 1992 1995 2000 2008 2012 2016 2019
Anzahl‘ 66 80 104 134 168 170 158 137

a) Stellen Sie die Populationsentwicklung grafisch dar.

b) Berechnen Sie das Populationswachstum der einzelnen Zeitraume.
c) Der Friedlander Landbote berichtet: ,Die Huschke-Affchen sind
nachweislich seit 2008 hdchst bedroht.” Nehmen Sie dazu Stellung.
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Losung A2b)

Jahr 1990 1992 1995 2000 2008 2012 2016 2019
Anzahl‘ 66 80 104 134 168 170 158 137

b) Der Zuwachs/Nachlass der Affchen muss ins Verhiltnis zu den Jahren
gesetzt werden.

[1990;1992]: 83=8¢ = Lt —7 [1992;1995]: 1g55—g55 = 8
. . 134-—-104 __ . . 168—134 __
[1995;2000]: ,134-104 _ ¢ [2000;2008]: 5505=3005 = 4:25
. . 170—-168 __ 1 . . _158—170 __
[2008;2012]: 7:H=333= = & [2012;2016]: 5576=5515 = —3

137—158
[2016;2019]: 5520=228 = —7
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Lésung A2c)

Jahr ‘1990 1992 1995 2000 2008 2012 2016 2019
Anzahl‘ 66 80 104 134 168 170 158 137

c) Im Zeitraum von 2008 bis 2012 lasst sich noch eine leichte
Zunahme nachweisen, auch wenn diese nicht sehr stark ist. Danach
nimmt die Affchenpopulation ab, allerdings nicht extrem stirker als
sie zugenommen hat, das Wort ,hochst” ist nicht angebracht.

Vgl [1990;2008]~ 5,67  [2008;2019]~ —2, 82

H. Wuschke 2. Differentialrechnung



mittlere Anderungsrate — Differenzenquotient

. . A - : .
Der Differenzenquotient m = 2V _ 27N id auch als mittlere
Ax  x—xq

Anderungsrate bezeichnet.
f(x2) — ()

Bei einer Funktion f(x) berechnet man dies auch durch
Xy — X1

Bemerkung

Die mittlere Anderungsrate beschreibt eine durchschnittliche
Veranderung in verschiedenen Situationen, z.B. das durchschnittliche
Wachstum, die Durchschnittsgeschwindigkeit, ...
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A3 Anfahrt Transporter

Die Fahrt eines Transporters kann die ersten 20 Sekunden mit folgender
Funktion beschrieben werden:

{1’62263-152, 0<t<17

s(t) =
07,778 - t — 237,226, 17 <t <20

Dabei wird t in Sekunden angegeben und s(t) in Metern.

a) Geben sie an, welcher Weg nach 15,55, 105,155, 17 sund 20 s
zuriickgelegt wird.

b) Beschreiben Sie die Durchschnittsgeschwindigkeiten in den Intervallen
[0;20], [1;20], [5;20], [10;20], [15;20] und [17;20] in Xm.

c) Nach 17 s wird eine Momentangeschwindigkeit von ca. 100 kT’" erreicht.
AnschlieRend fahrt der Transporter konstant 100 kT’" Weisen Sie dies nach.

d) Ermitteln Sie die Momentangeschwindigkeit bei 10 s.
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A3 Anfahrt Transporter

s(t) in m
320

300

0n
o+
N

280

260

240

S5(17]235)

220
200

180

160

140

120

100

80
60

40

20

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20tins
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Losung A3a)

():{1’62263'#, 0<t<17
27,778 - t — 237,226, 17 <t <20
s(1) = 1829 .12 ~ 0,81 m;

s(5) = 1’62263 .52 22 20,33 m;

s(10) = 19293 . 102 ~ 81,32 m;

s(15) = 1929% . 152 ~ 182,96 m;

s(17) = 18293 172 = 235 m;

s(20) = 27,778 - 20 — 237,226 = 318,334 m
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Lésung A3b)

B L6263 42, 0<t<17
S =]

27,778 - t — 237,226, 17 <t <20
s(0)=0; s(1)~0,81m; s(5)=~20,33m; s(10)~ 81,32 m;
s(15) ~ 182,96 m; s(17) =235 m; s(20) = 318,334 m

318,334-0 3,6
[0;20] = 38330 15 gom X' 57, 3km

3,6

[1,20] = 318334081 16, 71™ = 60,2km

318,334-20,33 3,6
[5;20] = #8522~ 19, 872 & 71,55

3,6
[10;20] = 318:334-81.32 , 23 70 = g5 3km
3,6 -3,6

[15;20] = ... & 97,54 [17;20] = ... & 1004m

v
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Losung A3c)

s 2 0<t<17
s(t) =42
-t —237,226, 17<t=<20
318,334—235 _

Es gilt fiir [17;20] die mittlere Anderungsrate =555

Dies ist der Anstieg der linearen Funktion s(t) fir 17 < t < 20.

Bei linearen Funktionen wird der Anstieg m durch den
Differenzenquotient gebildet.
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Lésung A3d)

1,62
s(t):¥-¥,0§t§17

Fiir die Momentangeschwindigkeit muss das Intervall mdglichst um
die 10 herum verkleinert werden.

[0;10] = SUD=2C) ~ 15 4499 ™
[9.9;10] = =502 ~ 16,1817 2
[9.99:10] = UP=59) ~ 16,249
[9.999;10] = UP=sC259) ~ 16,2622

10)—s(9,9999)
[0,9999;10] = 1A=5C229) ~ 16,2629

10) — —s(1
fim S0 =) 0 s =5(10) _ 6 563
x—10 10 — x x—=10 x—10 5
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lokale Anderungsrate — Differentialquotient — Ableitung — Anstieg in xg

Der Differentialquotient einer Funktion f(x) wird auch als lokale
Anderungsrate oder Ableitung an der Stelle xo bezeichnet.

f'(x0) = lim fx) — f(x)

X—rX0 X — X0

Er gibt den Anstieg der Tangente an 7(x) in der Stelle xg an.

Bemerkung

| A\

Die Begriffe Differentialquotient in xg, lokale Anderungsrate in xg,
Ableitung in xo und Anstieg der Tangente in xp sind synonym.
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Die Entdeckung der Ableitung — ein Prioritatsstreit

Sir Isaac Newton Gottfried Wilhelm Leibniz
(1642/43-1726/27) (1646-1716)

Abbildung: CCO Abbildung: CCO
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2. Differentialrechnung

2.2 Ableitungsfunktion und Ableitungsregeln

H. Wuschke

09. September 2021
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Ziele der Sitzung

o Begriff Ableitungsfunktion beschreiben kdnnen

@ Den Differentialquotienten nutzen, um Ableitungsfunktionen
herzuleiten

@ Ableitungsregeln iiben
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lokale Anderungsrate — Differentialquotient — Ableitung — Anstieg in xg

Der Differentialquotient einer Funktion f(x) wird auch als lokale
Anderungsrate oder Ableitung an der Stelle xo bezeichnet.

f'(x) = lim 7’(()() —fla) _

X—rXo X — Xo h—0

Er gibt den Anstieg der Tangente an f(x) in der Stelle xg an.

Bemerkung

| A\

Die Begriffe Differentialquotient in xg, lokale Anderungsrate in xg,
Ableitung in xo und Anstieg der Tangente in xp sind synonym.
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Bemerkung Notation des Differentialquotient

Aus der mittleren Anderungsrate

Ay y—yi _ fle)—flxa) Af(x)

Ax  x—xq X2 — X1 Ax

wird durch die infinitesimale Anndherung der Differentialquotient.
Um den Unterschied der Differenzen besser beschreiben zu kdnnen
schreibt man statt A ein d. Somit ist die Schreibweise:

f(x) — f(xo) B df (x) _d
= —af(x)

lim
X—Xp X — Xo dX

Der Nenner gibt dabei an, nach welcher Variable die Funktion
abgeleitet wird.

H. Wuschke 2. Differentialrechnung



Ableitungsfunktion

Die Funktion f’(x) gibt alle Anstiege der Funktion f(x) an und
heift Ableitungsfunktion.

A

Ableitungsfunktion bestimmen

Gesucht ist die Ableitungsfunktion von f(x) = 3x2.

Mithilfe des Differentialquotienten kdnnen die Anstiege an
verschiedenen Stellen xp gebildet werden.

-3 -2 -1 01 2 3

X0

Anstieg in xo‘—18 -12 -6 0 6 12 18

Vermutung: f'(x) = 6x

A
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Aufgabe Ableitungsfunktion

Stellen Sie Vermutungen iiber die Ableitungsfunktionen der
gegebenen Funktionen an:

o g(x) = x?
o h(x) =x3
o k(x)=x*
o m(x) = 2x?
o n(x) = 3x3
o p(x)=gx*

\

Funktionswerte — Hilfestellung

-3 -2 -1 01 2 3

X

x| 9 4 1 0 1 4 9
x3| 27 8 -1 0 1 8 27

v
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Ableitungensregel Herleitung

: +h)—g(x) . (x+h)?-x2
g (x) hTO h hlno
2 2h h2 _ 2
:|imXJr X X = lim 2x + h = 2x
h—0 h h—0
h k) —h
H(x) = lim TXHER Zh0) 500
k—0 k
K (x) = lim Kot h) = k() _ gy
h—0 h )
Ableitungsregel fiir Potenzfunktionen (Potenzregel)
Fiir Potenzfunktionen f(x) = xP gilt:
fix)=p-xP7"
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Bemerkung zum Beweis der Potenzregel

Fiir den Beweis der Potenzregel fiir natiirliche Exponenten wird der
Binomische Lehrsatz genutzt. Dieser besagt, dass fiir x, y € R und

n € Ny gilt:
n n n—1 n
(X+y)n:Z (k> _ank'yk:Xn_’_ (Z (k> -x"k-yk> +yn
k=0 k=1

Der Binomialkoeffizient ist folgendermaRen definiert:

<Z>:(n_2|)|kl ol:=1

Dann gilt fiir f(x) = x":

S G (G5 B S e
h—0 h h—0 h
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Ableitungsbeispiele

d _

a(4 x2) =4.12.x1271 =48 . x!

d (1 d 6
—(=)==@0-t%=1.-(-6)-t%!=-6-t7T=-—=
dt t6> dt( ) (-6) t?

SR

afa
|
o
~__
Il
Q.‘ Q.
|
(6]
\|
g
SN—
Il
|
ol
—
|
\‘
N—r
\|
g
L
|
w
(62
\|
(o)
-
[o0)

£l
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Ableitungensregel Herleitung

m,(X)_Iimz-(x+h)2—2-x2_“m 2x% + 4hx + 2h* — 2x°
50 h  h0 h
:/I7im04x+2h:4x
—>
1 3_1.3
1 h3 — 1
n'(x) = lim 3 A = 5x =...=x?
h—0
1 4_ 1.4
s(x+ h)* — zx 1
"(x) = i 8 ( 87 . = T .3
P x) h0 h 2 ¥

V

Ableitungsregel fiir Funktionen mit konstantem Faktor (Faktorregel)
Fiir Potenzfunktionen f(x) = k - g(x) gilt:

F1(x) = k- g/(x) )




Ableitung von konstanten Funktionen

Fiir eine konstante Funktion f(x) = a (a € R) gilt:

lim
h—0 h h—0 h h—0 h

Ableitung eines konstanten Summanden (Konstantenregel)

Fiir konstante Funktionen f(x) = a gilt:

f'(x) =0
d d _ d —
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Ableitung von Summen von Funktionen

Leiten Sie die folgenden Funktionen mithilfe des CAS ab.
Beschreiben Sie ihre Feststellung.

o f(x)=x3+ x?

o g(x) =2x%+3x
e h(x) = %X3 + %X“

° k(x) = 7x2 —3x + 15

o m(x)=12x — 5
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Ableitung von addierten Funktionen (Summenregel)

Fiir eine Funktion f(x) = g(x) + h(x) gilt:

F'(x) = &'(x) + h'(x)

Herleitung Summenregel

Fiir f(x) = g(x) + h(x) ist die Ableitungsfunktion f'(x)

f(x+ h)—f(x) g(x+ h)+ h(x + h) — (g(x) + h(x))

- flyino h - fllgno h
im B ) =gl | A4 h) = Alx) /
h0 h h—)O h g (x)+ H(x)
Ableitung spe2|e||er Funktionen
g ex = ¢ 4 sin(x) = cos(x) 4 cos(x) = —sin(x)

o
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Anstiege berechnen

Gegeben ist die Funktion f(x) = 2x3 — 4x? + 5x — 18,328.
a) Berechnen Sie den Anstieg an der Stellen x; = —2 und x; = 1.

Schritt 1: Funktion ableiten, weil die Ableitungsfunktion ist eine Funktion,
welche die Anstiege der Funktion an den entsprechenden Stellen angibt.

f'(x) = 6x% —8x +5

Schritt 2: Die Stellen in die Ableitung einsetzen, um die Anstiege dort zu
bestimmen.

f'(—2)=6-(—2)>-8-(—2)+5=45
— der Anstieg bei x; = —2 ist 45.
f'(1)=6-1°-8-1+5=3

— der Anstieg bei xo = 1 ist 3.

H. Wuschke 2. Differentialrechnung



Stellen der Anstiege berechnen
Gegeben ist die Funktion f(x) = 2x3 — 4x? + 5x — 18, 328.

b) Bestimmen Sie die Stellen, an welchen der Anstieg m = 3 ist.

Schritt 1: Funktion ableiten, weil die Ableitungsfunktion ist eine Funktion,
welche die Anstiege der Funktion an den entsprechenden Stellen angibt.
f'(x) = 6x> — 8x +5

Schritt 2: Den Anstieg mit der Ableitungsfunktion gleich setzen und |dsen.

f'(x) =3 6x>—8x+5=3 Losen gt CAS X1 =35 x =1

An den Stellen x; = % und x, = 1 ist der Anstieg 3.

H. Wuschke 2. Differentialrechnung



Bedeutung der Anstiege

Zeigen Sie, dass die Funktion f(x) = 5x? — 3 an der Stelle x = —4
monoton fillt und an der Stelle x = 2 monoton steigt.

Schritt 1: Funktion ableiten, weil die Ableitungsfunktion ist eine Funktion,
welche die Anstiege der Funktion an den entsprechenden Stellen angibt.

f'(x) = 10x
Schritt 2: Die Stellen in die Ableitung einsetzen, um die Anstiege dort zu
bestimmen.

f'(—4) =10 - (—4) = —40 < 0 also fallt die Funktion monoton an der
Stelle x = —4.

f'(2) =10 (2) = 20 > 0 also fallt die Funktion monoton an der Stelle
X =2.
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Anstiegswinkel berechnen

Bestimmen Sie den Anstiegswinkel der Funktion
g(x) = 2x® —5x2 + 7x — 8 an der Stelle x =1

Schritt 1: Funktion ableiten, weil die Ableitungsfunktion ist eine Funktion,
welche die Anstiege der Funktion an den entsprechenden Stellen angibt.

f'(x) = 6x® — 10x + 7

Schritt 2: Die Stelle in die Ableitung einsetzen, um den Anstieg dort zu
bestimmen.

f'(1) =6-(1)> —10-1+7 = 3 also ist 7 der Anstieg an der Stelle x = 1.

Schritt 3: Die Formel m = tan(«) nutzen.

7=tan(a) & a=tan}(7) & a=~81,9°
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2. Differentialrechnung

2.3 Produkt- und Kettenregel

H. Wuschke

15. September 2021
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Einstiegsbeispiel 1

Gegeben ist die Funktion f(x) = x2 - eX.
Dann ist f/(x) = 2x - €< + x? - &

Gegeben ist die Funktion g(x) = 3x> - sin(x).
Dann ist g’(x) = 9x2 - sin(x) + 3x3 - cos(x)

Beschreiben Sie den Zusammenhang zwischen der Funktion und
ihrer Ableitung.
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Produktregel

Seien u(x) und v(x) zwei differenzierbare Funktionen. So gilt:

9 (u(x) - v(:9) = t(x) - v(x) + () V()

Kurznotation der Produktregel

(u-v) =dv+u

Aufgabe Al

Bilden die erste, zweite und dritte Ableitung der gegebenen
Funktionen:

h(x) = (x3 — 2x) - &
k(x) = sin(x) - sin(x) = (sin(x))?
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Verkettung zweier Funktionen

Seien f : Df — Wr und g : Dy — W, zwei beliebige Funktionen.
So ist die Verkettung bzw. Komposition definiert als:

(g o f)(x) = &(f(x))

und
(fog)(x) = f(g(x))
Dabei ist go f : Df|g — Wg(f) und fog: Dglf — Wf(g)

.

Bemerkung zum Definitions- und Wertebereich
f(x) = In(x) dort ist Df = (0; 00) und Wr =R
g(x) =x2—1dortist D, =R und W, = [-1; ]

(g 0 F)(x) = g(f(x)) = g(In(x)) = (In(x))* - 1
Es gilt: go f : (0;00) — (—1; 00)

(fog)(x) =f(g(x)) = f(x* —1) = In(x* - 1)
Esgilt: fog :R\[-1;1] = R
- ________________________________________________________________________________________/




Aufgabe A2

Bilden Sie (g o f)(x) und (f o g)(x) fiir die gegebenen Funktionen:
a) f(x)=x2—-3x+5und g(x)=+vx—2
b) f(x) = e~ und g(x) = 3x® — 5x

Aufgabe A3

Beschreiben Sie die Funktionen, aus denen die Komposition
besteht.

a) f(x)=sin(3(x —2))
b) g(t) =¥

c) h(z) =(3z—4)"

d) k(X) — esin(x2+2)
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Einstiegsbeispiel 2

Gegeben ist die Funktion f(x) = (x® — 2x)°.
Dann ist f'(x) =5 - (x3 — 2x)* - (3x% — 2)

Gegeben ist die Funktion g(x) = cos(3x? — 4x).
Dann ist g’(x) = (6x — 4) - (—sin(3x2 — 4x))

Gegeben ist die Funktion h(x) = ea x> tbxtc
Dann ist h'(x) = (2a- x + b) - ed X2 +bx+c

Beschreiben Sie den Zusammenhang zwischen der Funktion und
ihrer Ableitung.
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Kettenregel

Seien f(x) und g(x) zwei differenzierbare Funktionen. So ist auch
die Verkettung der Funktionen g(f(x)) differenzierbar und es gilt:

9 (g () = () /(F(x)

Miindliche Beschreibung der Kettenregel

Besteht eine Funktion aus einer duBleren und einer inneren
Funktionen, so gilt fiir die Ableitung:

(innere Funktion abgeleitet) - (duBere Funktion abgeleitet)

€

Aufgabe A4

Bilden die erste und zweite Ableitung der gegebenen Funktionen:
h(x) = (x* — 3x2 4 5)°

k(x) = sin(e*)

v
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Ableitung von In(x)
Es gilt: £ (In(x)) =1

Beweis:
eln(x) — x

Nach Kettenregel ist also die Ableitung

(In()) - ") = 1 (In(x))' = -

Ableitung von a*

Es gilt: d% (a¥) =In(a) - a*

Beweis:
X = eln(a") _ ex-ln(a)

Nach Kettenregel ist also die Ableitung

In(a) - "3 = In(a) - &
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Quotientenregel

Aus der Ketten- und Produktregel kann man auch die
Quotientenregel herleiten. Hier gilt:

dix (:8) U (x) - v(x) — u(x) - V/(x)

f(X) — sin(x)

x2

u(x) = sin(x) und v/(x) = cos(x) bzw. v(x) = x? und v/(x) = 2x

_cos(x) - x* —sin(x)-2x _ cos(x) 2 -sin(x)
N x4 X238

f(x)
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2. Differentialrechnung

2.4 Tangenten und Normalen

H. Wuschke

16. September 2021
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Ziele der Sitzung

@ Wiederholung von linearen Funktionen y = m-x+n

o Verdnderung des Begriffes Tangente

e Aufstellung von verschiedenen Geraden-, Tangenten- oder
Normalengleichungen an Funktionen

@ Berechnen von Anstiegswinkeln
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Aufgabe Al ohne CAS

Begriinden Sie die Gleichungen der gegebenen linearen Funktionen.
f(x)=2x—4
y
: k(x)=1
Ha 43 S 1 3 =
. h(x) = —3x —1
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lineare Funktion

Eine Funktion f(x) = m - x + n heift lineare Funktion.

m= 221 Anstieg der Funktion

Xo—x1 "

n = f(0) ... Verschiebung an der y-Achse.

Bemerkung

Eine lineare Funktion ist eindeutig bestimmt durch:
o Zwei Punkte

@ Anstieg und einen Punkt

Passante, Sekante, Tangente

Geraden werden in Abhidngigkeit von ihrer Beriihrung mit anderen
Objekten bezeichnet:

Passante (lat. passare=vorbeigehen):  keine Beriihrung
Tangente (lat. tangere=beriihren): 1 Beriihrungspunkt
Sekante (lat. secare=schneiden): schneidet in 2 Punkten
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Aufgabe A2

Gegeben ist die Funktion f(x) = (x — 3)? — 4.

Bestimmen Sie die Geradengleichung zwischen den Punkten.
a) A(1)2) und B (3|7(3)) b) C(—2|f(—2)) und A

c) D(1|f(1)) und E (7|7(7))

.

Anstieg in xp

Die Ableitung an der Stelle xg beschreibt den Anstieg m der
Tangente an genau dieser Stelle.

f/(Xo) = mT
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Aufgabe A3

Gegeben ist die Funktion f(x) = $x3 — 2x% + 4x — 3,
Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an der gegebenen
Stelle xg.

a) xo =0 (Anstieg im Ursprung)

b) xo =2
C) X0 = -3
d) x = %

Aufgabe A4

Gegeben ist die Funktion f(x) = %x?’ —2x% +4x — 3.
Bestimmen Sie die Stellen, an welchen die Tangente ....

| A

a) ... den Anstieg m =1 hat.
b)
c) ... parallel zur Geraden y = —2x + 5 ist.
d) ... den Anstiegswinkel 45° hat.

A . I

... keinen Anstieg hat.




Anstiegswinkel

Jede Gerade mit Anstieg m hat einen Anstiegswinkel a. Dabei gilt:
m = tan(«)
Fiir den Anstieg einer Funktion f(x) an einer Stelle xp gilt:

f'(x0) = m = tan(«)

Die Gerade, welche an der Stelle xy senkrecht zur Tangente verlduft
heift Normale. Fiir ihren Anstieg my gilt:

my=——
mt
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Aufgabe A5 ohne CAS

Gegeben ist ein Anstieg einer Tangente mt.
Geben Sie den Anstieg der Normalen an.

a) mr =2 b)mT:% c)mr=-4 d)mr=-0,8
eymr=1 f)mr=12 g)mr=-12 h)myr=0

.

Aufgaben A6

Gegeben ist die Funktion f(x) = —x3 +5x2 — 7x +3
Bestimmen Sie, die Gleichung der Tangente und Normale sowie den
Anstiegswinkel beider Geraden in xp.

a) X(J:O
b) x =2
C) X(]:%
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KugelstoB

Der Graph einer abgestoRenen Kugel verlauft auf dem Graphen der
folgenden Funktion:

k(x) = —0,04x> +0,54x + 1,6

Dabei sind x und y in Meter gegeben.

a) Schétzen Sie die KorpergroRe der Person ein, unter der
Annahme, dass die Kugel auf Schulterhéhe abgestoRen wird.

b) Berechnen Sie, wie weit die Kugel fliegt.

c) Begriinden Sie, ob die Kugel nach einer bestimmten Distanz
2,20 m hoch fliegt.

d) Ein idealer AbstoRwinkel ist nach Erfahrungswerten 45°.
Beurteilen Sie den Wurf.
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2. Differentialrechnung

2.5 Monotonie und lokale Extrema

H. Wuschke

23. September 2021
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Ziele der Sitzung

@ Zusammenhang zwischen Monotonie und Ableitung herstellen
@ lokale Extrema berechnen kénnen

o Art des Extremums klassifizieren
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Aufgabe Al ohne CAS

Beschreiben Sie die Monotonie von f(x) = x? mithilfe der
Ableitungsfunktion.

Y f(x) = x?

N

V.
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Monotonie einer Funktion

Seien x; < x2 zwei beliebige Stellen. Eine Funktion f(x) heilt:
@ monoton steigend, falls gilt: f(x1) < f(x2)

@ streng monoton steigend, falls gilt: f(x1) < f(x2)

e monoton fallend, falls gilt: f(x1) = f(x2)

@ streng monoton fallend, falls gilt: f(x1) > f(x2)

Monotoniesatz

Sei f(x) eine differenzierbare Funktion. Wenn

e f/(x) > 0ist, dann ist f(x) streng monoton steigend.
e f/(x) < 0ist, dann ist f(x) streng monoton fallend.

Umkehrung des Monotoniesatzes

Die Umkehrung gilt nicht!  Beispiel: f(x) = x>.
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Aufgabe A2

Gegeben ist die Funktion f(x) = —%xf’ + 2AT5X3

a) Wahlen Sie drei beliebige Stellen aus und beschreiben Sie die
Monotonie an diesen Stellen.

b) Begriinden Sie, dass f(x) an der Stelle x = —2 die Monotonie
verandert.

c) Zeigen Sie, dass f(x) an der Stelle x = 2 einen Hochpunkt
besitzt.

d) Begriinden Sie, dass sich die Monotonie von f(x) an der Stelle
x = 0 nicht verdndert.

v
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Lokales Extremum

Wenn der Graph einer differenzierbaren Funktion f(x) an der Stelle xg ein
lokales Extremum besitzt, dann ist:

f'(xe) =0 (notwendige Bedingung)

Hat f’(x) an der Stelle xg einen Vorzeichenwechsel von + zu —, so
handelt es sich um einen lokalen Hochpunkt/ein lokales Maximum.

Hat f'(x) an der Stelle xg einen Vorzeichenwechsel von — zu +, so
handelt es sich um einen lokalen Tiefpunkt/ein lokales Minimum.

Wenn der Graph einer differenzierbaren Funktion f(x) an der Stelle xs
einen Sattelpunkt oder einen lokalen Terassenpunkt besitzt, dann ist
f'(xs) = 0 und f'(x) hat dort keinen Vorzeichenwechsel.
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Satz von Rolle

Sei f : [a; b] — R eine stetige, Funktion, die differenzierbar auf dem
Intervall (a; b) ist und gelte

dann gibt es ein xo € (a; b), fiir welches gilt:

fI(X()) =0
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Aufgabe A3

Bestimmen Sie die Koordinaten und Art der Extrempunkte der
gegebenen Funktionen:

a) a(x) = §x3—3x

b) b(x) = 4x® — 6x? + 9x
c) c(x)=

&) dx) = e (x— 2

e) e(x)= X4 + x3
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Aufgabe A3 (Variante 1)

Losungvariante 1 — mit Vorzeichenwechsel a(x) = 1x® - 3x
Schritt 1: Ableitung bilden
d(x)=3ix*-3

Schritt 2: 1. Ableitung mit Null gleichsetzen

©

0:%x2—3 & 9=x> & x=-3undxx=3
Schritt 3: Vorzeichenwechsel der Ableitung betrachten

a'(—3,1) ~ 0.2 und a'(—2,9) = —0,2 — an der Stelle x = —3 liegt ein
Hochpunkt vor, da a(x) von monoton steigend in monoton fallend iibergeht.

a'(2,9) = —0,2 und &'(3,1) ~ 0,2 — an der Stelle x = 3 liegt ein
Tiefpunkt vor, da a(x) von monoton fallend in monoton steigend iibergeht.

Schritt 4: Koordinaten der Extrema bestimmen

a(=3) = 6 — H(-3|6) a(3) = —6 — T(3| - 6)
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Globales Extremum
Sei f : D — R eine beliebige Funktion.

Falls es einen Punkt H(xy|yy) gibt mit f(x) = yy fir alle x € D
gibt, so wird dieser als globales Maximum bezeichnet.

Falls es einen Punkt T (x7|yr) gibt mit y7 < f(x) fiir alle x € D
gibt, so wird dieser als globales Minimum bezeichnet.

v

Satz vom Minimum und Maximum

Jede stetige Funktion f : [a; b] — R ist beschrankt und nimmt ein
Minimum und ein Maximum an.

Bei Funktionen f : [a; b] — R kdnnen die globalen Extrema auch an
den Randern a und b sein. )
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Hinreichendes Kriterium lokaler Extremstellen
Fiir eine Funktion f(x) und ihre Ableitungen f/(x) und f”(x) gilt:

Wenn f’(xg) = 0 und gleichzeitig f”(xg) < 0 ist, dann hat der
Graph von f(x) an der Stelle xg ein lokales Maximum.

Wenn f’(xg) = 0 und gleichzeitig /”(xz) > 0 ist, dann hat der
Graph von f(x) an der Stelle xg ein lokales Minimum.

Aufgabe A4
Bearbeiten Sie Aufgabe A3 mithilfe dieses hinreichenden Kriteriums.

Bemerkung zur Bestimmung des Art des Extremums

Der Vorzeichenwechsel der Ableitung funktioniert immer.

Das hinreichende Kriterium mit der zweiten Ableitung funktioniert
nicht immer.
Beispiel: f(x) = x

4
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Aufgabe A4 (Variante 2)

Losungvariante 2 — mit zweiter Ableitung a(x) = %x?’ —3x

Schritt 1: Ableitungen bilden
a(x)=3x>—3 a'(x) = 3x

Schritt 2: 1. Ableitung mit Null gleichsetzen
0:%X2—3 o 9=x2 & x3=-3undxx=3
Schritt 3: 2. Ableitung zur Uberpriifung nutzen
a’(—3) = =2 < 0 — bei x = —3 liegt ein Hochpunkt vor
a’(3) =2 > 0 — bei x = 3 liegt ein Tiefpunkt vor
Schritt 4: Koordinaten der Extrema bestimmen

a(=3) = 6 — H(-3|6) a(3) = —6 — T(3| - 6)
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2.6 Kriimmungsverhalten und lokale Wendepunkte

H. Wuschke

29. September 2019
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Ziele der Sitzung

@ Wendepunkte berechnen kénnen

@ Links- und Rechtskriimmung von Funktionen beschreiben
o Begriffe konvex und konkav kennen

@ Funktionsgleichung, 1. Ableitung, 2. Ableitung und 3.
Ableitung korrekt verwenden
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Aufgabe Al ohne CAS

Beschreiben Sie den Zusammenhang zwischen der Funktion und
ihren beiden Ableitungen.

f//(X)
T / (| f(x

— ]
¥

—4 /
V.
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Wendepunkt einer Funktion

Sei f(x) eine differenzierbare Funktion.

Die Stelle, an der f/(x) einen Extrempunkt besitzt, heifit
Wendestelle xyy. Setzt man diese Stelle in die Funktionsgleichung
ein, erhalt man den Wendepunkt von f(x). Deshalb gilt:

f'(xw) =0 " (xw) # 0

.

Eigenschaften der Wendepunktes

@ Am Wendepunkt hat f(x) den extremsten Anstieg bzw. das
extremste Gefalle.

@ Am Wendepunkt dndert sich das Kriimmungsverhalten der
Funktion.
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Krimmungsverhalten

Wenn f”(x) < 0 ist, heiRt die Funktion rechtsgekriimmt oder konkav.

Wenn ”(x) > 0 ist, heift die Funktion linksgekriimmt oder konvex.

@ Merkspriiche fiir konvex und konkav:

konkav, wie ein Schaf konvex fliegt die Hex’
@ Zur Entscheidung, iiber konvex/konkav kann man gut Smileys
nutzen.
f"(x) <0 — &) — konkav
"(x) >0 — © — konvex
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Aufgabe A2 ohne CAS

Gegeben ist die Funktion f(x) = —2x3 4+ 6x2 — 12x + 1
a) Geben Sie den Schnittpunkt mit der y-Achse an.

b) Bestimmen den Wendepunkt der Funktion.

c) Beschreiben Sie die Eigenschaft des berechneten
Wendepunktes.

d) Geben Sie Stellen an, an welchen f(x) konvex ist und
begriinden Sie ihre Auswahl.

Aufgabe A3

Bestimmen Sie die Extrempunkte und Wendepunkte der gegebenen
Funktionen. Treffen Sie auBerdem Aussagen iiber Monotonie und
Kriimmungsverhalten der Funktionen.

a) g(x) =x3+6x%+9x
b) h(x)= éx“ — %x?’
C) k(X) _ (X _ 2)2 . efx3+2x2+1
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Ein Sattelpunkt oder lokaler Terassenpunkt ist ein besonderer
Wendepunkt an der Stelle xs, mit folgenden Eigenschaften:

f'(xs) =0 f"(xs) =0 f"'(xs) # 0

Aufgabe A4 ohne CAS

Skizzieren Sie den Graph einer Funktion b(x) mit den gegebenen
Eigenschaften.

a) ein Wendepunkt, ein Hochpunkt, ein Tiefpunkt

b) Achsenschnittpunkte S,(0[2), Sy, (—2|0) und S, (3|0), zwei
Tiefpunkte, ein Hochpunkt, zwei Wendepunkte

c) zwei Wendepunkte, kein Extrempunkt
d) ein Tiefpunkt, drei Wendepunkte, ein Hochpunkt

e) ein Hochpunkt, zwei Wendepunkte
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Das Profil des Schicksalsbergs kann an der zu Gondor gewandten
Seite etwa mit der Funktion beschrieben werden:

b(x) = —3,11-1077-x*42,78-107*. x> —0, 0698 x> 40, 04-x+1287

Dabei sind x und y in Meter angegeben. Nachdem Sauron besiegt
wurde, wollen die Einwohner von Minas Tirith wieder ein wenig
Spal haben und eine Sommerrodelbahn am Bergeshang errichten.
Sie soll im Intervall 0 < x < 320 verlaufen.

a) Begriinden Sie, dass zu Beginn noch ein kleiner Aufstieg
vorhanden ist.

b) Bei einem Fall von iiber 53° ist die Fahrt fiir Menschen
lebensgefahrlich. Entscheiden Sie, ob die Testfahrer iiberleben.
c) Am Ende der Bahn soll eine Schanze s(x) zum Sprung auf den
Boden Mordors gebaut werden.
Bestimmen Sie die Funktionsgleichung von s(x) unter der
Bedingung, dass sie knickfrei an b(x) anschlieft.

V.
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Anschluss an den Funktionsgraphen

Sei f(x) gegeben.
Eine zweite Funktion g(x) soll an der Stelle x4 an f(x) anschlieBen.

Dafiir muss auf jeden Fall gelten:
f(xa) = g(xa)

Damit der Anschluss knickfrei, ohne Knick, tangential, mit gleichem
Anstieg ist, muss gelten:

f'(xa) = &'(xa)

Bei Gleisen und StraRen wird fiir hohe Geschwindigkeiten zusatzlich
gefordert, dass:

f"(xa) = &"(xa)
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2. Differentialrechnung

2.7 Parameterfunktionen

H. Wuschke

08. November 2021
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Ziele der Sitzung

@ Anwendung des gelernten Wissens auf Parameterfunktionen

@ Ortskurve von Extrem- oder Wendepunkten bestimmen
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Al Wiederholung Ableitung

Bilden Sie die gewiinschten Ableitungen

a) %(3-x4—%-x2+ex—3-sin(x))

b) £ (3-x*-t2— & - x%-t+eX—3cos(t))
c)%(5-32-b3—13-a3-b2+8-a-b—6-a)
d) & (5-2%-b>—13-2°- b>+8-a-b—6-a)
e) % (€3¢ +sin(7c — 6x))

f) & (&3**+¢ +sin(7c — 6x))
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Parameterfunktion

Eine Funktion fi(x) heift Parameterfunktion mit der Variable x
und dem Parameter k. Hierbei ist der Parameter k € R eine feste
Zahl. Manchmal heit dies auch Funktionsschar.

Beispiel

Gegeben ist die Funktionsvorschrift g;(x) = t2 - x3 — t* - x + 6
g(x)=22.x3 -2 . x+6=4x3—16x+6

g-s5(x) = (-5)2 x> — (-5)* x+6 = 25x3 — 625x + 6
go(x)=0%-x*—0* x+6=0-x>—0-x+6=6
g1(x)=x3—x+6 und g1(x)=x3—x+6

gi(x)=3-t2.-x2 -4

gl(x) =6t x

gl'(x) =6t Jede weitere Ableitung ist natiirlich 0.

V
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Bemerkung

Nullstellen, Extrempunkte und Wendepunkte sind meist auch in
Abhingigkeit vom gegebenen Parameter.

€

1 1 1
fa(x):Ex-(a—x)z:§-x3—a-x2+§-a2-x; acR

fa(x) besitzt offensichtlich (linke Darstellung des Funktionstermes)
die Nullstellen x; = 0 und x» = a.

1
fi(x) = ;-X272-a-x+§-32; f(x)=3-x—2-a;, £"(x)=3

Die Extrempunkte liegen bei E; (% | %) und Ex(al0).

Der Wendepunkt liegt bei W (23—3 | %)
4

H. Wuschke 2. Differentialrechnung



A2 Abitur 2017 B1 (Teil 1)

Die Abbildung zeigt Langsschnitte von fiinf y
Glasern einer Glas-Serie; Fiile und Stiele
der Glaser sind nicht abgebildet. [...] eine
Langeneinheit entspricht 1 cm in der
Wirklichkeit. Die Formen der Glaser sind so

II
III

gewahlt, dass jeder der fiinf Langsschnitte v
modellhaft mithilfe einer der in R v
definierten Funktionen f; mit

3 3 X
f- — _7/( 4 7/(2‘ 2 k R+ B R >
x(x) 515 kX +32 X und k € 4 2 o 2 4

beschrieben werden kann. Dabei gehdrt f, zum Likorglas der Serie, die
Funktion f3 zum Cocktailglas. Das Sektglas hat eine Hohe von 12 cm, sein
Rand einen Durchmesser von 6 cm. Die Materialstarke der Glaser soll
vernachldssigt werden.

a) Ordnen Sie dem Likdrglas und dem Cocktailglas jeweils den
zugehdrigen Graphen aus der Abbildung zu.

v
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A2 Abitur 2017 B1 (Teil 2)

3 3
f(x) = — k- x* + 2 k2 . X2 +
«(x) sk X Tk x und k € R

b) Bestimmen Sie fiir das Sektglas den zugehdrigen Wert von k.

c) Begriinden Sie, dass der Graph von f fiir jedes k € RT symmetrisch
zur y-Achse ist.

d) Bestimmen Sie Lage und Art der Extremstellen von fj.
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Der Graph einer Funktion, auf dem alle Extrem- bzw. Wendepunkte einer
Parameterfunktion liegen, heift Ortskurve der Extrempunkte bzw.
Ortskurve der Wendepunkte.

Bemerkung
Jeder Extrem- bzw. Wendepunkt besitzt in der Regel eine eigene Ortskurve.
1 .

Beispiel
1
fa(x) = =x (a—x)2:f‘x3—a~x2+§-a2 x;aelR
E1<§\¥) - x=%&a=3-x — y:2'(23;<)3:23

A\
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2.8 Funktionsbestimmung

H. Wuschke

06. Dezember 2021
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Ziele der Sitzung

@ allgemeine Funktionsgleichungen angeben
@ aus gegebenen Informationen Gleichungen aufstellen

@ das lineare Gleichungssystem |Ssen und die Funktionsgleichung
bestimmen
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Aufgabe Al

Leiten Sie die gegebenen Funktionen jeweils zweimal nach x ab.
O Ff x—ax2+b-x+c
Qg:x—ax>+b-x2+c-x+d

Q@ hix—sax*+b-x3+c-x>+d-x+e

Q kix—ax+b-x*+c-x3+d-x®>+e-x+f

Aufgabe A2

Bestimmen Sie eine Funktion zweiten Grades, welche durch
folgende Punkte beschrieben wird:

O Pi(—3[18), P2(2[8), P3(4[32)
Q Pi(0] —3), P2(=3]0), Ps(1] — 2)
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Funktionsbestimmung

Ziel der Funktionsbestimmung ist es, in der Regel eine
ganzrationale Funktion vom Grad n zu bestimmen.

Gesucht: f(x) =ap-x"+a1-x" 4 .. 4+a, 0 -x>+a,1-x+ap
Methode: Lineares Gleichungssystem aufstellen

Die Funktionsgleichung hat n+ 1 unbekannte Koeffizienten, also
bendtigt man fiir eine eindeutige Losung eines linearen
Gleichungssystems n + 1 unabhangige Gleichungen.

Beispiel

Um eine Funktion zweiten Grades f(x) = ag - x> + a1 - x + a2
bestimmen zu kdnnen, werden 3 Gleichungen benétigt.
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Beispiel Funktionsgleichung aus Informationen bestimmen

Gesucht ist eine Funktion 5. Grades durch den Ursprung mit einem
Hochpunkt H(1|1) und einem Sattelpunkt S(2| — 3).

Gesucht: g(x) =a- x>+ b-x*+c-x3+d- x> +e-x+f

6 Informationen:

Punkte: g(0) =0, g(1) =1, g(2) = -3,

Extremum: g/'(1) =0, g'(2) =0

Wendepunkt: g”(2) =0

Gleichungssystem aufstellen und anschlieBend |6sen fiihrt zu:

4 1.035X3 n %xz B SEX
8 4 2

Grafische Probe zeigt: g(x) besitzt die Eigenschaften.

67
= g(x) = —§x5 + 5bx
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Aufgabe A3

Bestimmen Sie die Funktionsgleichungen der dargestellten
Funktionen.

N \ (| f(x

V
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2. Differentialrechnung

2.9 Regression

H. Wuschke

06. Januar 2022
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Ziele der Sitzung

@ aus gegebenen Daten eine Funktionsvorschrift aufstellen

@ Regressionsfunktionen mit unterschiedlichen Methoden
aufstellen

@ Bezug zwischen Regressionsfunktion und Regressionsgerade
beschreiben
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Aufgabe Al
Bestimmen Sie die Gleichung einer Funktion £ : R — R, die folgende
Eigenschaften besitzt:
o f(x) verlduft durch den Punkt P (3 | 2).
o Im Punkt H(3|10) besitzt die Funktion f(x) ein lokales Maximum.
@ Am Schnittpunkt mit der y-Achse entspricht der Anstiegswinkel von
f(x) ca. 20°.
@ Ab dem gemeinsamen Beriihrungspunkt B(5|f(5)) mit der Funktion
g(x) = —x? + 8x — 10 ist f(x) konkav.

\.

Aufgabe A2
Modellieren Sie die Einwohnerzahlen von Friedland mithilfe einer Funktion
ab 2015. Beurteilen Sie diese anschlieBend.

Jahr | 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | 2019 | 2020
Personen | 6.779 | 6.673 | 6.514 | 6.364 | 6.456 | 6.403

v
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Losung Aufgabe Al

f(x) =~ —0,026596 - x° +0, 438295 - x° — 2, 54064 - x* + 5, 71556 - x°

—3,17132 - x> + 0,36397 - x + 1, 80423

A

Y
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Losung Aufgabe A2

791 1753 2105 8411 15587
flx) = ——-x° XA 3 SV N by (¢
)= X T g X T Xt X T e Xt
\SQ Einwohneranzahl
6000
5000
4000
3000
2000
1000
Jahre ngch 2015
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
In diesem Jahr wird Friedland aussterben! )
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Regression (lat. regression= das Zuriickgehen)

.Die Regression gibt einen Zusammenhang zwischen zwei oder
mehr Variablen an. Bei der Regressionsanalyse wird vorausgesetzt,
dass es einen gerichteten linearen Zusammenhang gibt, das heift,
es existieren eine abhingige Variable und mindestens eine
unabhangige Variable. Welche Variablen abhangig und welche
unabhingig sind, muss aufgrund inhaltlich logischer Uberlegungen
identifiziert werden konnen. Mit Hilfe der Regressionsanalyse kann
eine Regressionsfunktion errechnet werden, welche die Anhdngigkeit
der beiden Variablen mit einer Geraden beschreibt. Die ermittelte
Regressionsgerade erlaubt es, Prognosen fiir die abhingige Variable
zu treffen, wenn ein Wert fiir die unabhéngige Variable eingesetzt
wird. Umgekehrte Riickschliisse sind nicht zulassig.“?

*Statista, zuletzt abgerufen am 04.01.2022
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https://de.statista.com/statistik/lexikon/definition/112/regression/

Nutzen von Regression

Rencher und Schaalje beschreiben bereits in der Einfiihrung ihres
Buches Linear Models in Statistics (2008, S. 2f.), dass es
verschiedene Griinde fiir Regressionsmodelle gibt:

© Prediction (Vorhersage)

@ Data Description or Explanation

© Parameter Estimation (Einschitzung)
© Variable Selection or Screening

© Control of Output
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http://www.utstat.toronto.edu/~brunner/books/LinearModelsInStatistics.pdf

Aufgabe A3 — Abitur 2008

Uber die 8 Planeten Planeten unseres Sonnensystems sind die in der Tabelle
gegebenen Daten bekannt.

Dabei ist v die MaRzahl der mittleren Bahngeschwindigkeit in km -s~% und r
die MaRzahl der mittleren Entfernung von der Sonne in 10° km.

Merkur | Venus | Erde | Mars | Jupiter | Saturn | Uranus | Neptun
57,9 108,2 | 149,6 | 227,9 | 778,3 | 1427,0 | 2869,9 | 4496,7
v | 47,80 | 35,03 | 29,79 | 24,13 | 13,06 9,64 6,81 5,43

Der Zusammenhang zwischen v und r kann durch Funktionen ndherungsweise
beschrieben werden.

Finden Sie drei Gleichungen geeigneter Funktionen, indem Sie folgende
Regressionen ausfiihren:

© v = fi(r) ...lineare Regressionsfunktion
@ v = f(r) ...exponentielle Regressionsfunktion
© v = f3(r) ... Potenz- bzw. Powerregression

Beurteilen Sie die Funktionen hinsichtlich ihrer Brauchbarkeit. /



Lésung Aufgabe A3
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Geben Sie in Lists & Spreadsheet die Daten geordnet ein und
beschriften Sie die Spalten mit einem Wort.
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Losung Aufgabe A3
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Fiigen Sie ein Data & Statistics-Dokument hinzu. )
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Losung Aufgabe A3
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Versehen Sie im Data & Statistics-Dokument die Achsen mit den
Namen aus der Tabelle. )
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osung Aufgabe A3
Lineare Regression

(mx+b) anzeigen

(i} Lineare Regression

457 (a+bx) anzeigen
m

Median-Median anzeigen

)

35 Quadratische Regression anzeigen
©
e’ Kubische Regression anzeigen

L Regression vierter

25+ Ordnung anzeigen
Potenz-Regression anzeigen
Exponential-Regression anzeigen

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
r

Gehen Sie auf den Schraubenschliissel — Analysieren — Regression
und wahlen Sie die gewiinschte Regressionsart aus.
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Lésung Aufgabe A3
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Notieren Sie sich nach jeder Regression die Funktionsgleichung.
Nutzen Sie die Schieberegler (Symbol neben dem
Schraubenschliissel), um verschiedene Farben zu vergeben. Dies

macht die Beurteilung einfacher.
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Wissenswertes zur Regression

Der Begriff der Regression geht auf Sir Francis Galton (1822-1911)
zuriick, welcher mit statistischen Methoden Wegbereiter fiir
Erkenntnisse der Genetik war.

Fiir den Artikel auf Wikipedia hier klicken.

Um die Punkte auf der Funktion mit den Datenpunkten ideal
anzupassen bzw. die korrekten Koeffizienten zu wahlen, wir die
Methode der kleinsten Quadrate von den Rechnern genutzt. Diese
Methode hat der kleine Carl Friedrich GauR (1777-1855) bereits
durch ihn als Zwolfjahriger auf seinem Schulweg in Braunschweig
genutzt. Offiziell verwendet er dies 1801 in der Astronomie in
Dokumenten.

Fiir den Artikel auf Wikipedia hier klicken.
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https://de.wikipedia.org/wiki/Regression_zur_Mitte
https://de.wikipedia.org/wiki/Methode_der_kleinsten_Quadrate

2. Differentialrechnung
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Ziele der Sitzung

e Mit Hilfe der Differentialrechnung Extremwertprobleme 13sen
@ Zielfunktion mithilfe gegebener Nebenbedingung aufstellen

o Planimetrische und stereometrische Formeln im Tafelwerk
finden
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Aufgabe Al

Frieda Frohlich mochte gerne Erdmannchen ziichten, da diese
possierlichen Tierchen sie stets erheitern. Erdmannchen sind jedoch
Wildtiere, deshalb ist es verboten, sie im Haus zu halten. Frieda
kauft sich insgesamt 40 m Glasplatten (mit einer Dicke von 19 mm
und einer Hohe von 1,5 m), welche das Gehege einzidunen sollen.
Bevor jedoch weitere Planungsschritte erfolgen (geniigend groler
Sandhaufen, Bodenabdichtung, Schutzhaus mit Warmelampe),
muss die Flache geplant werden. Frieda hat dafiir zwei Optionen:

Option 1 — frei liegendes Gehege
Option 2 — Gehege an einer Hauswand

Damit die agilen Erdmannchen auch geniigend Auslauf haben, soll
die umzdunte Flache maximal sein.
Bestimmen Sie fiir beide Optionen die maximale Flache.
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Losungsnotizen Aufgabe Al — Option 1

Umfang des Geheges 40 m; Flacheninhalt soll maximal werden
Option 1

Zielfunktion Nebenbedingung
A(a,b) = a-b u(a,b) = 2-(a+b)
40 = 2-(a+b)
A(a,b) = a-b 20-b = a
Ab) = (20—b)-b =20b—b?

Grafische Ermittlung des Maximums der Funktion A(b) ergibt H(10 | 100).
Also fiir b =10 m und damit auch a = 10 m ist der maximale
Flicheninhalt 100 m2.

\.

Aufgabe Al — Option 2

Durch die verdnderte Nebenbedingung ergibt sich auch eine andere
Zielfunktion. Die LOsung ist im essentiellen: Eine Seite ist 10 m und eine
Seite ist 20 m lang, daher ist der maximale Flacheninhalt 200 m2.

’
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Extremwertprobleme

Bei Extremwertproblemen soll ein extremer (maximaler/minimaler)
Wert fiir eine GroRe in einer Sachsituation (Zielfunktion) unter
Nutzung einer Nebenbedingung bestimmt werden.

Satz vom Maximum und Minimum (vgl. 23.09.2021)

Ist f : [a, b] — R eine stetige Funktion, so gibt es stets Argumente
Xmin» Xmax € [a, b] derart, dass fiir jedes Argument x € [a, b] die
folgende Ungeichung erfiillst ist:

F0mn)) = 7(00) S Fl0%me)

Bemerkungen

@ Die Zielfunktion hat mehrere Variablen und wird durch
Nebenbedingungen zu einer Funktion mit einer Variablen
umgeformt.

@ Extrema kdnnen auch am Rand (f(a) oder f(b)) sein.




Aufgabe A2

Modellieren Sie ein Reagenzglas mithilfe einfacher Korper. Es soll
ein Fassungsvermdgen von 40 cm? aufweisen.

Bestimmen Sie bei welchen Abmessungen sich ein minimaler
Materialverbrauch ergibt. Bewerten Sie das erhaltene Ergebnis.

Aufgabe A3

Es einem quadratischen Stiick Papier mit einer Seitenldnge von 20
cm soll eine oben offene Schachtel hergestellt werden. Dazu werden
an allen vier Ecken gleich groBe Quadrate aus gespart und
anschlielend die vier Rander nach oben gebogen. Berechnen Sie,
fir welche Hohe das Volumen dieser Schachtel maximal ist.
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Aufgabe A4

Gegeben ist die Funktion f(x) = (x —2)2 + 1,5 fiir 0 < x < 2.
Von allen achsenparallelen Rechtecken mit dem Ursprung als einem
Eckpunkt und dem Punkt P(x | f(x)) als gegeniiberliegendem
Eckpunkt ist dasjenige mit maximalem Flicheninhalt zu bestimmen.

Schrittfolge bei Extremwertproblemen an Funktionsgraphen

@ Erstellen einer Funktionsgleichung fiir die zu optimierende GroRe
a) GroBen in einer Skizze festhalten
b) Extremalbedingung
c) Nebenbedingung
d) Zielfunktion
e) Definitionsbereich der Zielfunktion
© Ermitteln der Extrempunkte der Zielfunktion
a) Graphikmodus oder Berechnung mit Ableitungen der Zielfunktion
b) Rénder iiberpriifen (Randbedingung)
© Ergebnis mit allen relevanten GréRen angeben und im Sachverhalt
beurteilen.
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