Aufgaben zur Wiederholung Nullstellen (05.08.2021)
H. Wuschke

Aufgabe 1 (3 BE pro Funktion — ohne CAS)

Berechnen Sie die Nullstellen und den Scheitelpunkt der gegebenen quadratischen Funktionen.
fi(z) = z(x +5) fo(z) = 222 — 8

f3($)2$2*$*6 falx)=(x—2) - (x+3)

Aufgabe 2 (2 BE pro Aufgabe — ohne CAS)

Berechnen Sie die Nullstellen der folgenden Funktionen.

a(r) = 2 + 5x? b(x) =¢€"-(x —4)
c(z) = Vbx? - 10 d(z) = 2* — 8z + 12
e(z) = 4a? — 8 — 4x fz)=(z+3)? -1
g(w)zzti h(z) =2-3% —18
i(r) = 2% — €2 j(x) =Tz -In(2z + 1)
372 + 6z " " "
k(z) = - I(x) = 4ze” — 8¢” + 4a’e
m(x) = 222 - sin(z) n(x) =In(z —3) +1
o(z) = 23 cos(x) + 4a® p(x) = (2 +7) - In(x)
q(z) =vV2 -4z —2x+1 r(z) = (2% — 9)°

Aufgabe 3 (2+2 BE)

Ermitteln Sie, wie der Parameter a gewdhlt werden muss, damit der Graph der Funktion genau
zwei Nullstellen besitzt.

g(z) =222 +62z+a h(z) = 2% — ax + 4

Aufgabe 4 (4+3 BE) — TR, kein CAS-Befehl

Gegeben ist das Polynom p : R — R; 2 +— 2% 4 62 4 323 — 1022

a) Bestimmen Sie alle Nullstellen.

b) Bestimmen Sie mithilfe des Horner-Schemas f(2), f(—1) und f(10)

Aufgabe 5 (2 BE)

Von einem Polynom vierten Grades sind die Nullstellen bekannt: 1 = —2, 9 = 0, 23 = 3,
x4 = 5. Weiterhin gilt: f(4) = —72. Bestimmen Sie ausgehend von diesen Informationen die
Funktionsgleichung.



Aufgaben zur Wiederholung Nullstellen (05.08.2021)

H. Wuschke

Aufgabe 1 (3 BE pro Funktion — ohne CAS)

Berechnen Sie die Nullstellen und den Scheitelpunkt der gegebenen quadratischen Funktionen.

fi(z) = z(z +5)
fo(z) =222 — 8

f3(z)

fa(@) = (x = 2) - (z+3)

=222 -6

21 =0 und 29 = —5

r1=—2und x9 = 2
mlzgundxgz—%
r1 =2 und z9 = —3

S(-31-%)

S(0]-8)
S(41-2)
S(41-2)

Aufgabe 2 (2 BE pro Aufgabe — ohne CAS)

Berechnen Sie die Nullstellen der folgenden Funktionen.

a(x) = 2° 4 5
c(x) 522 — 10

e(z) = 42? — 8 — 4z

g(z)

- 322 + 6z

o) =5

m(x) = 222 - sin(z)
o(z) = 2° cos

g(z) =vV2 -4z -2z +1

Aufgabe 3 (2+2 B

T1/2 = 0; xr3 = -5

xrp = — 2; 1'2:\/5
561:2', 372:*1
z+3
r1 = -3
z—4 o
1 = —€; Ty =¢€
:r1:0; 372:*2

rp=Fk-m ke

(z) + 42° 1 =0

— . 1

Ty = 2’ To = 2
E)

b(x)

=% (z —4)
d(z) = 2% — 8z + 12
flz) = (z +3)* ~ 1
h(z)=2-3" 18

jx) =7z -In(2z + 1)

I(x) = 4ze® — 8¢” + 4a%e®

.771:4

1 =2; x9=06

Tr1 = *2; o = —4

1}1:2

1 =0
T =1, 20 = -2

~1 1
r1=e +3=3+-
e

r=1

Ermitteln Sie, wie der Parameter a gewdhlt werden muss, damit der Graph der Funktion genau

zwel Nullstellen besitzt.

g(z) =222 +62+a
a) ():;L'2+3;L'+% =

b)():.rzfax+4 =

=

h(z) =2 —ax + 4

+ =

[\G][%)
=[O
|

[\ClIS]

51?1/2 = —

>0

=

=[O

a
>3

(V)i
[ Ne}

¢ _16>0 < a®>64

a < —8 oder a > 8 in Intervallschreibweise: a € (—o0; —8) U (8;00)

=

9
(,l<§



Aufgabe 4 (4+3 BE) — TR, kein CAS-Befehl

Gegeben ist das Polynom p: R — R;x — 2 + 62* + 323 — 1022

a) Bestimmen Sie alle Nullstellen.

Es ist p(z) = 2° + 62 4+ 323 — 1022 = 2% - (23 + 62® + 32 — 10). Daher ist z = 0
eine doppelte Nullstelle. Anschliefend muss eine Nullstelle geraten werden, z.B. z = 1 ist
Nullstelle. Abspalten durch Horner-Schema:

Also ist p(z) = 25+ 62 + 323 — 1022 = 22 - (x—1)- (12 + 7x + 10)
Die letzten beiden Nullstellen kénnen mit p-g-Formel ermittelt werden und sind x = 5 und
=2

b) Bestimmen Sie mithilfe des Horner-Schemas f(2), f(—1) und f(10)
(1 6 3 -10

2 16 38
211 8 19 28

1 6 3  -10
10 160 1630
10 |1 16 163 1620

Aufgabe 5 (2 BE)

Von einem Polynom vierten Grades sind die Nullstellen bekannt: 1 = —2, 0 = 0, x3 = 3,
xy = 5. Weiterhin gilt: f(4) = —72. Bestimmen Sie ausgehend von diesen Informationen die
Funktionsgleichung.

f@)=a-(@+2) -z (& -3) (& -5)
fA=-12 o -T2=a-6-4-1-(-1) & -T2=-24-a <a=3
= f(z)=3-(x+2)-2-(x—3)-(r—5) =32* — 1823 — 322 + 90z




Aufgaben zu Funktionentypen und Zahlenfolgen (12.08.2021)
H. Wuschke

Aufgabe 1 (3 BE)

Bestimmen Sie die Definitionsbereiche der gegebenen Funktionen.
a) f()= e
b) g(x) = \/sin(z)

¢) h(z) =In(sin(x))

Aufgabe 2 (4 BE)

Verschieben Sie den Funktionsgraphen der gegebenen Funktionen
a) f(x)=22%— 42+ 5; 4 LE — 2LE |
b) g(x) = et 7T -2, 2LE + 3 LE 1

Aufgabe 3 (3 + 2 + 3 BE)

Gegeben sind die Punkte A(1]3), B(2|7) und C(4/6).

a) Bestimmen Sie die lineare Funktion g;(z), die durch A und B verlaufen sowie die lineare
Funktion g2(x) durch B und C.

b) Bestimmen Sie eine quadratische Funktion. deren Graph durch die drei Punkte verlduft.
c) Untersuchen Sie, ob es auch eine trigonometrische Funktion vom Typ a-sin(b- z) 4 d gibt.

d) Untersuchen Sie weiterhin, ob es eine Exponentialfunktion a-b* + ¢ durch drei Punkte oder
ob es eine Exponentialfunktion vom Typ a - €* + ¢ durch zwei Punkte gibt.

Aufgabe 4 (4 BE pro Aufgabe)

Stellen Sie die ersten 10 Folgenglieder der gegebenen Folge in einer Wertetabelle dar. Geben Sie
auerdem das 20. und 100. Folgenglied an.

1. (an) = (2-n?)

2. (ba) = ((-1)" )

3. (e) = (1" 555)

4 (d) = (& (1+(=1))
5. (en) = (I3 = 7

6. (fa) = (V5)

Aufgabe 5 (4 BE)

1
Begriinden Sie, dass lim — =0 ist.
n—oo n,



Aufgabe 6 (6 BE)

Bestimmen Sie den Grenzwert der Folgen (a,) = (e™") und (b,) = (& - cos(n)). Stellen Sie dazu
zundchst eine Vermutung auf und beweisen Sie diese.

Aufgabe 7 (6 BE)

n

1
Es gilt lim <1 + — | = e. Bestimmen Sie zu den gegebenen ¢ das entsprechende Folgenglied,
n—oo n

ab dem alle weiteren in der Epsilon-Umgebung liegen.

D[

a) €=

c) &=0,0007

Aufgabe 8 (2 BE pro Aufgabe)

Geben Sie eine Folge an, fiir die:
a) b obere Schranke ist, 4 aber keine obere Schranke ist.
b) unendlich viele Glieder —2 sind, —2 aber trotzdem untere Schranke ist.

c) 6 kleinste obere Schranke ist, aber kein Folgenglied gleich 6 ist.



Aufgaben zu Funktionentypen und Zahlenfolgen (12.08.2021)
H. Wuschke

Aufgabe 1 (3 BE)

Bestimmen Sie die Definitionsbereiche der gegebenen Funktionen.

a)

(@) = Ve
In der Wurzel diirfen nur Werte 2z = 0 stehen, ansonsten ist sie im reellen nicht definiert.
Die Frage ist also, wann ist e® = 07

Da e® grundsitzlich positiv ist, bereitet es also keine Probleme. Daher ist D = R

g(x) = /sin(z)

Hier ist es dhnlich wie in Aufgabe a). Die Frage ist jetzt, aber, wann ist sin(x) = 07

Hier lohnt es sich einmal einen Blick auf das Grafikmenii des CAS zu werfen, um die
Losung besser zu verstehen. Aber der Solve-Befehl des CAS liefert die folgende Losung in
mathematischer Notation: 2- k-7 <2 < 2-k-m+mk € Z. Also ist D = [2k7; 2km + 7]
mit k € Z. Der Definitionsbereich also besteht aus mehreren Teilintervallen.

h(z) = In(sin(z))

Diese Aufgabe ist d&hnlich wie Aufgabe b) mit dem einzigen Unterschied, dass der natiirliche
Logarithmus gebildet wird und nicht die Wurzel. Der Unterschied zwischen Logarithmen
und Wurzeln ist, dass Logarithmen nur fiir positive Werte definiert sind (wéhrend bei
Wurzeln auch die Gleichheit mit der Null zugelassen ist). Also muss die Gleichung sin(z) >
0 gelost werden und der Definitionsbereich ist dhnlich zu b): D = (2k7; 2kmw + ).

Aufgabe 2 (4 BE)

Verschieben Sie den Funktionsgraphen der gegebenen Funktionen

a)

b)

f(z) =22% — 4z + 5; 4LE — 2 LE |
Zu bilden ist: f(x —4) —2=2-(r —4)> —4-(x —4) +5—4 =222 — 20z + 49

g(z) = et T - 2; 2 LE « 3LE 1
Zu bilden ist: g(z +2) + 3 = *@F2)-7 2 4 3 = gtotl 1 ]

Aufgabe 3 (4 + 2 + 2 + 4 BE)

Gegeben sind die Punkte A(1]3), B(2|7) und C(4/6).

a)

Bestimmen Sie die lineare Funktion ¢1(z), die durch A und B verlaufen sowie die lineare
Funktion g2(x) durch B und C.

Beginnen wir mit g1 (z): m = 211 = ==y

Um n zu ermitteln, wird ein Punkt in die Gleichung y = m - x + n eingesetzt (hier nun B).
T=4-24+n & —1l=n = gi(z) =4z -1

Fiir g»(z) gehen wir analog vor: m = =1 = —1 6=—3-4+n < n=38

= go(x) = —%x +8

Bestimmen Sie eine quadratische Funktion. deren Graph durch die drei Punkte verlauft.
Gesucht ist eine allgemeine quadratische Funktion vom Typ a- 2% +b-x + ¢ = y. Durch die
drei Punkte kann ein lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen aufgestellt werden.



3—=q-124+b-1+¢c & 3=a+b+tc
T=a-224b-24¢c < T=4a+2b+c
6=a-424+b-44+4¢c < 6=16a+4b+c

Dies kann mithilfe des CAS geldst werden. Die Losung ist: a = —%; b= g und ¢ = —4
éy:—%-x2—|—g~m—4

c) Untersuchen Sie, ob es auch eine trigonometrische Funktion vom Typ a-sin(b-z) 4 d gibt.
Auch hier werden aus den drei Punkten drei Gleichungen aufgestellt.

3=a-sin(l-b)+d 7T=a-sin(2-b)+d 6=a-sin(4-b)+d

Diese drei Gleichungen werden von sehr vielen verschiedenen Parametern a, b und d gelost.
Eine Moglichkeit wire a ~ —8,28 - 1071%:b = 7 und ¢ = %

= f(z)=-8,28-10719 sin(r - z) + L

d) Untersuchen Sie weiterhin, ob es eine Exponentialfunktion a-b* + ¢ durch drei Punkte oder
ob es eine Exponentialfunktion vom Typ a - €® + ¢ durch zwei Punkte gibt.
Fiir die erste Aufgabenstellungen werden die folgenden drei Gleichungen aufgestellt:

3=a-b' +c 7T=a-b*+c 6=0"+c &S a:%;b:—%;c:l—;

- =% (¥

Eine Exponentialfunktion zur Basis e durch zwei Punkte ist sicherlich auch moglich. Dazu

werden hier die Punkte A und B genutzt:

3=a-elde T=e24+c¢  ABax0,856;b~0,672

= f(z)=0,856-¢" + 0,672

exakt wére es f(x) = e.(f_l) et 3l = L (407l 43— 7)

Aufgabe 5 (3 BE)

1
Begriinden Sie, dass lim —; = 0 ist.

n—oo N3
Da n% = % . % . % ist, gilt nach den Grenzwertséitzen:
1 A S |
lim — = lim —- lim —- lim — =0
n—oo n n—oo0 N N—o0 1N N—oo N
—— Y—— —

Aufgabe 6 (6 BE)

Bestimmen Sie den Grenzwert der Folgen (a,) = (e™") und (b,) = (£ - cos(n)). Stellen Sie dazu

zundchst eine Vermutung auf und beweisen Sie diese.
Beide Folgen sehen im Grafikmenii des CAS nach Nullfolgen aus (Folgen mit Grenzwert 0).

1
Esgilt:  (0)peny = (ap) = (> Nach dem Sandwich-Theorem gilt: lim e " =0
S~ neN

- n n—00

hat Grenzwert 0
hat Grenzwert 0

Hier gilt, dass b, < |b,| = ’% ~cos(n)’ = }%‘ - cos(n)| = ’
<1

‘.1:

3=
3=

1
Also ist lim < -cos(n)) =0.

n—oo \ N



Ubrigens gilt grundsitzlich: Nullfolge mal beschrinkte Folge ist wieder eine Nullfolge.

Aufgabe 7 (6 BE)

1 n
Es gilt lim (14 — ] = e. Bestimmen Sie zu den gegebenen ¢ das entsprechende Folgenglied,
n—oo n

ab dem alle weiteren in der Epsilon-Umgebung liegen.

a) e=3
(1+4H)"—e|<3 = n>18 =N.=2
b) €=0,02
[(1+1)"—e]<0,02 = n>67,04 = N.=68

¢) €=0,0007
[(1+2)" —€| <0,0007 = n>9997424512284 = N, = 9997424512285

Aufgabe 8 (2 BE pro Aufgabe)

Geben Sie eine Folge an, fiir die:

a) b5 obere Schranke ist, 4 aber keine obere Schranke ist.
Beispiel: (5 — %)

b) unendlich viele Glieder —2 sind, —2 aber trotzdem untere Schranke ist.
Beispiel: ((—=1)"-2)

¢) 6 kleinste obere Schranke ist, aber kein Folgenglied gleich 6 ist.
Beispiel: (6 — %)



Aufgabe 4 (4 BE pro Aufgabe)

Stellen Sie die ersten 10 Folgenglieder der gegebenen Folge in einer Wertetabelle dar. Geben Sie
auferdem das 20. und 100. Folgenglied an.

1. (a,) = (2-n?)
2. (bn) = ((=1)"-m)

n 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 20 100
an | 2 8 18 32 50 72 98 128 162 200 800 20000
by | -1 2 -3 4 -5 6 -7 8 -9 10 20 100
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
¢n |73 'z ~5 & 7 8 9 1o 1 12 2 102
dy | 0 2 0 4 0 6 0 8 0 10 20 100
en | 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 17 97
fnl 5 224 171 150 1,38 1,31 1,26 122 1,20 1,17 1,08 1,02




Aufgaben zu Grenzwerte von Funktionen (18.08.2021)

H. Wuschke
Aufgabe 1 (3 BE)
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte.
2z — 1 241 2
(a) lim m (b) lim T (¢) lim S
r—=Foo 1 — 1 rzotoo 3 z—+oo x+ 1
Aufgabe 2 (5 BE)
L . (x+1)2 . .

Gegeben ist die Funktion f(x) = T Bestimmen Sie folgende Grenzwerte:
lim f(z) = im_f(z) = lim f (x) = lim /() =

Aufgabe 3 (3 + 2 + 3 BE)

2 -9

Gegeben ist die Funktion f(z) = m

lim f(z) =

r——1

1. Geben Sie den Definitionsbereich sowie die Achsenschnittpunkte der Funktion an und er-

mitteln Sie die Art der Definitionsliicken.

2. Bestimmen Sie den Grenzwert der Funktion fiir x — —oo und z — oo.

3. Skizzieren Sie den Graphen der Funktion mindestens im Intervall von —5 < z < 6 in ein
Koordinatensystem und kennzeichnen Sie die Asymptoten und die (hebbare) Liicke.

Aufgabe 4 (6 BE)

Geben Sie zwei moglichst einfache Funktionsgleichungen fi(z) und fo(z) mit den gegebenen

Eigenschaften an:

1. Die Funktion hat die waagerechte Asymptote y = 3 und eine Polstelle bei zg = —2.

2. Die Funktion besitzt eine (hebbare) Liicke an der Stelle z; = —3.

3. Die Funktion n#hert sich fiir z — 4oo der waagerechten Asymptote y = —1 an und hat

den Definitionsbereich D = R\ {0}.

Aufgabe 5 (4 BE)

Bestimmen Sie das Verhalten im Unendlichen der gegebenen Funktionen.

(a) hi(z) = 23 — 222

(b) hg(x) _ 6—$3+2021



Aufgaben zu Grenzwerte von Funktionen (18.08.2021)

H. Wuschke
Aufgabe 1 (3 BE)
Geben Sie die folgenden Grenzwerte an.
_ 2 2
(a) lim 21 -2 (b) lim vl 0 (¢) lim TS existiert nicht

r—toco 1 — x z—s+oo 3

Aufgabe 2 (5 BE)

1 2
Gegeben ist die Funktion f(z) = C;;__i Geben Sie folgende Grenzwerte an:

L. xhjlwf(x) =1
2. lim f(z) =1

rT—r—00
3. lim f(z)=—-1

z—0

4. lim f(z) = existiert nicht

r—>1

5. lim f(x)=0

r——1

Aufgabe 3 (3 + 2 + 3 BE)
2-9
(x —2)(x+3)

1. Geben Sie den Definitionsbereich sowie die Achsenschnittpunkte der Funktion an und er-
mitteln Sie die Art der Definitionsliicken.

D:zxzeRx#2,x#-3; S(3]|0) und Sy(()\g); Polstelle bei 2 = 2, Liicke bei z = —3

Gegeben ist die Funktion f(x) =

2. Bestimmen Sie den Grenzwert der Funktion fiir x — —oo und z — oo.

Iglzle (x) =1, Tlglgcf(r) =1 = Igljltle(l) =1

3. Skizzieren Sie den Graphen der Funktion mindestens im Intervall von —5 < x < 6 in ein

Koordinatensystem und kennzeichnen Sie die Asymptoten und die (hebbare) Liicke.

Losung auf der letzten Seite.

Aufgabe 4 (6 BE)

Geben Sie zwei moglichst einfache Funktionsgleichungen fi(z) und fa(z) mit den gegebenen
Eigenschaften an:

1. Die Funktion hat die waagerechte Asymptote y = 3 und eine Polstelle bei zo = —2.
@) =8 ) =




2. Die Funktion besitzt eine (hebbare) Liicke an der Stelle z; = —3.

, : , z-(243
hlo) =28 hlo)="5
3. Die Funktion ndhert sich fiir  — +oo der waagerechten Asymptote y = —1 an und hat

den Definitionsbereich D =R\ {0}.
Al)=1-1  flr)=3-1

Aufgabe 5 (4 BE)

Bestimmen Sie das Verhalten im Unendlichen der gegebenen Funktionen.
(a) hi(z) = 23 — 222 lim hi(x) =—oc0, lim hyf(z) =00
T——00 r—00

(b) ho(z) = e~ 2021 lim hy(z) =00, lim ho(x) =1

(c) hy(z) = cos (2221) lim hg(x)=1, limhs(z)=1 —  lim hz(z)=1

x

T——00 r—00 r—too
(d) hu(z) = e2= lm hy(2) =1, limhy(e) =1 —  lim hye) =1



=2
zp

5x(30)

S, (0[1.5)

ajL o




Aufgaben zur Stetigkeit und mittleren/lokalen Anderungsrate (30.08.2021)
H. Wuschke

Aufgabe 1 (3 BE)

%ZC—I—l , firz <3

% , firz 23

Zeigen Sie rechnerisch, dass die Funktion f(x) = { an der Stelle 1 = 3

unstetig ist.

Aufgabe 2 (6 BE)

Zeigen Sie rechnerisch, dass die Funktionen an der Stelle 1 = 0 unstetig sind:

) (z) = 2c+7 , firz <O
Y= z—1 L firz=20
22 4+2x -3 , firz<0
2z +1 , firxz >0

b) ga(x) = {

1 , firz >0
c) gs3(x) =sign(z) =<0 , firz=0
-1 , firxz<0

Aufgabe 3 (3 + 2 BE)

Bei einer Sonnenblume wird an verschiedenen Tagen die Hohe gemessen:

Zeit (in Tagen) ‘ 0 20 24 30 39 50 75
Hohe (incm) |2 20 39 64 105 156 192

a) Zeichnen Sie den Graphen der Wachstumsfunktion f(¢) = h mit ¢ ist die Zeit in Tagen und h
die Hohe in cm.

b) Begriinden Sie anhand dieser Darstellung, in welchem Zeitraum die Sonnenblume am stéirksten
und am schwichsten gewachsen ist.

Aufgabe 4 (2 + 2 4+ 1 BE)
Die Stadt Friedland hat folgende Einwohnerzahlen! verzeichnet:

Jahr ‘1925 1989 2000 2006 2008 2011 2015 2017 2018
Einwohner‘7.522 8.800 7.486 7.251 6.768 6.428 6.779 6.646 6.354

Begriinden Sie mithilfe der mittleren Anderungsrate, in welchem Zeitraum
a) die Bevolkerungsentwicklung den stirksten Anstieg hat.
b) die Bevilkerungsentwicklung den stérksten Riickgang hat.

c) sich die Bevolkerungsentwicklung am starksten verindert hat.

!Quelle: https://www.laiv-mv.de/static/LAIV/Statistik/Dateien/Publikationen/A\%20I\%20Bev\%C3\
%#B6lkerungsstand/A\%20113/A113\%202018\%2000. pdf



Aufgabe 5 (2 + 6 + 6 BE)

Die astronomische Sonnenscheindauer ist die Zeitspanne zwischen Sonnenaufgang und Sonnen-
untergang in einer Region. Fiir Friedland (Breitengrad: 53°40° und Léngengrad: 13°33¢) kann die
astronomische Sonnenscheindauer fiir das Jahr 2019 durch die folgende Sinusfunktion angen&hert
werden?:

289 27
flx)=y 0 S <365 (z 80)> + 5

Dabei wird x in Tagen angegeben und y in Stunden.

a) Erliutern Sie, was eine positive mittlere Anderungsrate bzw. eine negative mittlere Ande-
rungsrate der astronomischen Sonnenscheindauer bedeuten.

b) Fiillen Sie eine Wertetabelle fiir den 1. und 15. Tag jedes Monats aus.
(Beispiel: Der 01.06.2019 ist der 152. Tag, also x = 152 und f(152) ~ 16, 8)

¢) Bestimmen Sie fiinf verschiedene mittlere Anderungsraten im Intervall [1;171] und fiinf
verschiedene mittlere Anderungsraten im Intervall [171;365]. Begriinden Sie, mithilfe Threr
Ergebnisse, warum die Tage vor dem 171. Tag des Jahres (20.06.2019) langer werden und
danach kiirzer.

Aufgabe 6 (5 BE)

Gute oder schlechte Nachrichten? Nehmen Sie Stellung.

a) ,Der Anstieg der Inflationsrate verringert sich.”

o

,Die Zuwachsraten sinken.“

e

d

)
)
) Der Aufschwung erlahmt.*
) ,Die Talfahrt ist gebremst.”
)

e) ,Die Neuverschuldungen sinken.“

Aufgabe 7 (3 BE)

Ein voll beladener LKW fahrt die ersten 20 s an mit einer Funktion s(¢) = Oég - t2. Berechnen

Sie mithilfe des Differentialquotienten seine Momentangeschwindigkeit nach 5 s, 10 s und 20 s.

Zusatz (3 BE)

Beweisen Sie diese Folgerung aus dem Zwischenwertsatz und dem Nullstellensatz:
Seien f(z) und g(x) auf dem Intervall [a, b] stetig mit f(a) < g(a) und f(b) > g(b).

Dann gibt es ein ¢ € (a,b), sodass gilt:

fle)=g(e)
Der Satz gilt auch fiir f(a) > g(a) und f(b) < g(b).

Diese Aussage kann immer genutzt werden, um die Existenz von Schnittpunkten zu behaupten.

*Unter Verwendung von: https://aa.usno.navy.mil/data/docs/RS_OneYear.php



Aufgaben zur Stetigkeit und mittleren/lokalen Anderungsrate (30.08.2021)
H. Wuschke

Aufgabe 1 (3 BE)

%x—i—l , flirz < 3

1 . an der Stelle 1 = 3
3 , firz =3

Zeigen Sie rechnerisch, dass die Funktion f(x) = {

unstetig ist.

f(3) = % , d.h. der Funktionswert existiert.

lim f(z) = %, lim+f (x) = % links- und rechtsseitiger Grenzwert stimmen nicht {iberein
T3~ z—3

— liné (x) existiert nicht — f(x) ist an der Stelle z; = 3 unstetig.
T—r

Aufgabe 2 (6 BE)

Zeigen Sie rechnerisch, dass die Funktionen an der Stelle 1 = 0 unstetig sind:

2c+7 , firz <0
a) gi(x) =

z—1 L firz=20
91(0) = =1 | d.h. der Funktionswert existiert.
lim g1(x) =7, lim g(x) = —1
x—>0*gl( ) x—>0+gl( )
links- und rechtsseitiger Grenzwert stimmen nicht iiberein

— lil%gl(x) existiert nicht — g1 (z) ist an der Stelle ;1 = 0 unstetig.
T—

22 +2x -3 , firz <0
g2(z) = )
2x + 1 , firx >0
92(0) = =3 | d.h. der Funktionswert existiert.
lim go(x) = —3, lim go(z) =1
x£0*92( ) J:EOJFQZ( )

links- und rechtsseitiger Grenzwert stimmen nicht iiberein

— limogg(q;) existiert nicht — go(z) ist an der Stelle x1 = 0 unstetig.

1 , firz >0
c) gs(z)=sign(z) =<0 , firz=0
-1 , firz<0

93(0) =0 , d.h. der Funktionswert existiert.

lim g3(x) = —1, lim g3(z) =1
i gs(o) lim gs()

links- und rechtsseitiger Grenzwert stimmen nicht {iberein

— lin%)gg(,r) existiert nicht — gs(z) ist an der Stelle 21 = 0 unstetig.
z—

Aufgabe 3 (3 4+ 2 BE)

Bei einer Sonnenblume wird an verschiedenen Tagen die Hohe gemessen:



Zeit (in Tagen) | 0 20 24 30 39 50 75
Hohe (incm) |2 20 39 64 105 156 192

a) Zeichnen Sie den Graphen der Wachstumsfunktion f(¢) = h mit ¢ ist die Zeit in Tagen und h
die Hohe in cm.
Grafische Darstellung sehr aufwéndig in diesem Programm.

b) Begriinden Sie anhand dieser Darstellung, in welchem Zeitraum die Sonnenblume am stérksten
und am schwichsten gewachsen ist.

Der Anstieg im Intervall [0;20] ist am schwichsten, deshalb wéchst die Sonnenblume in diesem
Zeitraum am schwéchsten.

Der Anstieg im Intervall [20;24] ist am stérksten, deshalb wichst die Sonnenblume in diesem
Zeitraum am stéarksten.

Aufgabe 4 (2 + 2 4+ 1 BE)
Die Stadt Friedland hat folgende Einwohnerzahlen! verzeichnet:

Jahr ‘1925 1989 2000 2006 2008 2011 2015 2017 2018
Einwohner‘7.522 8.800 7.486 7.251 6.768 6.428 6.779 6.646 6.354

Begriinden Sie mithilfe der mittleren Anderungsrate, in welchem Zeitraum

a) die Bevolkerungsentwicklung den stérksten Anstieg hat.
[1925 : 1989] ~ 19,97 [1989 : 2000] ~ —119,45  [2000 : 2006] ~ —39,17
[2006 : 2008] = —241,5 [2008 : 2011] ~ —113,33  [2011 : 2015] = 87,75
[2015 : 2017] = —66,5 [2017 : 2018] = —292

~
~

~

~

Der stérkste Anstieg ist im Zeitraum 2011 bis 2015.

b) die Bevilkerungsentwicklung den stérksten Riickgang hat.
Der stirkste Riickgang ist im Zeitraum 2017 bis 2018.

c) sich die Bevolkerungsentwicklung am stirksten verindert hat.
Die Bevblkerung hat sich am stérksten im Zeitraum von 2017 bis 2018 verdndert.

Aufgabe 5 (2 + 6 + 6 BE)

Die astronomische Sonnenscheindauer ist die Zeitspanne zwischen Sonnenaufgang und Sonnen-
untergang in einer Region. Fiir Friedland (Breitengrad: 53°40° und Léngengrad: 13°33¢) kann die
astronomische Sonnenscheindauer fiir das Jahr 2019 durch die folgende Sinusfunktion angen&hert
werden?:

fz) =y = 289 ,n<27r

Dabei wird x in Tagen angegeben und y in Stunden.

a) Erliutern Sie, was eine positive mittlere Anderungsrate bzw. eine negative mittlere Ande-
rungsrate der astronomischen Sonnenscheindauer bedeuten.

Eine positive Anderungsrate bedeutet, dass die Sonnenscheindauer sich erhoht (die Tage

'Quelle: https://www.laiv-mv.de/static/LAIV/Statistik/Dateien/Publikationen/A\%20I\%20Bev\%C3\
%B6lkerungsstand/A\%20113/A113\7%202018\%2000 . pdf
*Unter Verwendung von: https://aa.usno.navy.mil/data/docs/RS_OneYear.php



werden ldnger).
Eine negative Anderungsrate bedeutet, dass die Sonnenscheindauer sinkt (die Tage werden
kiirzer).

b) Fiillen Sie eine Wertetabelle fiir den 1. und 15. Tag jedes Monats aus.

(Beispiel: Der 01.06.2019 ist der 152. Tag, also x = 152 und f(152) =~ 16, 8)
Datum 2019 01.01. 15.01. 01.02. 15.02. 01.03. 15.03. 01.04. 15.04.
x 1 15 32 46 60 74 91 105

Sonnenscheindauer in b | 7,04 7,92 87l 959 10,62 11,75 13,16 14,26

Datum 2019 01.05. 15.05. 01.06. 15.06. 01.07. 15.07. 01.08. 15.08.

X

121 135 152 166 182 196 213 227

Sonnenscheindauer in h | 15,37 16,16 16,80 17,05 16,98 16,64 15,88 15,01

Datum 2019 01.09. 15.09. 01.10. 15.10. 01.11. 15.11. 01.12. 15.12.

x

244 258 274 288 305 319 335 349

Sonnenscheindauer in h | 13,76 12,62 11,30 1020 9,03 827 7,68 7,45

c)

Bestimmen Sie fiinf verschiedene mittlere Anderungsraten im Intervall [1;171] und fiinf
verschiedene mittlere Anderungsraten im Intervall [171;365]. Begriinden Sie, mithilfe Threr
Ergebnisse, warum die Tage vor dem 171. Tag des Jahres (20.06.2019) langer werden und
danach kiirzer.

Alle mittleren Anderungsraten im Intervall [1;171] sind positiv, egal welche Teilintervalle
gewdhlt werden. Daher werden die Tage in diesen Intervallen stets langer.
Alle mittleren Anderungsraten im Intervall [171;365] sind negativ, egal welche Teilintervalle
gewdhlt werden. Daher werden die Tage in diesen Intervallen stets kiirzer.

Aufgabe 6 (5 BE)

Gute oder schlechte Nachrichten? Nehmen Sie Stellung.

a)

,Der Anstieg der Inflationsrate verringert sich.”
Das ist zwar grundsétzlich gut, allerdings gibt es noch eine Inflationsrate, auch wenn sie
kleiner geworden ist.

,Die Zuwachsraten sinken.“
Das ist nicht ganz gut, allerdings gibt es noch Zuwachsraten, auch wenn sie gesunken sind.

,Der Aufschwung erlahmt.”
Es gibt noch einen Aufschwung, dieser ist jedoch kleiner geworden. Es ist gut, dass es noch
einen Aufschwung gibt, schlecht, dass er gesunken ist.

,Die Talfahrt ist gebremst.”
Damit ist sie jedoch nicht ausgebremst, sondern es gibt noch eine Talfahrt. Gut fiir die
Sicherheit, schlecht fiir das Fahrerlebnis.

,Die Neuverschuldungen sinken.”
Damit sind die Neuverschuldungen zuriick gegangen, allerdings gibt es noch Neuverschul-
dungen, was weiterhin negativ ist.



Aufgabe 7 (3 BE)

Ein voll beladener LKW féhrt die ersten 20 s an mit einer Funktion s(¢) = % - 2. Berechnen
Sie mithilfe des Differentialquotienten seine Momentangeschwindigkeit nach 5 s, 10 s und 20 s.

ey _ oy 5(E)—s(6) _om
5(5)_511%5 -5 =457
s(t) — s(10
$'(10) = lim s(t) = 5(10) —9 "
z—10 — 10 S
t 2
s'(20) = lim s(t) — 5(20) —18
z—20 — 20 S

Zusatz (3 BE)

Beweisen Sie diese Folgerung aus dem Zwischenwertsatz und dem Nullstellensatz:
Seien f(z) und g(x) auf dem Intervall [a, b] stetig mit f(a) < g(a) und f(b) > g(b).
Dann gibt es ein ¢ € (a, b), sodass gilt:

Der Satz gilt auch fiir f(a) > g(a) und f(b) < g(b).

Diese Aussage kann immer genutzt werden, um die Existenz von Schnittpunkten zu behaupten.

Um diese Aussage zu beweisen, definiert man sich die Differenzfunktion

W) = f(z) - g(a)

(oder h(xz) = g(x) — f(x) fiir den zweiten Fall des Satzes).
Dann gilt:
h(a) = f(a) — g(a) < 0 und h(b) = f(b) — g(b) >0

Bzw.

h(a) < 0 und h(b) >0

Nun folgt nach Nullstellensatz, dass es ein ¢ € (a,b) geben muss, fiir welches gilt:

Also:



Aufgaben zur Ableitung (09.09.2021)
H. Wuschke

Aufgabe 1 ohne CAS (10 BE)

Leiten Sie folgende Funktionen nach x ab.

e a(zx) =42

o b(z) =1

o ¢(z) =t

o d(z) = 423 — Tz?
o e(z) =2

o fla)=%

o g(x) =Vl

o hz)=/z

Aufgabe 2 ohne CAS (14 BE)

Bestimmen Sie die Ableitungen:

d
wggmkﬁﬁ+M—am@=

d
b) a(5$3t4 — 32t + 62t? — Ta) =

d
c) %(Ewc?’t‘1 — 322t + 6xt? — Ta) =

d
d) %(51’%4 — 32%t + 62t? — Ta) =

d
e) %(3:p2t2a4 —2241963) =

f) %(3:1:2752@4 —2241003) =

d
g) d—(3x2t2a4 —224t1963) =
a

Aufgabe 3 ohne CAS (1 + 2 + 4 BE)
Gegeben ist die Funktion f(z) = 3z 4+ 2 und g(z) = 2% + 4x.
a) Geben Sie f'(z) und ¢'(z) an.
b) Bestimmen Sie jeweils den Anstieg von f(z) und g(x) an der Stelle o =5

c) Berechnen Sie jeweils die Anstiege von f(z) und g(z) an ihren Schnittstellen.



Aufgabe 4 ohne CAS (2 + 1 + 6 + 2 BE)

Gegeben ist die Funktion f(x) = 322 — 3z — 18.

a)
b)

)

d)

Berechnen Sie die Nullstellen von f(x).
Geben Sie f'(x) an.

Bestimmen Sie jeweils den Anstieg an den Stellen 9 = —5, 1 = —1, x9 = 0, 3 = 0,5,
x4 =2 und x5 = 5.

Berechnen Sie die Stelle xp, an welcher der Anstieg m = 15 ist.

Aufgabe 5 (1 + 2 + 2 + 2 + 3 BE)

Astrid Kumbernuss (*05.02.1970 in Grevesmiihlen) hat ihre Kugel 1995 in Géteborg auf folgender
Waurfparabel gestofsen:

164
>1645 x2+3x+1,56

k(@) = — 195721 10

Dabei sind = und y jeweils in Meter gegeben.

a)

Begriinden Sie, dass Astrid Kumbernuss 186 cm grof ist unter der Annahme, dass eine
Kugel auf Schulterhohe (etwa 30 cm unter der Korpergroke) abgestoken wird.

Der Weltrekord fiir Frauen im Kugelstofen liegt bei 22,63 m (Natalja Lissowskaja, 1987).
Weisen Sie nach, dass Astrid Kumbernuss lediglich 1,41 m weniger geworfen hat.

Bestimmen Sie, nach wie vielen Metern, die Kugel {iber 2,10 m hoch flog.
Begriinden Sie, dass nach ca. 9,809 m die Kugel fallt.

Berechnen Sie den Anstiegswinkel, mit welchem sie die Kugel abgestofen hat.
(Hilfe: m = tan «)

Aufgabe 6 ohne CAS (3 BE)

Ein voll beladener LKW fahrt die ersten 20 s an mit einer Funktion s(¢) = % 12,

Berechnen Sie mithilfe von §(t) seine Momentangeschwindigkeit nach 5 s, 10 s und 20 s.

Aufgabe 7 ohne CAS (14 BE)

Geben Sie das Verhalten im Unendlichen fiir die vorgegebenen Funktionen an.

()
k(x)

= —13z + 5z% — 1222 g(z) = 150z* — 0, 22° h(z) = 722 + 5 — g4

1

=—m- 25+ V2.2t (z)=¢" m(z) = ex n(r)=e"



Aufgaben zur Ableitung (09.09.2021)
H. Wuschke

Aufgabe 1 ohne CAS (10 BE)

Leiten Sie folgende Funktionen nach x ab.

o a(x) = 4a® a'(x) = 20z*

o b(z) =z V(z) = 19218

o c(z) =234 (z) = 3, 4224

o d(z) =423 — T2? d'(z) = 1222 — 14z

o c(r) =2 d(x)=—-bar?=-%

. fr)= b F@) =120t = 1

. @) = Vi J)=4- 7

e h(z) =/ h/(w):%l_%:Ti% :7\71/F

e i(r) =622 +9r —7 i'(x) =122+ 9

o j(z) =328 — fab+Lat— Sad4 12?3043t j'(x) =325 —tat+ 123222+ 103

Ich habe bei einigen die Notation a(z) = 42° = 20x* gesehen. Das ist falsch.
Bitte a(x) und o' (x) als zwei einzelne Funktionen aufschreiben.

Wer schreibt, der bleibt!

Aufgabe 2 ohne CAS (14 BE)

Bestimmen Sie die Ableitungen:

d ,
—(5x* — 322 + 82 — 5,673) = 202> — 62 + 8

dx

dt

dx

da

dx

dt

da

d o

(523t* — 322t + 62t — Ta) = 202°% — 322 + 122t
d r 3,4 2 2 244 2
— (ba”t* — 3zt + 6xt= — Ta) = 152°t" — 6wt + Gt
d r 3,4 2 2

— (bz”t* — 3a°t + 62t° — Ta) =7

d o 9,9 4 4410 .3 2 4 3410 .3
—(Bx*t?a* — 2x*t"a”) = 6xt?a” — 8x°tVa

d o 99 4 4410 .3 2,4 449 3
(3z*t?a* — 22%t'%a”) = 6x7ta” — 202" t7a

d .
(3z2t2a* — 2041063) = 122%t%a® — 62711042



Aufgabe 3 ohne CAS (1 + 2 + 4 BE)
Gegeben ist die Funktion f(x) = 3z + 2 und g(x) = 2 + 4x.
a) Geben Sie f/(x) und ¢'(x) an. ff(x)=3 und ¢'(z)=2x+4
b) Bestimmen Sie jeweils den Anstieg von f(z) und g(x) an der Stelle o =5
f/(5)=3 und ¢'(5)=2-5+4=14
c) Berechnen Sie jeweils die Anstiege von f(z) und g(z) an ihren Schnittstellen.

Schnittstellen berechnen:

f(z) =g(x) also 3x+2=2?4+4r umformen liefert: 0=22+2—2

Aus der p-g-Formel folgt: 1 =-2 und x5=1
Anstiege an den Stellen:

Stelle x1 = =2:  f/(=2)=3 und ¢ (-2)=0
Stelle zo =1:  f/(1)=3 und ¢(1)=6

Aufgabe 4 ohne CAS (2 + 1 + 6 + 2 BE)
Gegeben ist die Funktion f(x) = 322 — 3z — 18.

a) Berechnen Sie die Nullstellen von f(x).
0 =322 -3z — 18 (durch 3 geteilt fiir Normalform) 0=2%—2—6

Aus der p-g-Formel folgt: 21 =-2 und x9=3
b) Geben Sie f/(z) an. f/(z) =62 —3
c) Bestimmen Sie jeweils den Anstieg an den Stellen g = =5, 1 = —1, o = 0, z3 = 0,5,
r4 = 2 und x5 = 5.
fi(=5)==33 f(=1)=-9 f0)==3 [f(0,5)=0 [f(2)=9 [f(5)=27
d) Berechnen Sie die Stelle xg, an welcher der Anstieg m = 15 ist.
15 =62 —3 umformen liefert: 18 =6z = 2z =3

An der Stelle x = 3 hat die Funktion f(z) den Anstieg m = 15.

Aufgabe 5 (1 + 2 + 2 + 2 + 3 BE)

Astrid Kumbernuss (*05.02.1970 in Grevesmiihlen) hat ihre Kugel 1995 in Goéteborg auf folgender

Wurfparabel gestofien:

51645 9

k(z) = — 24 Z o1
(@) = 11257217 T 10 T 1%

Dabei sind z und y jeweils in Meter gegeben.

a) Begriinden Sie, dass Astrid Kumbernuss 186 cm grof ist unter der Annahme, dass eine
Kugel auf Schulterhthe (etwa 30 cm unter der Koérpergrofe) abgestofen wird.

Dafiir betrachtet man die Hohe der Kugel beim Abstof: f(0) = 1,56 also 1,56 m Abstok-
hohe. Werden dazu 30 ¢cm addiert, ergibt sich eine Korpergroke von 1,86 m bzw. 186 cm.



b) Der Weltrekord fiir Frauen im Kugelstofen liegt bei 22,63 m (Natalja Lissowskaja, 1987).

Weisen Sie nach, dass Astrid Kumbernuss lediglich 1,41 m weniger geworfen hat.
Gesucht ist die Stelle, wo die Kugel den Boden beriihrt, das ist die Nullstelle.
0= —0,052% +0,9733z + 1,86

= x1 ~ —1,60 entfillt, da dies riickwéirts Werfen bedeutet und xz9 = 21,22

21,22 m ist 1,41 m von 22,63 m entfernt.

¢) Bestimmen Sie, nach wie vielen Metern, die Kugel iiber 2,10 m hoch flog.
2,1=k(z) = x1~0,62und z9 = 19,00.
Also nach 0,62 m ist die Kugel iiber 2,1 m hoch.

d) Begriinden Sie, dass nach ca. 9,809 m die Kugel fillt.

Bei 9,809 ist der Scheitelpunkt der Parabel, dies kann man daran erkennen, dass an der

Stelle x = 9,809 der Anstiegfast 0 ist, also f/(9,809) =~ 0.
Danach sind alle Anstiege negativ. Deshalb fillt die Kugel nach 9,809 m.

e) Berechnen Sie den Anstiegswinkel, mit welchem sie die Kugel abgestofen hat.
(Hilfe: m = tan a)

f/(0) =0,9 in die Formel m = tan « eingesetzt folgt: 0,9 = tan«

a=tan"1(0,9) also a~42,0°

Aufgabe 6 ohne CAS (3 BE)

Ein voll beladener LKW fihrt die ersten 20 s an mit einer Funktion s(t) = % 12,
Berechnen Sie mithilfe von §'(t) seine Momentangeschwindigkeit nach 5 s, 10 s und 20 s.

s(t)=2-%.1t=0,9 §'(5) =4,5™, §(10) =97 und §'(20) = 187

Aufgabe 7 ohne CAS (14 BE)

Geben Sie das Verhalten im Unendlichen fiir die vorgegebenen Funktionen an.

f(z) = =132 + 5z* — 1222 g(z) = 1502* — 0, 225 h(z) = T2? + 1% — 214

1

k(r) = —m- 2%+ 2 24 l(x)=¢€" m(z) =e= n(x) =e”



Funktion

lim
T——00

lim
Tr—r0Q0

lim
r—+o0

f(x)

T—r—00

xkriﬂoog(w) -
(DEIEIOO h(x) -

lim k(zr) = o0

T—r—00

lim l(x)=0

r—r—00

lim f(z) = +o0

T—00

lim g(z) = —o0
T—00

lim h(z) = +o0

T—00

xh_}rglo k(x) = —o0
ychﬁnolol(a:) = 400

xlglgo m(z) =1

leH;O n(x) =0

xEI:II:loo f(x) =

:ELI\:Hkloo g(l‘) -

lim m(z) =1
T—Fo00



Aufgaben zu Tangenten/Normalen (16.09.2021)
H. Wuschke

Aufgabe 1 ohne CAS (12 BE)
Bestimmen Sie die ersten zwei Ableitungen der gegebenen Funktionen.

f
f(s)

a x) = (22 + 3z —1)

t-+/s-cos(s)
(sin(x) — 22)?

b

o

S~

T

d

S~

D

X

) =
x) = a® - cos(b”)
fz) =

)
)
)
)
)
) f

(
(
(
(
(
(

f r) = e* . (2% — 32)

Aufgabe 2 ohne CAS (1 + 4 + 2 + 2* BE)
Gegeben ist die Funktion f(z) = 3z 4+ 2 und g(z) = 3 - 2% + 2.
a) Zeigen Sie, dass gilt: f(x) = ¢/(x).
b) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangenten und Normalen an g(x) im Punkt O (0]0).
c) Weisen Sie nach, dass die Tangente an g(x) an der Stelle zy = % parallel zu f(x) ist.
d*)

Berechnen Sie die Gleichung der Tangente aus Aufgabe c).
(Zum Vergleich: ¢ : y = 3z — ¢)

Aufgabe 3 ohne CAS (8 BE)

Gegeben ist die Funktion f mit f(z) = —32? 4+ 12z — 9 mit = € R.
a) Berechnen Sie die Nullstellen von f.

b) Bestimmen Sie den Anstieg des Graphen an der Stelle 29 = %

) L
c) Bestimmen Sie die Gleichung der Normalen an der Stelle zg = 1.
d)

Begriinden Sie, dass f an der Stelle zg = 2 zwar eine Tangente, allerdings keine Normale
besitzt.

Aufgabe 4 ohne CAS (4 + 2 BE)

Gegeben sind der Graph G} der gebrochenrationalen Funktion h(x) = aj% und der Punkt
B (2[h(2)).

Die Tangente t an G}, im Punkt B schliefst mit den Koordinatenachsen ein Dreieck ein.
a) Ermitteln Sie eine Gleichung, durch welche die Tangente t beschrieben werden kann.

b) Berechnen Sie den Flicheninhalt des Dreiecks.



Aufgabe 5 ohne CAS (12 BE)

Gegeben ist die in R definierte Funktion f : x ~ (z +2)2 — 9.
Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden durch die gegebenen Punkte.

a) A(1]2) und B(3| — 10)

b) C(2f(2)) und D(O]1)

¢) E(-1|f(~1)) und F (0]f(0))

d) G (=5|f(=5)) und H (~4|f(~4))

Aufgabe 6 a) bis d) ohne CAS (15 BE)

Gegeben ist die in R definierte Funktion g :  + —2% + 52 — 2.
Bestimmen Sie die Geraden- bzw. Tangentengleichungen fiir die gegebenen Eigenschaften.

a) Die Gerade g; hat einen Anstieg m = —2 und verlduft durch den Punkt P;(3]2).

=

Die Gerade g2 verlduft durch den Punkt P» (3|g(3)) und ist parallel zu y = 4z — 2.

o

d

)
)
) Die Tangente g3 beriihrt an der Stelle x = 3 den Funktionsgraphen.
) Die Tangente g4 beriihrt an der Stelle x = 1 den Funktionsgraphen.
)

e) Die Gerade g5 hat einen Anstiegswinkel o = 30° und verlauft durch den Punkt Ps (0[g(0))

Aufgabe 7 ohne CAS (9 BE)

Gegeben ist die in R definierte Funktion h :  +— —322 4 122 — 9.
Berechnen Sie die Stelle, an welcher die Tangente den gegebenen Anstieg besitzt. Geben Sie
anschliefiend die Tangentengleichung an.

a) m=12
b) m=-6
c) m=0



Aufgabe 8 (2 + 2 + 2 + 3 BE + 2 Zusatzpunkte)

Die Helpter Berge sind die hochste natiirliche Erhebung in unserem Bundesland. Wenn das
Profil des Berges extrem stark vereinfacht wird, kann es mit folgender Funktion h(x) beschrieben
werden:

307 103

h - _ 3 2
() = ~388.000" T 180.000° ~ T.200
Dabei gibt = die Entfernung in m an und y die Erh6hung tiber Normalhéhennull (NHN) in m.

4145, 0= 2 <450

a) Geben Sie die Hohe zu Beginn und zum Ende des Bergprofils an.

(Vergleich: Woldegk liegt ca. 112 m iiber NHN; Friedland liegt ca. 16 m {iber NHN; Neu-
brandenburg Innenstadt liegt ca. 20 m iiber NHN und der Datzeberg ca. 57 m iiber NHN)!

b) Bestimmen Sie, wie weit es von Beginn der Berge bis zum Hoéchsten Punkt auf einer Hohe
von 179 m iiber NHN ist.

c) Bestimmen Sie den mittleren Anstieg der Berge im Intervall [0;zgp] und im Intervall
[zmp;450]. Geben Sie anschliefen die Anstiegswinkel an.

(Hinweis: xyp ist der x-Wert des Hochpunktes, welcher in Aufgabe b) ermittelt wurde.)

d) Zu Beginn und zum Ende des Berges soll eine Strake anschliefen, welche geradlinig verlauft.
Bestimmen Sie die Funktionsgleichung fiir eine der beiden Strafen.

e*) Beurteilen Sie, warum der Funktionsgraph extrem stark vereinfacht ist.

'Daten ermittelt durch https://wuw.mapcoordinates.net/de.



Aufgaben zu Tangenten/Normalen (16.09.2021)
H. Wuschke

Aufgabe 1 ohne CAS (12 BE)

Bestimmen Sie die ersten zwei Ableitungen der gegebenen Funktionen.

a)

b)

fx) =23 (22 + 3z —1)=2° + 32" — 23

f'(z) = 5t + 122 — 322 f"(z) = 2023 + 3622 — 6z

Fs) =t V3~ cos(s)

Fls)=t- (zlﬁ -cos(s) + /5 - (— sin(s))) —t- (zlﬁ . cos(s) — /5 - sin(s))

Fis) =t (4\1/5-005(3)2.1\/5-5111(8) -2 '1\/5 - sin(s) — /5 - cos(s)
=2 Qf/;sin(s)

f'(s)=t ((—4\1/73 — \/§> - cos(s) — %[ sin(@))

f(z) = (sin(z) - 22)?

f'(x) =2 (sin(x) — 2x) - (cos(z) — 2)

1"(x) =2+ ((cos(x) —2) - (cos(z) — 2) + (sin(x) — 2z) - (—sin(z)))

f"(z) =2 ((cos(z) — 2)* — (sin(x))? + 2z - sin(z))

f(z) = a® - cos(b)

f'(x) =1n(a)-a®-cos(b®) +a®-In(b) - b* - (— sin(b*)) = In(a)-a® - cos(b*) —a®-In(b) - b* -sin(b*)
f(x) =a® - (In(a) - cos(b*) — In(b) - b* - sin(b"))

/" (xz) =1n(a) - a® - (In(a) - cos(b®) — In(b) - b* - sin(b”))

+a” - (—In(a) - In(b) - b* - sin(b”) — (In(b))? - b - sin(b”) — (In(b))* - b* - b* - cos(b"))
f(z) =cos(3-e* —2x)

f(x)=(3-e*=2)-(—sin(3-e* — 2z2))

f"(x) =3-e" (—sin(3-e® —22)) + (3- €% — 2)? - (—cos(3% — 22))

flx) = e . (x2 — 3x)

fl(x)=2-e* (22 —32) + €2 . (22 — 3) = &%* - (222 — 4z — 3)

f'(x) =2-e* . (202 — 4o — 3) + €2 - (4o — 4) = ** - (42% — 42 — 10)

Aufgabe 2 ohne CAS (1 + 4 + 2 4 2* BE)

Gegeben ist die Funktion f(z) = 3z 4+ 2 und g(z) = 3 - 2% + 2.

a)

Zeigen Sie, dass gilt: f(x) = ¢'(z).
g’(x):%-2~:L’+2~1:3a;—|—2:f(m)



b) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangenten und Normalen an g(x) im Punkt O (0]0).
g (x) =3x+2 g'(0) =2 also mp =2
y=m-x+n Punkt O(0]|0) und my = 2 einsetzen: 0 =2-0+n also n =0

t:y=2x

Der Anstieg der Normalen ist my = —miT =—3

y=m-x+n Punkt O(0]0) und my = —3 einsetzen: 0 = —1 -0 +n alson =0
nor:y=—iz

c¢) Weisen Sie nach, dass die Tangente an g(z) an der Stelle 29 = % parallel zu f(x) ist.
g'(3)=3-%+2=3 alsoist der Anstieg der Tangente m = 3. Das ist parallel zu f(z).
d*) Berechnen Sie die Gleichung der Tangente aus Aufgabe ¢) an.
(Zum Vergleich: ¢ : y = 3z — ¢)

Punkt berechnen: g(3)=3-(3)?+2-2=2+2=2 — P(32)

Anstieg an der Stelle x = % berechnen: Aufgabe ¢c) — mp =3
Tangengleichung bestimmen: y =m-z+n — g =3- % +n — —% =n
t:y=3x— %
Aufgabe 3 ohne CAS (8 BE)
Gegeben ist die Funktion f mit f(z) = —3z% + 122 — 9 mit = € R.
a) Berechnen Sie die Nullstellen von f.
0=-322+122-9 — O0=a—4z+3
p-g-Formel anwenden fiihrt zu: 27 =1 und x5 = 3.
b) Bestimmen Sie den Anstieg des Graphen an der Stelle zg = %
flx)=—-6z+12 — [ (3)=9 — m=9
¢) Bestimmen Sie die Gleichung der Normalen an der Stelle zg = 1.
Punkt bestimmen: f(1) = —-3-1+12-1—9 =0, also ist der Punkt P(1|0)
Anstieg der Normalen bestimmen: mp = f/(1) =6 — my = —3
Normalengleichung aufstellen: y =m-2z4+n — 0= —% 1+n — n= é

énor:y:—%:p-&-%

d) Begriinden Sie, dass f an der Stelle 2y = 2 zwar eine Tangente, allerdings keine Normale
besitzt.

f'2)=0=mpr — my-= —% ist nicht definiert, deshalb existiert an der Stelle zwar
eine Tangente mit Anstieg 0, aber keine Normale.

Aufgabe 4 ohne CAS (4 + 2 BE)

Gegeben sind der Graph G} der gebrochenrationalen Funktion h(x) = g;% und der Punkt

B (2[h(2))-

Die Tangente t an Gy, im Punkt B schliefit mit den Koordinatenachsen ein Dreieck ein.



a) Ermitteln Sie eine Gleichung, durch welche die Tangente ¢ beschrieben werden kann.
Koordinaten von Punkt B berechnen: h(2) = % =1, also ist B(2|1)
Anstieg bestimmen: I'(z) = -% — HW@2)=-%=-1=my
Tangentengleichung ermitteln: y=m-z+n — 1=-1-24n — n=3

=>t:y=—x+3

b) Berechnen Sie den Flicheninhalt des Dreiecks.

Das Dreieck ist rechtwinklig. Die Héhe und Linge ist durch die Koordinatenschnittpunkte
1

bestimmt, also miissen diese bestimmt werden, um sie dann in die Formel Ap = 5 -a-b
einzusetzen.

Schnittpunkt mit der y-Achse: ¢(0) = 3

—  54(0]3), also hat das Dreieck eine Hohe von 3 LE.

Schnittpunkt mit der x-Achse: 0 = -2 4+3 — x=3
— 52(3|0), also hat das Dreieck eine Lénge von 3 LE.

Ap=1%1-3LE-3LE=3FE =4,5FE.

Aufgabe 5 ohne CAS (12 BE)

Gegeben ist die in R definierte Funktion f : x + (z +2)2 — 9.
Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden durch die gegebenen Punkte.

a) A(1)2) und B(3] —10)
m= oy =6
y=m-z+n=2=—-6-1+n=n=238

=y=—06x+38

b) C(2|£(2)) und D(0[1)
f2)=02+2?2?-9=7=C(2I7)

2=

y=m-z4+n=7=3-24+n=n=1

-3

m =

o

=y=3r+1

¢) E(-1[f(-1)) und F(0]f(0))
f(-1)=(-1+22-9=-8= E(-1| —8)
f(0)=(0+4+2)2—-9=—-5= F(0| —5)

=548 _
0+1 =3

y=m-x4+n=-5=3-0+n=n=-5

m =

=y=3r—5

d) G (=5|f(=5)) und H (—4[f(—4))

f(=5)=(-5+2)2-9=0= G(-5|0)
f(—=4) = (-4+2)*-9=—-5= H(-4| - 5)
m= Zigs = =5




y=m-x+n=0=-5-(=5)+n=n=-25

=1y =—br—25

Aufgabe 6 a) bis d) ohne CAS (15 BE)

Gegeben ist die in R definierte Funktion g : 2 + —2? + 5z — 2. — d(x)=—-2zx+5

Bestimmen Sie die Geraden- bzw. Tangentengleichungen fiir die gegebenen Figenschaften.

a)

b)

Die Gerade g; hat einen Anstieg m = —2 und verlduft durch den Punkt P;(3]2).
y=m-r4+n=2=-23+4n=n=2_8 g1(z) = —2x+38
Die Gerade g9 verlduft durch den Punkt P» (3|g(3)) und ist parallel zu y = 4x — 2.

m = 4; P5(3]4) y=m-z+n=4=4-34+n=n= -8 g2(z) = 4 — 8
Die Tangente g3 beriihrt an der Stelle x = 3 den Funktionsgraphen.

g (3) = —1=m; P(3]—4) y=max4+n=—-4=-13+n=n= -1 g3(x) = —x—1
Die Tangente g4 beriihrt an der Stelle z = 1 den Funktionsgraphen.

g (1) =3 =m; P(1]2) y=m-z+n=2=3-14+n=n=-1 ga(x) =3z —1
Die Gerade g5 hat einen Anstiegswinkel o = 30° und verliuft durch den Punkt Ps (0]g(0))
m = tan(a) = tan(30°) = V3 ~ 0,577 P3(0] —2)

3
y=m-x+n=-2=0,577-0+n=n= -2
ga(z) = 0,577z — 2 bzw. exakt: g4(x) = ?1: -2

Aufgabe 7 ohne CAS (9 BE)

Gegeben ist die in R definierte Funktion h :  +— —3z? + 122 — 9.
Berechnen Sie die Stelle, an welcher die Tangente den gegebenen Anstieg besitzt. Geben Sie
anschlieiend die Tangentengleichung an.

a)

b)

c)

m =12

12=-6z+12=2=0 h(0) = -9 = P(0| — 9)
y=m-x+n=-9=12-0+n=n=-9

t:y=12x -9

m=—6 Analoger Rechenweg, wie a) = z =3 und ¢t : y = —6x + 18
m =0 Analoger Rechenweg, wie a) = =2 und t: y =3



Aufgabe 8 (2 + 2 + 2 + 3 BE + 2 Zusatzpunkte)

Die Helpter Berge sind die hochste natiirliche Erhebung in unserem Bundesland. Wenn das
Profil des Berges extrem stark vereinfacht wird, kann es mit folgender Funktion h(x) beschrieben
werden:

307 103

h - _ 3 2
() = ~388.000" T 180.000° ~ T.200
Dabei gibt = die Entfernung in m an und y die Erh6hung tiber Normalhéhennull (NHN) in m.

x + 145, 0 <z <450

a) Geben Sie die Hohe zu Beginn und zum Ende des Bergprofils an.

(Vergleich: Woldegk liegt ca. 112 m iiber NHN; Friedland liegt ca. 16 m {iber NHN; Neu-
brandenburg Innenstadt liegt ca. 20 m iiber NHN und der Datzeberg ca. 57 m iiber NHN)!

h(0) = 145 und h(450) ~ 135,34
Der Berg ist zu Beginn 145 m {iber NHN und am Ende ca. 135,34 m iiber NHN.

b) Bestimmen Sie, wie weit es von Beginn der Berge bis zum Hochsten Punkt auf einer Hohe
von 179 m iiber NHN ist.

179 = h(z) — x1 = —108,8 liegt aukerhalb des Intervalls und xo = 300
Nach 300 m ist der hochste Punkt von 179 m erreicht.

c) Bestimmen Sie den mittleren Anstieg der Berge im Intervall [0; xgp] und im Intervall
[xgp; 450]. Geben Sie anschliefen die Anstiegswinkel an.

(Hinweis: xyp ist der x-Wert des Hochpunktes, welcher in Aufgabe b) ermittelt wurde.)

Mittlerer Anstieg fiir [0;300] : 1225145 ~ 0,113

Der Anstiegswinkel ist dann o = tan=1(0,113) ~ 6,4°

Mittlerer Anstieg fiir [300;450] : 1223209 ~ —0, 291

Der Anstiegswinkel ist dann o = tan=!(—0,291) ~ —16, 2°, also ist der Winkel des Abstiegs
16,2°

d) Zu Beginn und zum Ende des Berges soll eine Strafe anschliefen, welche geradlinig verlauft.
Bestimmen Sie die Funktionsgleichung fiir eine der beiden Strafen.

/ 1 .2 307 .. 103
W(z) = —55000%" + 56.000% — T.200

Losung 1 fiir = 0:

R'(0) = —% in die Gleichung y = ma + n Werte einsetzen, um n zu bestimmen:
£ 103 _ oo 103
M45=155;-0+n — n=145 — t:y=—7557+145

Losung 2 fiir « = 450:

W (450) = —2189in die Gleichung y = ma + n Werte einsetzen, um n zu bestimmen:
135,34 = 3189 . 450 + n — n~432,434  —  t:iy=—31092 4432 434

e*) Beurteilen Sie, warum der Funktionsgraph extrem stark vereinfacht ist.

e keine Hiigel zwischendurch

e Lingen gerundet und teilweise viel zu kurz (der ganze Berg ist 450 m lang)

!Daten ermittelt durch https://www.mapcoordinates.net/de.



Aufgaben zu Monotonie und lokalen Extrema (23.09.2021)
H. Wuschke

Aufgabe 1 ohne CAS (342 BE)

Gegeben ist die in R definierte Funktion f mit der Gleichung f(x) =3 — 2 - sin(x).
a) Ermitteln Sie die Gleichung der Tangente an den Graphen von f im Punkt (0 | f(0)).
b) Geben Sie den Wertebereich von f an.

Aufgabe 2 ohne CAS (3+2 BE)

Gegeben ist die Funktion mit der Gleichung f(z) = J; + 2 mit « € R\ {0}. Thr Graph heikt G.
Die Tangente an G im Punkt P(1|f(1)) heift ¢, die Normale im selben Punkt heifit s.

a) Ermitteln Sie eine Gleichung von t.
b) Begriinden Sie ohne weitere Rechnung, dass das Dreieck, welches durch ¢, s und die z-Achse

gebildet ist, nicht gleichseitig ist.

Aufgabe 3 ohne CAS (12 BE)

Bestimmen Sie die lokalen Hoch- bzw. Tiefpunkte des Graphen der Funktion f(x).
a) f(x)=a3%—62%2+ 91 —4

b) f(zx)=ia* —22%2 +8
¢) f(zx)=2*—-622+5
d) f(:v):%xB—x2+2m—1

Aufgabe 4 ohne CAS (6 BE)

Zeigen Sie, dass die Funktion f(x) keine lokalen Extremstellen besitzen kann.

a) f(z) = 2%+ 3z b) f(z)=1-22 c) fla)=e*+2

Aufgabe 5 ohne CAS (3 BE)

Untersuchen Sie das Monotonieverhalten der Funktion f(z) und beziehen Sie in Ihre Argumen-
tation auch die Verschiebung entlang der x- und der y-Achse mit ein.

fla)=(z+1)* -2

Aufgabe 6 ohne CAS (1+4 BE)

Gegeben ist eine Funktion f: R — R mit = — 2% — k - 22, wobei k eine positive reelle Zahl ist.

a) Zeigen Sie, dass f/(x) = 2z - (222 — k) eine Gleichung der ersten Ableitungsfunktion von f
ist.

b) Die beiden Tiefpunkte des Graphen von f haben jeweils die y-Koordinate —1.
Ermitteln Sie den Wert von k.



Aufgabe 7 (4 + 4 + 3 BE)

BMX-Fahrriader sind speziell fiir das Geldnde ausgelegte Sportgeridte. Fiir den professionellen
Einsatz dieser Fahrrdder wird auf horizontalem Untergrund eine 3m breite Sprungschanze instal-
liert. Im Langsschnitt der Schanze kann deren Profillinie fiir z € [—8; 0] modellhaft durch die in
R definierte Funktion f mit f(z) = —52:2% + 32 + 2 beschrieben werden. Abbildung 1 zeigt den
zugehorigen Teil des Graphen von f.

\ 4
\
N A
Nl T |0 X4
8l -6l-al-2|lol2]4ala6]8]1d]
N Ll P by b

Abbildung 1: Sprungschanze

Der Startpunkt, von dem aus die Schanze durchfahren wird, wird durch den Punkt S (=8 | f(—8))
dargestellt, der Absprungpunkt durch A (0| f(0)). Der Untergrund wird im L&ngsschnitt durch

die x-Achse beschrieben; eine Liéngeneinheit im Koordinatensystem entspricht Im in der Wirk-
lichkeit.

a) Berechnen Sie die Koordinaten des Punkts, der im Modell den tiefsten Punkt der Schanze
darstellt. Bestimmen Sie rechnerisch die Hohendifferenz zwischen dem hochsten und dem
tiefsten Punkt der Schanze.

b) Veranschaulichen Sie in Abbildung 1 die mittlere Steigung der Schanze zwischen Startpunkt
und Absprungpunkt. Bestimmen Sie diese Steigung.

¢) Bestimmen Sie die Grofe des Winkels, den die Schanze im Startpunkt mit der Horizontalen
einschliefst.



Aufgabe 8 (10 BE)

Im Rahmen eines Unterrichtsprojekts wurden unterschiedliche Kugelbahnkorper gefertigt und
hinsichtlich ihrer Eigenschaften untersucht. Zwei dieser Bahnkorper sind in Abbildung 2 sche-
matisch dargestellt.

Abbildung 2: Kugelbahnkérper

Im Léngsschnitt jeder der Bahnen F und G
e kann die Profillinie der Bahn modellhaft mithilfe einer Funktion beschrieben werden;

e wird der Startpunkt, von dem aus die Kugel die Bahn durchlduft, durch den Punkt S(0 | 2)
dargestellt, der Endpunkt durch den Punkt F (2 | %)

Der horizontale Untergrund, auf dem die beiden Bahnkdrper stehen, wird jeweils durch die
x-Achse beschrieben; eine Langeneinheit im Koordinatensystem entspricht einem Meter in der
Wirklichkeit.

Die Beschreibung der Profillinie der Bahn F erfolgt mithilfe der in R definierten Funktion
flz)=3Za%— 8o +2.
a) Zeigen Sie rechnerisch, dass der tiefste Punkt der Bahn F unterhalb ihres Endpunktes liegt.

b) Im fallenden Abschnitt der Bahn F gibt es einen Punkt, der auf der Héhe des Endpunkts
liegt. Bestimmen Sie fiir diesen Punkt den Abstand vom Endpunkt.

¢) Bestimmen Sie die Lage desjenigen Punkts der Bahn F, in dem diese das grofite Gefille
hat.

d) Zeichnen Sie den Graphen von f fiir 0 < x < 2
Die Bahn G verlauft gerade. Die Beschreibung ihrer Profillinie erfolgt mithilfe einer Funktion g.

e) Zeichnen Sie den Graphen von ¢ fiir 0 < x < 2 in das Koordinatensystem aus Teilaufgabe
d) ein und zeigen Sie, dass g(z) = —3x + 2 gilt.



Aufgaben zu Monotonie und lokalen Extrema (23.09.2021)
H. Wuschke

Aufgabe 1 ohne CAS (342 BE)

Gegeben ist die in R definierte Funktion f mit der Gleichung f(xz) =3 — 2 - sin(x).

a) Ermitteln Sie die Gleichung der Tangente an den Graphen von f im Punkt (0 | £(0)).
F0O)=3-2-sin(0)=3  —  (0]3)
f(x) = =2 cos(x) f(0) = -2
y=m-x+n = 3=-2-0+n = n=3
t(r)=-2-x+3
b) Geben Sie den Wertebereich von f an.

Der Wertebereich von sin(z) ist [—1;1]
Der Wertebereich von —2 - sin(x) ist [—2;2]
Der Wertebereich von 3 — 2 - sin(x) ist also [1; 5]

Aufgabe 2 ohne CAS (342 BE)

Gegeben ist die Funktion mit der Gleichung f(z) = - + 2 mit € R\ {0}. Ihr Graph heift G.
Die Tangente an G im Punkt P(1|f(1)) heift ¢, die Normale im selben Punkt heifit s.

a) Ermitteln Sie eine Gleichung von .
f(l)=14+2=3 — P(1]3)
flay=-% = f(1)=-2
y=m-x+n < 3=-2-1+n & n =
t(r)=-2-2+5

ot

b) Begriinden Sie ohne weitere Rechnung, dass das Dreieck, welches durch ¢, s und die z-Achse
gebildet ist, nicht gleichseitig ist.

Der Winkel zwischen Tangente und Normalen ist 90°, bei einem gleichseitigen Dreieck sind
alle Winkel 60° grof. Daher funktioniert es nicht.

Aufgabe 3 ohne CAS (12 BE)

Bestimmen Sie die lokalen Hoch- bzw. Tiefpunkte des Graphen der Funktion f(x).

a) f(z)=a3—622+92x —4

f(z) =322 — 122+ 9 f"(x) =6z —12
0=32>-12049 & 0=2"—-424+3 — a21=1undzy=3
/(1) ==6<0 — an der Stelle z; = 1 ist ein lokales Maximum

f)=0 — H(1|0)
f"(3)=6>0 — an der Stelle 5 = 3 ist ein lokales Minimum
fB)=—-4 — TEB[-4)



b) f(z) = §a* — 222438

fl(z) = 52° — 4z f(z) =322 —4
:%$3—4$ & 0:433-(%1’2—1) — 21=0,29=—-3und 23 =3
f7(0)=—-4<0 — an der Stelle 1 = 0 ist ein lokales Maximum

f(0)=8 — H(0[8)
f"(=3)=8>0 — an der Stelle x5 = —3 ist ein lokales Minimum
f(=3)=-1 = Ti(-3]|-1)
f7(3)=8>0 — an der Stelle 23 = 3 ist ein lokales Minimum
fB)=-1 = N3[-1)

¢) f(x)=a2*—-622+5
f(z) = 423 — 122 f"(z) = 1222 — 12
0=423—-122 < O0=4dzr-(2?2-3) — 21=0,29=—/3und z3=+3
f7(0)=—-12<0 — an der Stelle z; = 0 ist ein lokales Maximum
f0)=5 — H(5)
f"(—v3)=24>0 — an der Stelle x5 = —/3 ist ein lokales Minimum
f-V8)=-4 — Ti(-V3]-4)
f"(V/3)=24>0 — an der Stelle 23 = /3 ist ein lokales Minimum
f(V3)=-4 — (V3| -4)

d) flz)=¢a®—a?+20-1
fl(z) = 32% =2z +2 [x)=a2-2
O:%$2—2$+2 & O0=z-dv+4 — =2

f7(2)=0 — an der Stelle z = 2 liegt kein lokales Extremum vor.
1

Vorzeichenwechsel als Gegenprobe: f/(1) = 3 und f/(3) =4 —  kein Vorzeichenwechsel

Aufgabe 4 ohne CAS (6 BE)
Zeigen Sie, dass die Funktion f(x) keine lokalen Extremstellen besitzen kann.

a) f(z)=a%+3x
f'(x) =322 +3 — 0=322+3 <« 0=2?+1 hat keine Losung

Somit gibt es kein Extremum.

b) flz)=3 -2

x
fll@)y=—-% -2 — 0=-4 -2 <« —2= % hat keine Losung
Somit gibt es kein Extremum.
c) flz)=e"+2

f(x) = e” und diese Funktion ist immer grofer 0, egal was fiir x eingesetzt wird. Also gibt
es keine Nullstelle der ersten Ableitung und somit keine Extremstelle der Funktion.



Aufgabe 5 ohne CAS (3 BE)

Untersuchen Sie das Monotonieverhalten der Funktion f(x) und beziehen Sie in Thre Argumen-
tation auch die Verschiebung entlang der x- und der y-Achse mit ein.

fx)=(z+1)2-2=2"4+22—1
f'(x) = 2z + 2. Diese lineare Funktion ist monoton steigend. Sie hat eine Nullstelle bei z = —1.
Daher gilt f/(x) < 0 fiir alle z € (—o0; —1) und f/(z) > 0 fiir alle x € (—1,00).

Das heifst: bis = —1 fillt die Funktion f(z) und ab x = —1 steigt die Funktion f(z) streng
monoton.

Die Verschiebung auf der y-Achse beeinflusst gar nichts, da sie beim Ableiten als Konstante
wegfillt. Daher ist nur die Verschiebung auf der x-Achse relevant und durch (z + 1)? wurde
die Funktion um 1 Langeneinheit nach links verschoben. Deshalb &ndert sich die Monotonie bei
x=—1

Aufgabe 6 ohne CAS (1+4 BE)

Gegeben ist eine Funktion f: R — R mit & — 2* — k - 22, wobei k eine positive reelle Zahl ist.

a) Zeigen Sie, dass f'(x) = 2z - (22% — k) eine Gleichung der ersten Ableitungsfunktion von f
ist.

fllx)=4-23-2-k-2=22-(2-2°—k)
b) Die beiden Tiefpunkte des Graphen von f haben jeweils die y-Koordinate —1.
Ermitteln Sie den Wert von k.

Durch a) ist die Gleichung 0 = f’(z) besser 16sbar, da nur die beiden Faktoren betrachtet
werden. Daher ist 1 = 0 und xy und z3 ergeben sich aus der Losung der Gleichung

0=2~x27k<:>gzxgﬁxng\/gundxgz %

f'(x) =122 -2k Da f”(0) = —2k < 0 ist, ist bei x; = 0 somit der Hochpunkt.
Daher sind bei xo und x3 die beiden Tiefpunkte.

Fiir die y-Koordinate eines Tiefpunktes gilt: f <\/§> = %2 — k- % = —’“4—2

1= —’%f 4=k Also ist k = 2 (da k = —2 entfillt, weil & positiv sein soll).



Aufgabe 7 (4 + 4 + 3 BE)

BMX-Fahrriader sind speziell fiir das Geldnde ausgelegte Sportgeridte. Fiir den professionellen
Einsatz dieser Fahrrdder wird auf horizontalem Untergrund eine 3m breite Sprungschanze instal-
liert. Im Langsschnitt der Schanze kann deren Profillinie fiir z € [—8; 0] modellhaft durch die in
R definierte Funktion f mit f(z) = —52:2% + 32 + 2 beschrieben werden. Abbildung 1 zeigt den
zugehorigen Teil des Graphen von f.

S N
\ 4

\

N A

W Xy
8l -6l-al-2|lol2]4ala6]8]1d]
N Ll P by b

Abbildung 1: Sprungschanze

Der Startpunkt, von dem aus die Schanze durchfahren wird, wird durch den Punkt S (=8 | f(—8))
dargestellt, der Absprungpunkt durch A (0| f(0)). Der Untergrund wird im L&ngsschnitt durch
die x-Achse beschrieben; eine Liéngeneinheit im Koordinatensystem entspricht Im in der Wirk-
lichkeit.

a) Berechnen Sie die Koordinaten des Punkts, der im Modell den tiefsten Punkt der Schanze
darstellt. Bestimmen Sie rechnerisch die Hohendifferenz zwischen dem hochsten und dem
tiefsten Punkt der Schanze.

Ableitungen bestimmen: f'(z) = —g22? 4+ 3 f(z) = -tz

potentielle Extremstellen ermitteln:
0=f'(z) — @1~ -=3,5777 und x2 ~ 3,5777 (liegt aber nicht im Intervall [—8; 0]

Art des Extremums bestimmen:

f"(=3,5777) ~ 0,42 > 0 also liegt an der Stelle x = —3,5777 tatsichlich ein Minimum
vor.

Punkte fiir die Hohendifferenz bestimmen (Tiefpunkt und Startpunkt):
f(=8) =6, also S(—8 | 6) und f(—3,5777) ~ 0,2111, also T(—3,5777 | 0,2111).
Die Hohendifferenz ist 6m — 0,2111m = 5, 7889m

b) Veranschaulichen Sie in Abbildung 1 die mittlere Steigung der Schanze zwischen Startpunkt
und Absprungpunkt. Bestimmen Sie diese Steigung.
In der Zeichnung muss die Strecke zwischen S und A eingezeichnet werden.

Die Steigung ist die mittlere Anderung zwischen S und A. Also % = %

1
T2
c) Bestimmen Sie die Grofe des Winkels, den die Schanze im Startpunkt mit der Horizontalen

einschliefit.

1(=8)=-3 — tan(a) = —3 — o~ —T71,6° also etwa 71,6 Grad.



Aufgabe 8 (10 BE)

Im Rahmen eines Unterrichtsprojekts wurden unterschiedliche Kugelbahnkorper gefertigt und
hinsichtlich ihrer Eigenschaften untersucht. Zwei dieser Bahnkorper sind in Abbildung 2 sche-
matisch dargestellt.

Abbildung 2: Kugelbahnkérper

Im Léngsschnitt jeder der Bahnen F und G
e kann die Profillinie der Bahn modellhaft mithilfe einer Funktion beschrieben werden;

e wird der Startpunkt, von dem aus die Kugel die Bahn durchlduft, durch den Punkt S(0 | 2)
dargestellt, der Endpunkt durch den Punkt F (2 | %)

Der horizontale Untergrund, auf dem die beiden Bahnkdrper stehen, wird jeweils durch die
x-Achse beschrieben; eine Langeneinheit im Koordinatensystem entspricht einem Meter in der
Wirklichkeit.

Die Beschreibung der Profillinie der Bahn F erfolgt mithilfe der in R definierten Funktion
flz)=3Za%— 8o +2.

a) Zeigen Sie rechnerisch, dass der tiefste Punkt der Bahn F unterhalb ihres Endpunktes liegt.

fla)=fat =% =B @) =8
0=f() — x1=-1,5und zo = 1,5 2 entfillt, da es kleiner 0 ist.
f7(1,5) ~ 2,45 >0 — bei x9 = 1,5 liegt ein lokales Minimum vor.

(1
f(1,5)~ 0,159 — T(1,5]0,159) ist der tiefste Punkt der Bahn F.

b) Im fallenden Abschnitt der Bahn F gibt es einen Punkt, der auf der Hohe des Endpunkts
liegt. Bestimmen Sie fiir diesen Punkt den Abstand vom Endpunkt.

Der fallende Abschnitt ist nach Aufgabe a) das Intervall [0; 1, 5]
s=[ () — a1~ -2,94 (entfillt), xo ~ 0,9365 und 23 = 2 (entfillt)
Also ist der Punkt etwa 2 — 0,9365 = 1,0635 m vom Endpunkt entfernt.

c) Bestimmen Sie die Lage desjenigen Punkts der Bahn F, in dem diese das grokite Gefille
hat.

Gesucht ist also das Minimum des Anstiegs, also der 1. Ableitung — 2. Ableitung
ff(x)y=0 — z=0 f7(0) = 18 > 0, also ist dies das Minimum der 2. Ableitung.
f(0)=2 —  Im Punkt S(0|2) ist das grofste Gefille.

d) Zeichnen Sie den Graphen von f fiir 0 < x < 2
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Abbildung 3: Losung fiir d) und e)

Die Bahn G verlduft gerade. Die Beschreibung ihrer Profillinie erfolgt mithilfe einer Funktion g.

e) Zeichnen Sie den Graphen von g fiir 0 < x < 2 in das Koordinatensystem aus Teilaufgabe
d) ein und zeigen Sie, dass g(z) = —3x + 2 gilt.

Zeichnung siehe oben.

— Y2—yr _ 05-2 _ 3
m_mz—.m_ 2—0 4
y=m-r+n = 2:—%-04—77, - n=2

= g(z)=-3z+2



Aufgaben zu Kriimmungsverhalten und Wendepunkte (29.09.2021)
H. Wuschke

Aufgabe 1 ohne CAS (9 BE)

Bestimmen Sie die lokalen Hoch- bzw. Tiefpunkte und die Wendepunkte des Graphen der Funk-
tion f(z) mit f(z) = (z — 1) - (z + 2)2.

Aufgabe 2 ohne CAS (4 BE)

Weisen Sie nach, dass die gegebenen Funktionen g(x) nur konvex oder nur konkav sind.

a) g(z) =2%+3r—4 b) g(z) = —32? =38z +

Aufgabe 3 ohne CAS (2 + 3 BE)
Gegeben ist die Funktion f mit f(z) = %xS — %x +lundzeR

1. Bestimmen Sie die x-Koordinate der Punkte, in denen der Graph von f die Gerade mit der
Gleichung y = 1 schneidet.

2. Unter den Tangenten an den Graphen von f hat eine die kleinste Steigung. Bestimmen Sie
die Steigung dieser Tangente.

Aufgabe 4 ohne CAS (2 + 2 BE)

Gegeben ist eine Funktion f, die fiir jedes x € [a; b] eine Ableitung f’(z) hat.
Es gilt f(a) = f(b) = 0 sowie f(x) > 0 fiir = € (a;b).

a) Entscheiden Sie fiir jede der beiden Aussagen, ob sie wahr oder falsch ist.

e f besitzt mindestens ein Extremum in (a;b).

e f besitzt mindestens eine Nullstelle in (a;b).

b) Begriinden Sie, dass die Anzahl der Extrema von f fiir z € (a;b) ungerade sein muss.

Aufgabe 5 (2 + 2 BE)

Es wird die folgende Aussage betrachtet:
,Gilt f’(a) = 0, dann liegt der Punkt P(a | f(a)) des Graphen von f auf der a-Achse.”

a) Zeigen Sie anhand eines Gegenbeispiels, dass diese Aussage falsch ist.

b) Formulieren Sie eine sinnvolle wahre Aussage, die in folgender Weise beginnt:
sWenn f’(a) =0 ist, dann ...



Aufgabe 6 (3 + 3 + 4 + 2 BE)

Papierflieger verlassen die Hand eines Werfers in einer bestimmten Abwurfhéhe, unter einem
bestimmten Abwurfwinkel und mit einer bestimmten Anfangsgeschwindigkeit. Die Flugkurven
kénnen abhéngig von diesen drei Bedingungen sowie von der jeweiligen Bauweise des Papier-
fliegers unterschiedlich verlaufen. Im Folgenden sollen drei Typen von Flugkurven unterschieden
werden, die in der Abbildung schematisch dargestellt sind.

Wird die Gréfse der betrachteten Papierflieger vernachléssigt, konnen die Flugkurven bei Verwen-
dung eines Koordinatensystems, dessen x-Achse entlang des horizontalen Bodens und dessen y-
Achse durch den Abwurfpunkt verlduft, modellhaft mithilfe von Funktionen beschrieben werden.
Im Folgenden soll der x-Wert der horizontalen Entfernung des Papierfliegers vom Abwurfpunkt
entsprechen, der zugehorige Funktionswert der FlughShe (jeweils in Metern).

Sturzflug (S)

Gleitflug (G)

Parabelflug (P)

Abbildung 1: Flugkurven

Ein Papierflieger bewegt sich entlang einer Flugkurve vom Typ S. Diese kann mithilfe der in R
definierten Funktion s mit s(z) = —a + 22° + 12 + 2 beschrieben werden.

a) Geben Sie die Abwurfhohe an und zeigen Sie, dass die Flugweite etwa 2,27 m betréigt.

b) Zeigen Sie, dass der Papierflieger seine maximale Flughdhe besitzt, wenn seine horizontale
Entfernung vom Abwurfpunkt etwa 1,5 m betrigt. Geben Sie diese Flughdhe an.

c) Berechnen Sie die Koordinaten der beiden Wendepunkte des Graphen von s und geben Sie
die jeweilige Steigung des Graphen von s in den Wendepunkten an.

d) Beschreiben Sie die Bedeutung des Wendepunkts mit der groferen x-Koordinate im Hin-
blick auf die Steigung der Flugkurve des Papierfliegers.



Aufgabe 7 (3 + 2 + 3 + 6 + 2 BE)

Gegeben ist die Schar der in R definierten Funktionen v; mit

2
v(x) = (%) (z—t)*+1mit t € RT

a) Nennen Sie drei Eigenschaften, die alle Graphen der Schar gemeinsam haben.

b) Bestimmen Sie rechnerisch die Koordinaten des Hochpunktes des Graphen von vg.

c) Zeigen Sie, dass der Graph von v; genau zwei Wendepunkte hat, deren y-Koordinaten den
Wert 3—16t2 + 1 haben.

Betrachtet wird die in R definierte Funktion f mit f(z) = {/vs(z).
d) Beurteilen Sie jede der folgenden Aussagen:

e Fiir keinen Wert von « ist der Funktionswert von f grofier als der von vs.

e Das Monotonieverhalten von f stimmt mit dem von vg iiberein.

e) Esgilt lim fx—\/i —f(x) ] =0

T—00

Beschreiben Sie die grafische Bedeutung dieser Aussage.

Aufgabe 8 (2 +3 + 2 + 3 + 3 + 3 + 3 BE)

Gegeben ist die Funktion g(z) = 322 - (22 + 3)
a) Zeichnen Sie den Graphen von g fiir —1,5 < 2 < 0,5 in ein Koordinatensystem ein.

b) Betrachtet wird die Tangente an den Graphen von g in dessen Wendepunkt. Berechnen Sie
die Grofe des Winkels, unter dem diese Tangente die x-Achse schneidet.
3

Die Abbildung zeigt den Graphen der in R definierten Funktion h mit h(x) = 522 - s’

[$,]

/

W

c) Geben Sie den Grenzwert von h fiir x — 0o an und beschreiben Sie, was sich aus diesem
Grenzwert im Hinblick auf den Verlauf des Graphen von h folgern lésst.

d) Zeigen Sie: h'(x) = 10z - (1 + 23) -3 ist ein Term der ersten Ableitungsfunktion von h.
e) Bestimmen Sie rechnerisch die Koordinaten der beiden Extrempunkte des Graphen von h.

f) Bestimmen Sie die prozentuale Abweichung der mittleren Steigung des Graphen von g von
der mittleren Steigung des Graphen von h im Bereich —1 = x £ 0.

g) Esgilt: (h(1) —g(1))-(h(2) — g(2)) < 0. Geben Sie die Bedeutung dieser Tatsache hinsicht-
lich der gegenseitigen Lage der Graphen von g und h im Bereich 1 < < 2 an. Begriinden
Sie Ihre Angabe.



Aufgaben zu Kriimmungsverhalten und Wendepunkte (26.09.2019)
H. Wuschke

Aufgabe 1 ohne CAS (9 BE)

Bestimmen Sie die lokalen Hoch- bzw. Tiefpunkte und die Wendepunkte des Graphen der Funk-
tion f(z) mit f(x) = (z — 1) - (x + 2)2.

f(z) =23+ 322 -4 f'(z) = 322 + 62 f'(x) =6z +6 f"(x)=6

Extrempunkte:

0=322+6x =232 (z+2) = x1=0 und xz9= -2

Art des Extremums?

f7(0)=6>0 —  Bei 1 = 0 ist ein lokales Minimum.
f(=2)=—-6<0 — Beixzg=—2ist ein lokales Maximum.

Koordinaten bestimmen

f0O)=—4 — T(0]—4) f(=2)=-8+4+12—-4=0 — H(-2/0)
Wendepunkt:

0=6x+6 = x=-1

Ist es ein Wendepunkt?

f"(-=1)=6#0 — Beix = —1 liegt ein Wendpunkt vor.
Koordinaten bestimmen

f(-)==-143-4=-2 — W(-1]-2)

Aufgabe 2 ohne CAS (4 BE)

Weisen Sie nach, dass die gegebenen Funktionen g(z) nur konvex oder nur konkav sind.
a) g(r)=2?+3z —4
g () =2x+ 3 und ¢"(z) =2
Also ist ¢”(z) > 0 (immer), deshalb ist die Funktion g(x) nur konvex.
b) g(z)=—122-38z+7

g (z) = —%LL’ — 38 und ¢"(z) = —%
Also ist ¢"(z) < 0 (immer), deshalb ist die Funktion g(z) nur konkav.

Aufgabe 3 ohne CAS (2 + 3 BE)

Gegeben ist die Funktion f mit f(z) = 223 — 2z +1und z € R

1. Bestimmen Sie die x-Koordinate der Punkte, in denen der Graph von f die Gerade mit der
Gleichung y = 1 schneidet.

1 = 328 —3z+1 | -1
0 = 23— 32 | (32 ausklammern)
0 = 131 (2% —4)

Nun gilt der Satz: Ein Produkt ist dann Null, wenn ein Faktor Null ist. — 23 =0

0=a22—-4 — 29=-2unda3=2




2. Unter den Tangenten an den Graphen von f hat eine die kleinste Steigung. Bestimmen Sie

die Steigung dieser Tangente.

Gesucht ist also der kleinste Anstieg, also das Minimum der ersten Ableitung.

fl(z) =2 -3 und f’(z) =2z und f"(z) =2

0=f"(z) bzw. 0 =2z — x=0

Weil f(0) = 2 > 0 ist, ist dies ein lokales Minimum. Der kleinste Anstieg ist also an der

Stelle x = 0. Nun muss das noch in die 1. Ableitung eingesetzt werden, um angeben zu
kénnen, wie grok der Anstieg der Tangente ist.

11(0) = —% Also hat die Tangente eine Steigung von —%.

Aufgabe 4 ohne CAS (2 + 2 BE)

Gegeben ist eine Funktion f, die fiir jedes = € [a; b] eine Ableitung f/(z) hat.
Es gilt f(a) = f(b) = 0 sowie f(x) > 0 fiir z € (a;b).

a)

b)

Entscheiden Sie fiir jede der beiden Aussagen, ob sie wahr oder falsch ist.

e f besitzt mindestens ein Extremum in (a;b).
Das folgt aus dem Satz von Rolle und ist somit wahr.

e f besitzt mindestens eine Nullstelle in (a;b).
Diese Aussage ist falsch, weil f(xz) > 0 sein soll und somit keine Nullstelle mehr
besitzen kann.

Begriinden Sie, dass die Anzahl der Extrema von f fiir 2 € (a;b) ungerade sein muss.
Maxima und Minima von f koénnen in (a;b) nur im Wechsel auftreten.

Da f(a) = 0und f(x) > 0 fiir x > a gilt, muss rechts von a zuerst ein Maximum kommen,
dann (falls es eines gibt) ein Minimum, dann wieder ein Maximum etc.

Da f(x) > 0 fir x < b und f(b) = 0 gilt, muss das letzte Extremum in (a;b) links von b
ebenfalls ein Maximum sein.

Also ist die Anzahl der Extrema in (a;b) gleich 1 oder 3 oder ..., jedenfalls ungerade.

Aufgabe 5 (2 4+ 2 BE)

Es wird die folgende Aussage betrachtet:
LGilt f'(a) =0, dann liegt der Punkt P(a | f(a)) des Graphen von f auf der x-Achse.”

a)

Zeigen Sie anhand eines Gegenbeispiels, dass diese Aussage falsch ist.

Dies kann man mit sehr vielen Gegenbeispielen zeigen.

Zum Beispiel: f(x) = 22 + 2 dort ist f/(x) = 2z und damit ist f’(0) = 0, aber f(0) = 2
bzw. der Punkt P(0]2) (liegt nicht auf der z-Achse).

Formulieren Sie eine sinnvolle wahre Aussage, die in folgender Weise beginnt:
sWenn f’(a) = 0 ist, dann ...*

s besitzt der Graph im Punkt P(a|f(a)) eine waagerechte Tangente.
.- 18t der Punkt P(alf(a)) ein Extrem- oder Sattelpunkt.“ oder

.- liegt der Punkt P(a|f’(a)) des Graphen der Ableitung auf der a-Achse.”

“ oder



Aufgabe 6 (3 + 3 + 4 + 2 BE)

Papierflieger verlassen die Hand eines Werfers in einer bestimmten Abwurfhéhe, unter einem
bestimmten Abwurfwinkel und mit einer bestimmten Anfangsgeschwindigkeit. Die Flugkurven
kénnen abhéngig von diesen drei Bedingungen sowie von der jeweiligen Bauweise des Papier-
fliegers unterschiedlich verlaufen. Im Folgenden sollen drei Typen von Flugkurven unterschieden
werden, die in der Abbildung schematisch dargestellt sind.

Wird die Gréfse der betrachteten Papierflieger vernachléssigt, konnen die Flugkurven bei Verwen-
dung eines Koordinatensystems, dessen x-Achse entlang des horizontalen Bodens und dessen y-
Achse durch den Abwurfpunkt verlduft, modellhaft mithilfe von Funktionen beschrieben werden.
Im Folgenden soll der x-Wert der horizontalen Entfernung des Papierfliegers vom Abwurfpunkt
entsprechen, der zugehorige Funktionswert der FlughShe (jeweils in Metern).

Sturzflug (S)

Gleitflug (G)

Parabelflug (P)

Abbildung 1: Flugkurven

Ein Papierflieger bewegt sich entlang einer Flugkurve vom Typ S. Diese kann mithilfe der in R
definierten Funktion s mit s(z) = —z* + 223 + %a; + 2 beschrieben werden.

a)

Geben Sie die Abwurththe an und zeigen Sie, dass die Flugweite etwa 2,27 m betrégt.

s(0)=2 —  Abwurfhéhe: 2 m
0=s(x) — x1~—0,83 (entfillt, da kleiner 0) und z9 = 2,27 (Flugweite)
Zeigen Sie, dass der Papierflieger seine maximale Flughdhe besitzt, wenn seine horizontale
Entfernung vom Abwurfpunkt etwa 1,5 m betrigt. Geben Sie diese Flughthe an.
s'(z) = —4a3 + 627 + § und §"(z) = —122% 4 122
0=4¢(x) — x~1,55
§"(1,55) = —10,23 < 0 — an der Stelle z = 1,55 ist ein lokales Maximum. Schlecht
gerundet kénnte man sagen, dass es etwa 1,5 m vom Abwurfpunkt entfernt ist.
s(1,55) ~ 4,45 —  Die maximale Flugh6he betrégt etwa 4,45 m.
Berechnen Sie die Koordinaten der beiden Wendepunkte des Graphen von s und geben Sie
die jeweilige Steigung des Graphen von s in den Wendepunkten an.
§"(z) = —24z + 12
0=s"(z) — =z =0undzgy=1
§"(0) =12#0und s”(1) = —12#0 —  An beiden Stellen liegt ein Wendepunkt vor.
s(0) = —  W1(0]2)
§'(0) = % Also ist % die Steigung im Wendepunkt W.
s(1)=3,5 —  Wh(1]3,5)
2,5 Also ist 2,5 die Steigung im Wendepunkt W.



d) Beschreiben Sie die Bedeutung des Wendepunkts mit der groferen x-Koordinate im Hin-
blick auf die Steigung der Flugkurve des Papierfliegers.

Im Wendepunkt Wy (Wendepunkt mit der grokeren x-Koordinate) ist die Steigung am
groften. Das heifst, dass sie danach nur noch abnimmt.

Aufgabe 7 (3 + 2 + 3 + 6 + 2 BE)

Gegeben ist die Schar der in R definierten Funktionen v; mit

2
v(x) = (%) (z—t)*+1mit t € RT
a) Nennen Sie drei Eigenschaften, die alle Graphen der Schar gemeinsam haben.
Die Graphen bestehen aus Punkten mit positiven y-Koordinaten, haben genau drei Extrem-
punkte und sind symmetrisch beziiglich einer Parallele zur y-Achse. (weitere Eigenschaften
moglich)

b) Bestimmen Sie rechnerisch die Koordinaten des Hochpunktes des Graphen von vg.
v5(z) =0 <  21=0;22=4und z3 =8
vg(4) = —1 <0 und vg(4) =5 — H(4]5)

¢) Zeigen Sie, dass der Graph von v; genau zwei Wendepunkte hat, deren y-Koordinaten den
Wert 3—16152 + 1 haben.

vél(m>:0:>1‘1:@undx2:w
vé”(@) = &/8 40 w(@) _ a5 g

—  beide Wendepunkte existieren.

Betrachtet wird die in R definierte Funktion f mit f(x) = {/vs(x).
d) Beurteilen Sie jede der folgenden Aussagen:

e Fiir keinen Wert von z ist der Funktionswert von f grofser als der von wvsg.
f(z) > vg(x) A5 falsche Aussage. Daher ist also der Funktionswert von f fiir keinen
Wert von x grofer als die Funktionswerte von vsg.

e Das Monotonieverhalten von f stimmt mit dem von wvg iiberein.
ff(x)=0= 21 = %;xz =t;23=0
Das sind auch die Extremstellen von v (x).
Die Wurzelfunktion verdndert die Monotonie einer Funktion nicht und da die Ex-

tremstellen an den gleichen Stellen sind, miissen auch die Monotoniebereiche gleich
sein.

e) Esgilt lim (*fx—\@ —f(x)] =0

T—00

Beschreiben Sie die grafische Bedeutung dieser Aussage.

Die Gerade y = %w — /2 ist eine Asymptote fiir die Funktion f(z).



Aufgabe 8 (2 + 3 + 2 + 3 + 3 + 3 + 3 BE)

Gegeben ist die Funktion g(z) = 322 - (2z + 3)

a)

b)

Zeichnen Sie den Graphen von g fiir —1,5 < 2 £ 0,5 in ein Koordinatensystem ein.

Betrachtet wird die Tangente an den Graphen von ¢ in dessen Wendepunkt. Berechnen Sie
die Grofe des Winkels, unter dem diese Tangente die x-Achse schneidet.

Wendepunkt graphisch bestimmen: W (-0, 5|1, 25)

Es gilt m = tan(a) = ¢'(xg) also ¢’(—0,5) = —3,75 somit ist tan(a) = —3,75 bzw.
o = tan~1(—3,75) ~ —75,1° (an GradmaR im Rechner denken)

2.3

Die Abbildung zeigt den Graphen der in R definierten Funktion h mit h(x) = 522 - e3%".

A

1~ /

(6}

h 4

Geben Sie den Grenzwert von h fiir £ — oo an und beschreiben Sie, was sich aus diesem
Grenzwert im Hinblick auf den Verlauf des Graphen von h folgern l4sst.

lim h(x) = 0, also néhert sich der Funktionsgraph im negativen Bereich immer ndher
T——00
der z-Achse an.

3

Zeigen Sie: W (z) = 10z - (1 + 23 e3*” ist ein Term der ersten Ableitungsfunktion von h.

) .
%x:‘

W (z) =10z - 3% 4+ 522222 - e3™ = e3% . (102 + 102%) = €37 - 10z - (1 + 23)

Bestimmen Sie rechnerisch die Koordinaten der beiden Extrempunkte des Graphen von h.
0=h(z) = zx1=—-1lunday=0

h/,(_l) - _30€_§ <0 — Tmax = -1 — h(—l) =5e
R"(0)=10>0 — Zmin=0 — h(0)=0 — T(0/0)

Bestimmen Sie die prozentuale Abweichung der mittleren Steigung des Graphen von g von
der mittleren Steigung des Graphen von h im Bereich —1 < x £ 0.

Mittlere Anderungsrate von g: % = —g



Mittlere Anderungsrate von h: % =—-5-e"

—5 ~ 0,9739  —  also weicht die mittlere Anderungsrate von ¢ ca. 2,61% von h im

e 3
Bereich —1 < 2 <0 ab.

Nt

Es gilt: (h(1) — g(1))-(h(2) — g(2)) < 0. Geben Sie die Bedeutung dieser Tatsache hinsicht-
lich der gegenseitigen Lage der Graphen von g und h im Bereich 1 < < 2 an. Begriinden
Sie Ihre Angabe.

Das Produkt ist negativ, also miissen beide Faktoren ein anderes Vorzeichen haben. Im
ersten Funktion wird die Differenz von h bzgl. g an der Stelle x = 1 berechnet und beim
zweiten Faktor an der Stelle z = 2. Also miissen beide Funktionen im Intervall (1;2)
mindestens einmal schneiden.



Aufgaben zu Funktionsuntersuchung (21.10.2021)
H. Wuschke

Aufgabe 1 (je 8 BE)

Untersuchen Sie den Graphen der Funktion f.

a) fraxw— 2 +32%2 -9

b) iz @ —1)%(z+3)
c) [zt — 222

d) f:azw 22362

e) frxr (z—1) (x+2)?
f) fraw 2’ — 32

g) fixm(z+1)-e®
h) f:ors2p-el®

i) frze te? (2% -2)

Aufgabe 2 (5 BE)

Gegeben ist die Funktion f mit f(z) = —%x?’ — 2% + 4z

Berechnen Sie den Abstand zwischen Hoch- und Tiefpunkt.



Aufgaben zu Funktionsuntersuchung (21.10.2021)
H. Wuschke

Aufgabe 1 (je 8 BE)

Untersuchen Sie den Graphen der Funktion f.
a) frxw 2 +322 -9
Definitionsbereich: © € R, Wertebereich: y € R

Verhalten im Unendlichen: lim f(z) = —o0 lim f(z) = o0
Tr—r—00 T—r00

Symmetrie: keine Symmetrie
Achsenschnittpunkte: Sy(0|0); Sz, (—4,85|0);  S5,(0]0); Sz, (1,85|0)
Extrempunkte: H(—3|27) und T'(1] — 5)
Wendepunkt: W (—1[11)
b) fraxw i(z—1)%(z+3)
Definitionsbereich: x € R, Wertebereich: y € R

Verhalten im Unendlichen: lim f(z) = —o0 lim f(z) = o0
Tr—r—00 T—r 00

Symmetrie: keine Symmetrie

Achsenschnittpunkte: S, (0[2); Sz, (—3]0); Sz, (1]0)
Extrempunkte: H (—2[2) und 7'(1/0)
Wendepunkt: W (—% %)

c) f:xrxt— 222
Definitionsbereich: 2z € R, Wertebereich: y € R;y = —1

Verhalten im Unendlichen: lim f(z) = oo lim f(x) = o0 = lim f(z) =00
T——00 T—00 r—+00

Symmetrie: achsensymmetrisch (f(x) = f(—x))
Achsenschnittpunkte: S, (0/0); Se (—V2(0); S, (0]0);  S.,(v/2]0)
Extrempunkte: T (—1] — 1) und H(0[0) und T5(1] — 1)
Wendepunkt: Wy (—@\ — 8) und Wo (@\ — 8)
d) f:azw 223 —6x
Definitionsbereich: x € R, Wertebereich: y € R

Verhalten im Unendlichen: EIP f(z) = —o0 lim f(z) = o0

Symmetrie: punktsymmetrisch (f(—z) = —f(z))
Achsenschnittpunkte: S, (0[0); Se (—V3]0);  S.,(0[0);  S.,(v/3]0)
Extrempunkte: H(—1[4) und T'(1| — 4)
Wendepunkt: W (0/0)
e) froxr (z—1) (x+2)?
Definitionsbereich: x € R, Wertebereich: y € R



Verhalten im Unendlichen: lim f(z) = —o0 li_>m f(z) =00
T—r—00 T—00

Symmetrie: keine Symmetrie

Achsenschnittpunkte: S, (0] — 4); Sz, (—2[0); Sz, (1]0)
Extrempunkte: H(—2/0) und 7°(0| — 4)

Wendepunkt: W(—1| —2)

frx— %m?’ — %:c

Definitionsbereich: x € R, Wertebereich: y € R

Verhalten im Unendlichen: lim f(z) = —o0 li_>m f(z) =00
T—r—00 T—00

Symmetrie: punktsymmetrisch

Achsenschnittpunkte: S, (0[0); Sz (—2]0);  Sz,(0[0);  Sz,(2/0)

Extrempunkte: H (—\/g\ %) und T (\/%’ —%)
Wendepunkt: W (0[0)

frx—(x+1)-e"

Definitionsbereich: x € R, Wertebereich: y € R;y < 1
Verhalten im Unendlichen: xEIEloo f(z) = —o0 xlin;o f(z)=0
Symmetrie: keine Symmetrie

Achsenschnittpunkte: Sy (0|1); S (—1]0)
Extrempunkte: H(0[1)

Wendepunkt: W (1] 2)

frx—22-el™®

Definitionsbereich: 2 € R, Wertebereich: y € R;y < 2

Verhalten im Unendlichen: EIP f(z) = —o0 ILm f(z)=0

Symmetrie: keine Symmetrie

Achsenschnittpunkte: S, (0/0); 52(0]0)
Extrempunkte: H(1|2)

Wendepunkt: W (2 | %)

fra te? (2% -2)

Definitionsbereich: 2z € R, Wertebereich: y € R;y = —%
Verhalten im Unendlichen: $li>lzloo f(z)=0 xlgn;o f(z) =00
Symmetrie: keine Symmetrie

Achsenschnittpunkte: Sy (0| —3); Sey (—v2[0); S, (+v/2]0)
Extrempunkte: T (1 | —%)
Wendepunkt: Wi (—2,58]0,007);  Wa(0,58| — 1,33)



Aufgabe 2 (5 BE)
Gegeben ist die Funktion f mit f(z) = —223 — 2% + 4.
Berechnen Sie den Abstand zwischen Hoch- und Tiefpunkt.
f'(z) = =222 =2z + 4 und f’(z) = —4x — 2
0=f'(z) — x1=-2 undazp=1

)

f"(—=2) =6 >0 — bei x = —2 ist ein lokales Minimum;
f"(1) = =6 < 0 — bei x =1 ist ein lokales Maximum

f2)=-% = T(-2-%)
=35 = H(Q[)

Abstand d (distance) berechnen iiber die Formel d = /(29 — 71)% + (y2 — y1)?
d= \/(_2_ 1)2_|_ (_% — %)2 = \/%%9,49 LE




Wiederholungsaufgaben (20.10.2021)
H. Wuschke

Aufgabe 1 (6 BE) — hilfsmittelfrei

In den nachfolgenden Aufgaben ist lediglich eine der fiinf Auswahlmdoglichkeiten richtig. Kreuzen
Sie das jeweilige Feld an.

a) Wie viele Nullstellen besitzt die Funktion f: 2+ x-(z —7)- (22 +4) (z € R)?

g g ] (] g
0 1 2 3 4

b) Welche Funktion h besitzt an der Stelle z = 1 eine Extremstelle?

O ([ ([l (I ([
h(z) =e* h(z) = sin(x) h(z) = In(x) h(z)=1+2 h(z) = x
(x € R) (x € R) (r eR,z>0) (r eR,x#0) (reR,x20)

c) Der groftmogliche Definitionsbereich Dy der Funktion f mit f(z) = v4 -2 — 4 ist

(] O il

Dy ={zlzr e R,z <1} Dy ={z|lr e R,z =1} Dy ={z|r e R,z #1}
U U

Dy ={zlz eR,z 21} Dy ={z|z e R,z > 1}

d) Die Tangente an den Graphen der Funktion f mit f : 2 — In(z) (x € D) hat an der Stelle
x =1 den Anstieg

O O
1 e

O
O
o= ]

6
e) Die erste Ableitungsfunktion g’ der Funktion g mit g(z) = —— (= € Dy) kann beschrieben
x

werden durch:

O O O O O
r1=—4 T =—2 T =—4 1 =—4 z1 =0
To = —2 o =0 To =4 9 =0 To =4
T3 =4 T3 = 2



Aufgabe 2 (4 BE) — hilfsmittelfrei

Gegeben ist die Funktion f mit f(z) =22 +2 —2 (v € R)

Es werden die Tangenten in den beiden Schnittpunkten des Graphen der Funktion f mit der
x-Achse betrachtet.
Untersuchen Sie, ob sich die Tangenten orthogonal schneiden.

Aufgabe 3 (3 BE) — hilfsmittelfrei

Gegeben ist die Funktion h mit y = h(z) =22 +2-2 - 3 (x € R)
Die Gerade g verlduft durch die Punkte P (0/h(0)) und @ (2|h(2)).

Ermitteln Sie die Stelle x, an der die Tangente an den Graphen von h parallel zur Geraden g
verlduft.

Aufgabe 4 (5 BE) — hilfsmittelfrei

Der Graph der Funktion s mit s(z) = 2-2% — 622 (z € R) besitzt genau einen Wendepunkt W.

Ermitteln Sie eine Gleichung der Tangente an den Graphen der Funktion s in diesem Wende-
punkt W.

Aufgabe 5 (4 BE) — hilfsmittelfrei

Der Graph der Funktion r mit r(x) = 2 — 622 + 11 -2 — 6 (z € R) besitzt genau einen
Wendepunkt W.

Ermitteln Sie eine Gleichung der Tangente an den Graphen der Funktion r in diesem Wende-
punkt W.



Wiederholungsaufgaben (20.10.2021)
H. Wuschke

Aufgabe 1 (6 BE) — hilfsmittelfrei

In den nachfolgenden Aufgaben ist lediglich eine der fiinf Auswahlmdoglichkeiten richtig. Kreuzen
Sie das jeweilige Feld an.

a) Wie viele Nullstellen besitzt die Funktion f: 2+ x-(z —7)- (22 +4) (z € R)?

g g X ] U
0 1 2 3 4

b) Welche Funktion h besitzt an der Stelle z = 1 eine Extremstelle?

O ([l ([ X ([
h(z) =e* h(z) = sin(x) h(z) = In(x) h(z)=1+2 h(z) = x
(x € R) (x € R) (r eR,z>0) (r eR,x#0) (reR,x20)

c) Der groftmogliche Definitionsbereich Dy der Funktion f mit f(z) = v4 -2 — 4 ist

(] O il

Dy ={zlzr e R,z <1} Dy ={z|lr e R,z =1} Dy ={z|r e R,z #1}
X u

Dy ={zlz e R,z 21} Dy ={z|z e R,z > 1}

d) Die Tangente an den Graphen der Funktion f mit f : 2 — In(z) (x € D) hat an der Stelle
x =1 den Anstieg

O
1 e

O
O
o= ]

6
e) Die erste Ableitungsfunktion g’ der Funktion g mit g(z) = —— (= € Dy) kann beschrieben
x

werden durch:

f) Gegeben ist die Funktion k mit k(z) =2z - (z + 4)? (x € R). Welche Nullstellen besitzt k?

O O O X O
r1=—4 T =—2 T =—4 1 =—4 z1 =0
To = —2 ro =0 To =4 9 =0 To =4
T3 =4 T3 =2



Aufgabe 2 (4 BE) — hilfsmittelfrei

Gegeben ist die Funktion f mit f(z) =22 +2 —2 (v € R)

Es werden die Tangenten in den beiden Schnittpunkten des Graphen der Funktion f mit der
x-Achse betrachtet.
Untersuchen Sie, ob sich die Tangenten orthogonal schneiden.

Schnittpunkte mit der a-Achse sind die Nullstellen, also 0 = 2% + = — 2 16sen und man erhilt:
r1 = —2und x9 = 1.

Fiir die Anstiege wird die erste Ableitung bendtigt: f/'(z) = 2z + 1.

Der Anstieg der Tangente an der Stelle x = —2 ist: f/(—2) = —3.

Dazu ist der senkrechte Anstieg: %

Der Anstieg der Tangente an der Stelle z = 1 ist: f/(1) = 3 # %

Daher schneiden sich die beiden Tangenten nicht orthogonal.

Aufgabe 3 (3 BE) — hilfsmittelfrei

Gegeben ist die Funktion h mit y = h(z) =22 +2-2 - 3 (z € R)
Die Gerade g verlduft durch die Punkte P (0|h(0)) und @ (2|h(2)).
Ermitteln Sie die Stelle x, an der die Tangente an den Graphen von h parallel zur Geraden g
verlauft.
h(0) = —3 und h(2) = 5, also ist P(0| — 3) und Q(25).

5 __ (—
Der Anstieg zwischen P und @) ist: m = 02(03) = g =
Gesucht ist nun die Stelle, an welcher die Tangente an h(x) den Anstieg m = 4 besitzt. Dazu
wird die erste Ableitung gebildet: h'(z) = 22 + 2

4.

4=2x+2 = x=1.Damit ist die Stelle ermittelt.

Aufgabe 4 (5 BE) — hilfsmittelfrei

Der Graph der Funktion s mit s(z) =223 — 622 (z € R) besitzt genau einen Wendepunkt W.

Ermitteln Sie eine Gleichung der Tangente an den Graphen der Funktion s in diesem Wende-
punkt W.

Wendepunkt ermitteln: s'(z) = 622 — 12z, s”(z) = 122 — 12 und s" () = 12 # 0

0=s"(x) bzw. 0 =122 —12 = x = 1. Da s"(1) # 0 ist, befindet sich bei = 1 eine Wendestelle.
s(1) = —4 somit hat der Wendepunkt die Koordinaten W (1| —4).

Anstieg der Wendetangente: s'(1) = —6

Aufstellen der Tangentengleichung: y=m-z+n=—-4=—-6-14+n=n=2.

Daher hat die Wendetangente die Gleichung: y = —6x + 2.



Aufgabe 5 (4 BE) — hilfsmittelfrei
Der Graph der Funktion 7 mit 7(z) = 2% —6-2% + 11 -2 — 6 (¢ € R) besitzt genau einen
Wendepunkt W.

Ermitteln Sie eine Gleichung der Tangente an den Graphen der Funktion r in diesem Wende-
punkt W.

Wendepunkt ermitteln: v/(z) = 322 — 122 + 11, v’ (z) = 62 — 12 und "' (z) =6 # 0

0=7r"(x) bzw. 0 = 62 — 12 = = = 2. Da r""(2) # 0 ist, befindet sich bei x = 2 eine Wendestelle.
r(2) = 0 somit hat der Wendepunkt die Koordinaten W (2|0).

Anstieg der Wendetangente: 17/(2) = —1

Aufstellen der Tangentengleichung: y=m-z4+n=0=-1-24+n=n=2.

Daher hat die Wendetangente die Gleichung: y = —z + 2.



Parameterfunktionen (08.11.2021)
H. Wuschke

Aufgabe 1 (14 BE) — ohne CAS

Leiten Sie die gegebenen Funktionen zweimal nach der Variable ab, die in der Funktionsgleichung
steht.

a) f(x)= (522 +3)- (8x4—3x2—4)

o
~

x) =sin(3z+5) -z

l’) 53: .3. .’134

S~

e}

S~

f a) _ 3a4b7 5 3a—4b+2c

D

f f b) = 3a4b7 5 3a—4b+20

) I
) I
) I
d) fla)=7-3/(122 —3)10
) I
) I
) I

)=
g f C) 3a4b7 5 3a—4b+2c

Aufgabe 2 (2 + 1 + 2 + 6 + 2 BE)
Gegeben ist die Parameterfunktion g,(z) = & -r? - 2% — 2.z mit r € R;r #0

a) Weisen Sie nach, dass g,(z) punktsymmetrisch ist.

b) Geben Sie die Nullstellen von ga2(x) an
¢) Bestimmen Sie, fiir welches r > 0 die Nullstellen 1 = —3, 29 = 0 und z3 = 3 sind.
d) Berechnen Sie die Extrempunkte (mit Art) in Abhéngigkeit von r und den Wendepunkt

von gr(x).
e) Bestimmen Sie, fiir welches r > 0 der Hochpunkt die Koordinaten H (—% | 4%) besitzt.

f) Bestimmen Sie die Ortskurve der Extrempunkte fiir r > 0.

Aufgabe 3 (2 + 3 BE) — ohne CAS

Durch die Gleichung f,(x) = (22 —a?)-e% wird fiir jede positive Zahl a eine Funktion f, definiert.
a) Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion f,.

b) Zeigen Sie, dass die positive Nullstelle von f, niemals eine Extremstelle dieser Funktion
sein kann.

Aufgabe 4 (3 + 2 BE) — ohne CAS

Gegeben ist die Parameterfunktion f, mit f,(z) = z - e*T®. Dabei sei a eine positive Zahl.

a) Leiten Sie die Gleichung derjenigen Funktion f, der Schar her, deren Graph durch den
Punkt (—2| — 2) verlauft.

b) Weisen Sie nach, dass jede Funktion der Schar einen Graphen mit einem Tiefpunkt besitzt.



Aufgabe 5 (3 + 2 BE) — ohne CAS

Fiir jede reelle Zahl ¢ ist eine Funktion f; durch f;(x) = 23 — 2tz? + t2x gegeben.
a) Bestimmen Sie die Wendestelle des Graphen von f;.

b) Untersuchen Sie die Anzahl der Nullstellen von f; in Abhéngigkeit von ¢.

Aufgabe 6 (2 + 3 BE) — ohne CAS

Fiir jedes positive reelle a ist eine Funktion f, gegeben durch f,(x) = v — % g eR.
a) Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes P, (1| fo(1)).
b) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente t, an den Graphen der Funktion f, im Punkt
P,.

Aufgabe 7 (2 + 3 BE) — ohne CAS

Fiir jeden Wert von a mit @ € R und a # 0 ist eine Funktion f, durch f,(z) = a-2°—2% z€R
gegeben.

a) Bestimmen Sie diejenigen Werte von a, fiir die f, mehr als eine Nullstelle hat.

b) Fiir genau einen Wert von a hat f, an der Stelle z = 1 ein Minimum.
Bestimmen Sie diesen Wert von a.

Aufgabe 8 (4 + 2 + 3 BE)
Gegeben ist die Funktionenschar fi(z) = 2* — k- 2% k€ R

a) Untersuchen Sie die Graphen der Funktionen f; auf Extrem- und Wendepunkte. Skizzieren
Sie den Graphen fiir k = —2 und k£ = 2.

b) Bestimmen Sie fiir £ > 0 die Ortskurve der Tiefpunkte aller Funktionsgraphen.

c) Essind z. # 0 eine Extremstelle und z,, # 0 eine Wendestelle von fj fiir k& > 0.
Zeigen Sie: Das Verhéltnis xx—z héng nicht von k ab. Beschreiben Sie die Bedeutung dieser
Aussage.

Aufgabe 9 (6 BE)

Gegeben ist die Funktionsschar f; mit fi(x) = (e*—t)? und ¢ > 0. Ermitteln Sie die Gleichung der
Ortskurven der Extrempunkte und der Wendepunkte. Zeichnen Sie die Ortskurven zusammen
mit einigen Graphen der Funktionsschar in ein gemeinsames Koordinatensystem.



Parameterfunktionen (08.11.2021)
H. Wuschke

Aufgabe 1 (14 BE) — ohne CAS

Leiten Sie die gegebenen Funktionen zweimal nach der Variable ab, die in der Funktionsgleichung

steht.

a)

f(z) = (52% + 3) - (8z* — 322 — 4)

f'(x) = 10z - (82* — 322 — 4) + (522 + 3) - (3223 — 62)
f"(x) =10 (82* — 322 — 4) + 10z - (3223 — 62) + 10z - (3223 — 62) + (522 + 3) - (9622 — 6)

(Bemerkung: Das konnte man auch ausmultiplizieren, aber kein Mensch hat Lust darauf.)
f(x) =sin(3z +5) - 23

f'(x) =3-cos(3z +5) - 2% +3-sin(3z + 5) - 22

f"(x) = =9 -sin(3z +5) - 23 +9-cos(3x +5) - 22 +9-cos(3z +5) - 22 +6-sin(3x +5) - =
f(z) =e%*-3. 2%

fl(x)=15-e 2 + 125 . 23 = 3. 5 . (5ot + 423)

f"(x) =155 - (5t + 4x3) + 3 - €7 - (2023 + 1222) = 3 - 7 - (2521 + 4023 + 1222)
f@)=7-3/(122 — 3)10 = 7. (122 — 3)?

fl(x)=14-12- (122 — 3) = 168 - (122 — 3)

f"(x) =168 - 12 = 2016

f(a) — 3a4b7c5 _ 63a—4b+2c

f’(a) _ 12a3b7c5 3. 63a—4b-i—2¢:

f//(a) _ 36a2b7c5 o 9 . e3a—4b+20

f(b) — 3a4b7c5 _ 63a—4b—|—20

f/(b) _ 21a4b6c5 +4- eSa—4b+2c

f”(b) = 126a*b°c® — 16 - e30—40+2¢

f(C) — 3a4b705 _ 63&—4b+20

f/(C) _ 15a4b7c4 —9. 63@—4b+2@

f"(c) = 60a*d"c? — 4 - eda—4b+2e



Aufgabe 2 (2 + 1 + 2 + 6 + 2 BE)

Gegeben ist die Parameterfunktion g,(z) = 1% 23— 2.z mitr eRyr#£0

a)

Weisen Sie nach, dass g,(z) punktsymmetrisch ist.

gr(z) =31 ad—2-x
gr(—2) =31 (=) =2 (—z)=—3 12 2P+ 22
_gT(x):—(%72$3_2$):—%72x3+2$

Geben Sie die Nullstellen von g2(x) an.

g2(z) = %x3 — 2x. Die Nullstellen sind: z; = — % , 20 =0, 23 = g
Bestimmen Sie, fiir welches r > 0 die Nullstellen 1 = —3, 2 = 0 und z3 = 3 sind.
Fiir die Nullstelen gilt: 0 = 1—30 r?ead -2 = 1= —Q'ﬁ , 22 =0, 23 = 24%

Da x9 = 0 stets erfiillt ist und g, (z) nach Aufgabe a) punktsymmetrisch ist, geniigt es, den
Parameter r mithilfe der Gleichung

3_2-\/15
3

zu bestimmen. Es folgt somit: r = L\gﬁ

Berechnen Sie die Extrempunkte (mit Art) in Abhéngigkeit von r und den Wendepunkt
von g (x).

.7"‘2

Ul

Ghla) = 1?0 -2 Gla) =207 ' (x) =

Extremstellen (notwendige Bedingung):

0=g,(x) = 331:_2'37\/5 7 $2:25\{5

Extremstellen (Art):

9r (-%ﬁ) - _G-ég_r <0 — lokales Maximum bei Zyax = _25\{5
97 (23\?) = % >0 —  lokales Minimum bei Zyi, = 23\T@
Extrempunkte:

o () =% o H(REIN)

o (B0)=-%F = T(31-%7)

Diese Betrachtung gilt fiir » > 0. Bei r < 0 ist es genau anders herum.

Wendestelle (notwendige Bedingung):
0=g'(z) = x=0

Uberpriifung Wendestelle:

g’ (0) = g 1240 — Wendestelle bei zy = 0
Wendepunkt:

g9-(0)=0 = W(0/0)




Bestimmen Sie, fiir welches r > 0 der Hochpunkt die Koordinaten H (—3 i) besitzt.

15 1 45
2 _ _2+/5 ... /r
5= 3r = 7—0\6

Bestimmen Sie die Ortskurve der Extrempunkte fiir r > 0.

[ 8 =
23‘15 und daher isty:i\/S :_g_w

2:4/5
- (~5)
Aufgrund der Punktsymmetrie, liegt der Tiefpunkt auch auf dieser Geraden. Dies kénnte
auch rechnerisch nachgewiesen werden.

- T — 25 -
Fiir den Hochpunkt gilt: z = =532 < r = —

Aufgabe 3 (2 + 3 BE)

Durch die Gleichung f,(z) = (22 —a?)-e% wird fiir jede positive Zahl a eine Funktion f, definiert.

a)

Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion f,.
Da e nie Null sein kann, egal was fiir a oder x eingesetzt wird, muss gelten:
22 —a?=0 = 2?2 = a? = r1=—aund 2 = a

Zeigen Sie, dass die positive Nullstelle von f, niemals eine Extremstelle dieser Funktion
sein kann.

"(x) = 2x - e + (22 — a®) -a-e™®

Also ist f(a) = 2a - e** # 0, weil a cine positive Zahl ist.

Aufgabe 4 (3 4+ 2 BE)

Gegeben ist die Parameterfunktion f, mit f,(z) = z - e*T®. Dabei sei a eine positive Zahl.

a)

Leiten Sie die Gleichung derjenigen Funktion f, der Schar her, deren Graph durch den
Punkt (—2| — 2) verlauft.

fa(—2) = =2 gilt aufgrund des Punktes, also ist:
—9. 672+a - _9 (;3) 672+UL -1

Es gilt fiir jede reelle Zahl: a® = 1, also muss im Exponenten eine Null herauskommen.
Daher ist a = 2.

Nun soll fo(x) = - €*2 abgeleitet werden. Es ist fi(z) = e*™2 + 2. €2 = (1 + ) - 72

Weisen Sie nach, dass jede Funktion der Schar einen Graphen mit einem Tiefpunkt besitzt.
Esist fi(z) ="+ e = (14 1) "
0=(1+4z) e = r=-1.

Zur Bestimmung der Art des Extremums muss x = —1 nun in die zweite Ableitung einge-
setzt werden. Es ist:

J(z) =€+ (1+x) "t = (1) = e~ > 0, also ist die Extremstelle
immer ein lokales Minimum.



Aufgabe 5 (2 + 3 BE)

Fiir jede reelle Zahl ¢ ist eine Funktion f; durch f;(x) = 23 — 2tz? + t2x gegeben.

a) Bestimmen Sie die Wendestelle des Graphen von f;.
fl(z) = 322 — 4tw + t?
V() = 62 — 4t
() = 6
Wendestelle bestimmen: 0 = 6z — 4t & 4t =6z & o= %t (ist Wendestelle, weil
fI" (3t) = 6 # 0 ist.
b) Untersuchen Sie die Anzahl der Nullstellen von f; in Abhéngigkeit von ¢.
fi(x)=ax-(2* =2tx+t*) = 2,=0
Fiir 22 und 23 ist 0 = 22 — 2tz + t> mit der p-g-Formel zu l&sen.
Ty =tEVI2—12=t
Also hat f;(z) nur eine Nullstelle, wenn ¢ = 0 ist und sonst zwei Nullstellen.

Bemerkung: Das hétte man auch sehen kénnen, wenn man binomische Formeln kann:
v (2?2 - 2tx +t2) =2 (v —t)?

Aufgabe 6 (2 + 3 BE)

Fiir jedes positive reelle a ist eine Funktion f, gegeben durch f,(x) = @™ — % g eR.

a) Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes P, (1| fo(1)).
fa(1) = o — et = 0 — 0 = 0, also P,(1|0).

b) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente t, an den Graphen der Funktion f, im Punkt
P,.
fila)

(1)
y=m-xz+n = 0=2-¢"-14n & n=-2.¢e

tp(r)=2-€"-z—2-¢"=2-¢" (z—1)

27 - e
. ea

Aufgabe 7 (2 + 3 BE)

Fiir jeden Wert von a mit @ € R und a # 0 ist eine Funktion f, durch f,(z) = a-2°—2% 2 ¢cR
gegeben.

a) Bestimmen Sie diejenigen Werte von a, fiir die f, mehr als eine Nullstelle hat.

fal@)=a-25—2* =2* (a-2> —1) = eine Nullstelle ist also daher z; = 0.

0=a-2°-1 < 1l=a-22 & L=42

a
= xgz—\/gund;vg:\/g

Fiir a < 0 sind beide Wurzeln undefiniert und dann héatte f,(x) nur die Nullstelle z; = 0.
Daher hat f,(z) mehr als eine Nullstelle fiir a > 0.



b) Fiir genau einen Wert von a hat f, an der Stelle z = 1 ein Minimum.
Bestimmen Sie diesen Wert von a.

fi(x) = 6az® — 423
f"(x) = 30az* — 1222
0=6ax’ —42° < 0=223 (3a2>-2) = x1=0

a2 2 _ .2 __ /2 e ]2
0 = 3ax 2 & T=x = I = 5o und z3 = /5

Es muss also gelten 3—2(1 = 1. Wenn man den Bruch umschreibt, steht dort % . é = 1. Damit

as gi = 2 gei 2, - -2.3 _
das gilt, muss a = 5 sein, denn 3 =3-5=1

wlbo| =



Aufgabe 8 (4 + 2 + 3 BE)

Gegeben ist die Funktionenschar fi,(z) = 2* — k-2, k€ R

a)

Untersuchen Sie die Graphen der Funktionen f; auf Extrem- und Wendepunkte. Skizzieren
Sie den Graphen fiir k = —2 und k = 2.

fi(z) =42 =2k -z V() = 122 — 2k fil (@) = 24z

Fiir k& = 0 ist die Funktionsgleichung fo(z) = z* und besitzt ein globales Minimum bei
T(0|0), jedoch keinen Wendepunkt.
Extrempunkte:

0= fi(z) = xlz—\/g, 9 =0, x3= %

r1 und x3 sind also nur definiert fiir k& > 0.

[7/(0) = —2k Daher ist bei = 0 ein Maximum fiir £ > 0 und ein Minimum fiir £ < 0.
fx(0) =0 — Das Extremum hat die Koordinaten E;(0 | 0)

4 (i\/g =4k >0 also sind an beiden Stellen jeweils Minima.

Ji (i\/@ =4 = B <—\/§ | —’f) und Fj <\/§ | _k42>

Wendepunkte:
0=fil(z) = x1= —\/g und x9 = \/% Also existieren Wendepunkte grundsétzlich
nur fiir £ > 0.

o <\/E ) =24 \/% # 0 (analog fiir x2). Daher existieren die Wendepunkte wirklich

fir k>0
Tk (i\/§> — _53k62 — W (_\/E | _53k62> und W (\/E _53@2)

k=2

Bestimmen Sie fiir £ > 0 die Ortskurve der Tiefpunkte aller Funktionsgraphen.

x:\/g = k=2 2° y:—<2€f)2:—x4

Es sind z. # 0 eine Extremstelle und z,, # 0 eine Wendestelle von fj, fiir £ > 0.
Zeigen Sie: Das Verhéltnis i—; h&ng nicht von k ab. Beschreiben Sie die Bedeutung dieser
Aussage.

k

'7"‘1:72:\/3 ~ lp:\/glw
k

Tw

6
Also ist die Extremstelle immer um ein Vielfaches grofer als die Wendestelle.



Aufgabe 9 (6 BE)

Gegeben ist die Funktionsschar f; mit fi(x) = (e*—t)? und ¢ > 0. Ermitteln Sie die Gleichung der
Ortskurven der Extrempunkte und der Wendepunkte. Zeichnen Sie die Ortskurven zusammen
mit einigen Graphen der Funktionsschar in ein gemeinsames Koordinatensystem.

fllx)=2-(e*—1t)-€® V() =2-€"-(2-e* —1t) V() =2-€"-(4-e* —1t)
0=fi(x) = x=In(t) /(In(t)) = 2 -2 > 0 also ist bei x = In(¢) ein lokales Minimum
filln(t)) =0 —  T(n(t) [ 0)

0=f/(z) = =z=I(}) " (In (£)) = t? # 0 also existiert die Wendestelle.

Ortskurve der Wendepunkte: x = In (%) =>t=2-¢e — Yy = '4 = (ef)Q = 2

\ 4
3\ |

|
t=

Il
No
LN
|

/

— e e
‘--.._________

t

1 \

e

Hier ist die neongriine Linie die Ortskurve der Tiefpunkte und die gelbe Linie die Ortskurve der
Wendepunkte.



Aufgaben zu Funktionsbestimmung (06.12.2021)
H. Wuschke

Aufgabe 1 (je 3 BE)

Bestimmen Sie die Gleichung eines Polynoms dritten Grades, dessen Graph die nachfolgenden
Eigenschaften besitzt und skizzieren Sie diese:

a) ... hat im Punkt 7°(1|0) einen Tiefpunkt und im Punkt H(3|4) einen Hochpunkt.
b) ... Koordinatenursprung ist Wendepunkt, der Punkt H(3|2) ist Hochpunkt.

c) ... im Wendepunkt W(2]|4) hat die Wendetangente die Steigung —3, auferdem geht der
Graph durch den Ursprung.

d) ... geht durch den Koordinatenursprung und hat in S(2|1) einen Sattelpunkt.

e) ... verlauft durch die Punkte P(0| — 5) sowie Q(1|0) und beriihrt die z-Achse im Punkt
R(5]0).

f) ... im Punkt P(1|4) eine Tangente parallel zur 1. Winkelhalbierenden und in Q(0|2) eine
Tangente Parallel zur z-Achse.

g) ... verlduft durch den Koordinatenursprung und besitzt den Wendepunkt W (1| — 2). Die
Wendetangente schneidet die z-Achse in Q(20).

Aufgabe 2 (je 3 BE)

a) Bestimmen Sie die Gleichung einer Funktion 5. Grades, welche punktsymmetrisch zum
Ursprung mit Ursprungsgerade y = 7 - x ist sowie einen Wendepunkt W (1]0) besitzt.

b) Bestimmen Sie die Gleichung einer zur y-Achse achsensymmetrischen Funktion 4. Grades,
deren Wendetangente im Ursprung mit einer Steigung 1 liegt und im Punkt P(2[4) hat die
Funktion ein Extremum.

Aufgabe 3 — ohne CAS (5 BE)

Der Graph einer quadratischen Funktion f verlduft durch den Koordinatenursprung. Die Tan-
gente an diesen Graphen im Punkt (2|f(2)) hat die Gleichung y = 42 — 2. Bestimmen Sie einen
Funktionsterm von f.

Aufgabe 4 (3 BE)

Bestimmen Sie die Gleichung der dargestellten Funktion.!

'Quelle: https://de.serlo.org/mathe/2157/steckbriefaufgabe



Aufgaben zu Funktionsbestimmung (06.12.2021)
H. Wuschke

Aufgabe 1 (12 BE)

Bestimmen Sie die Gleichung eines Polynoms dritten Grades, dessen Graph die nachfolgenden
Eigenschaften besitzt und skizzieren Sie diese: Es ist f(z) = a-2® +b-2? + ¢- 2 + d und
fl(x)=3a-22+2b -2+ cund f"(z) =6a-x+ 2b

a)

... hat im Punkt 7(1]0) einen Tiefpunkt und im Punkt H(3|4) einen Hochpunkt.

Die Bedingungen sind f(1) = 0 (Punkt), f/(1) = 0 (Tiefpunkt), f(3) = 4 (Punkt) und
1/(3) = 0 (Hochpunkt).

f(x) = —23 4+ 622 — 92 + 4

... Koordinatenursprung ist Wendepunkt, der Punkt H(3|2) ist Hochpunkt.

Die Bedingungen sind f(0) = 0 (Punkt), f”(0) = 0 (Wendepunkt), f(3) = 2 (Punkt) und
1/(3) = 0 (Hochpunkt).

fl@)=—%23+a

.. im Wendepunkt W (2]4) hat die Wendetangente die Steigung —3, auferdem geht der
Graph durch den Ursprung.

Die Bedingungen sind f(0) = 0 (Punkt), f(2) =4 (Punkt), f”(2) = 0 (Wendepunkt) und
1'(2) = =3 (Steigung der Wendetangente).

flx) = %L? — %xz + 122

... geht durch den Koordinatenursprung und hat in S(2|1) einen Sattelpunkt.

Die Bedingungen sind f(0) = 0 (Punkt), f(2) = 1 (Punkt), f(2) = 0 (Sattelpunkt) und
1"(2) = 0 (Sattelpunkt).

flx) = %ﬁ — %JL‘Z + %.I“

.. verlauft durch die Punkte P(0| — 5) sowie Q(1|0) und beriihrt die z-Achse im Punkt
R(5|0).

Die Bedingungen sind f(0) = —5 (Punkt), f(1) = 0 (Punkt), f(5) = 0 (Punkt) und
1'(5) = 0 (beriihrt die z-Achse).

fl@)=1a3— a2 4725

.. im Punkt P(1]4) eine Tangente parallel zur 1. Winkelhalbierenden und in Q(0|2) eine
Tangente Parallel zur z-Achse.

Die Bedingungen sind f(1) = 4 (Punkt), f(0) = 2 (Punkt), f’(1) = 1 (parallel zur 1. Win-
kelhalbierenden) und f’(0) = 0 (parallel zur z-Achse).

f(x) = =323 + 522 +2

.. verlduft durch den Koordinatenursprung und besitzt den Wendepunkt W (1| — 2). Die
Wendetangente schneidet die z-Achse in Q(2/0).

Die Bedingungen sind f(0) = 0 (Punkt), f(1) = —2 (Punkt), f”(1) = 0 (Wendepunkt)

Die letzte Information ist schwieriger. Wir kénnen den Anstieg der Wendetangente durch
den Differenzenquotienten ermitteln:

vy 02(2) _ g = f/(1) (Anstieg der Wendetangente)

xro—T1 2—1

f(x) = =423 + 1222 — 102



Aufgabe 2 (je 3 BE)

a) Bestimmen Sie die Gleichung einer Funktion 5. Grades, welche punktsymmetrisch zum
Ursprung mit Ursprungsgerade y = 7 - x ist sowie einen Wendepunkt W (1]0) besitzt.
f(x)=a-2° +b-23+c-x (aufgrund der Punktsymmetrie zum Koordinatenursprung)
flx)=5-a-2*+3-b-22+¢
f"(z)=20-a-2>+6-b-x
Es gelten die drei Gleichungen:

I f'(0) = 7 (Anstieg der Ursprungsgeraden)

II f(1) =0 (Koordinaten des Wendepunktes)
I11 1" (1) = 0 (Eigenschaften des Wendepunktes)
= f(z)=3-25-10-2°+7 2

b) Bestimmen Sie die Gleichung einer zur y-Achse achsensymmetrischen Funktion 4. Grades,
deren Wendetangente im Ursprung mit einer Steigung 1 liegt und im Punkt P(2]4) hat die
Funktion ein Extremum.
f(x)=a-z* +b-2° + c (aufgrund der Achsensymmetrie zur y-Achse)
flx)=4-a-22+2-b-x
() =12-a-22+2-b
Statt 3 Informationen gelten folgende 5 Gleichungen:

I f(0) = 0 (Wendepunkt im Ursprung)

II 17(0) = 0 (Eigenschaften des Wendepunktes)
111 f'(0) =1 (Anstieg der Wendetangente)

v f(2) = 4 (Punktkoordinaten)

Vv 1'(2) = 4 (Eigenschaften des Extremums)

= keine Lsung moglich

Wenn die Funktion nicht achsensymmetrisch ist, wére f(z) = —%x‘l + gscg +x

Aufgabe 3 — ohne CAS (5 BE)

Der Graph einer quadratischen Funktion f verlduft durch den Koordinatenursprung. Die Tan-
gente an diesen Graphen im Punkt (2|f(2)) hat die Gleichung y = 42 — 2. Bestimmen Sie einen
Funktionsterm von f.

Esist f(z) =a-22+b-2z+c

Der Punkt P liegt auch auf der Tangente. Um also die y-Koordinate zu bestimmen, wird der
z-Wert des Punktes in die Tangentengleichung eingesetzt: y =4-2—-2=6 —  P(2/6).

Nun koénnen die drei Gleichungen aufgestellt werden:

Durch den Koordinatenursprung gilt: f(0) =0 < ¢=0

Also ist die Gleichung fiir f nur noch f(z) =a-2?+b-x und f'(z) =2a-x+0b

Punkt P(2|6): f(2)=6 < 4a+2b=6 < 2a+b=3(])

Anstieg in P(2/6) ist 4: f/(2) =4 < 4da+b=4 (1)

Nun muss das Gleichungssystem gelost werden. Aus (I) lasst sich b gut umstellen: b = 3 — 2a.
Dies wird in (II) eingesetzt:
da+3—-2a=4 & 2a=1 & a=

b=3-2a < b=3-1=2 =  flz) =1z +22

N[



Aufgabe 4 (3 BE)

Bestimmen Sie die Gleichung der dargestellten Funktion.!

Wabhrscheinlich ist dies eine Funktion dritten Grades, also gelten alle Bedingungen wie in Auf-
gabe 1.

Die Gleichungen sind:
f(=1) =0und f(1) =1 (aufgrund der beiden Punktkoordinaten).

f'(=1) =0 und f'(1) = 0 (aufgrund der Eigenschaften von Hoch- und Tiefpunkt).
Daher ist f(z) = —12° + 32 + 3

'Quelle: https://de.serlo.org/mathe/2157/steckbriefaufgabe



Extremwertprobleme (10.01.2022)
H. Wuschke

Aufgabe 1 (6 BE)

Aus einem 36 ¢cm langen Draht soll das Kantenmodell eines Quaders mit quadratischer Grundfla-
che hergestellt werden. Bestimmen Sie die Kantenldngen unter der Bedingung, dass das Volumen
maximal wird.

Aufgabe 2 (6 BE)

Ein rechteckiges Plakat hat eine Fliche von 35 dm?. Es wird so bedruckt, dass die Rinder an
den Seiten jeweils 4 cm, oben und unten jeweils 5 cm betragen. Bestimmen Sie die Mafe des
Plakates mit der grofsten bedruckbaren Fléche.

Aufgabe 3 (6 + 2 BE)

Eine 400-m-Laufbahn in einem Sportstadion besteht aus zwei

Halbkreisen, die durch zwei parallele Strecken verbunden sind.

a) Wie miissen der Radius r der Halbkreise und die Linge x der
parallelen Strecken gewahlt werden, damit die mittlere Recht-

eckflache einen maximalen Flacheninhalt hat? =
b) Recherchieren Sie, ob Stadien in der Nahe |hres Wohnortes diese Abmessungen besitzen.

Abbildung 1: Elemente der Mathematik. Sachsen 11, S. 136

Aufgabe 4 (6 BE)

Ein Gewolbegang hat einen Querschnitt von der Form eines Rechtecks mit aufgesetztem Halb-
kreis. Der Umfang des Querschnitts ist durch U = 10 m fest vorgegeben. Wie muss das Gewdlbe
gestaltet werden, damit die Querschnittsfliche moglichst grofs wird?

Aufgabe 5 (6 BE)

Von einer Kaffeesorte werden bei einem Preis von 20 € fiir 1 kg im Monat 10.000 kg verkauft.
Eine Marktforschung hat ergeben, dass eine Preissenkung von 0,02 € je kg zu einer Absatzstei-
gerung von jeweils 100 kg im Monat fiihren wiirde. Bei welchem Verkaufspreis wire der Gewinn
maximal, wenn fiir 1 kg Kaffee der Selbstkostenpreis 14 € betrigt?

Aufgabe 6 (6 BE)

Gegeben ist ein Kreis mit Radius r. Rollt man einen Kreissektor mit Mittelpunktswinkel «
zusammen, entsteht ein Kegel. Bestimmen Sie « so, dass das Volumen des Kegels maximal wird.
(Vergleichen Sie mit einer Filtertiite fiir Kaffee.)



Extremwertprobleme und Funktionsgraphen (Abstéinde)
H. Wuschke

Aufgabe A1.1.3 Abitur 2008

Gegeben sind zwei Funktionen durch die Gleichungen

1 . 2
fl(x)zl—8$3—2x und f2($)=—§x3+0,5x mit z € R

Gegeben sind die Punkte @ (u|fi(v)) und R (u|f2(u)) im Intervall 0 < u < 3,u € R.
Berechnen Sie den Abstand der Punkte @ und R fiir u =1

Ermitteln Sie rechnerisch den Wert fiir u so, dass der Abstand zwischen den Punkten @@ und R
maximal wird.

Kurzl6sung: Abstand fiir v = 1: LE u=



Extremwertprobleme und Funktionsgraphen (Dreiecke)

H. Wuschke

Aufgabe A1.2.3 Abitur 2008 mit CAS

Die Funktion f ist gegeben durch die Gleichung

1 1 3
f(x):—@x3—?0$2+§$+2 mit z € R

Ihr Graph ist G.
Ein Dreieck OAB entsteht durch den Koordinatenursprung O, den Schnittpunkt A des Graphen

mit dem positiven Teil der xz-Achse und den Punkt B.
Der Punkt B liegt im ersten Quadranten auf G.

Berechnen Sie den maximalen Flacheninhalt des Dreiecks OAB.

Aufgabe A1.3 Abitur 2012

2
Gegeben ist die Funktion f durch die Gleichung f(z) = — 1 mit x € R.

o241
Ihr Graph heifit F.

Die Punkte R (—u|f(—u)),S(0/0) und T (u|f(w)) mit 0 < u < 1 bestimmen ein Dreieck.
Berechnen Sie den Wert von u so, dass die Dreiecksfliche maximal wird.

Aufgabe A1.3.3 Abitur 2018

Gegeben ist die fiir alle reellen Zahlen z mit —2 < z < 8 definierte Funktion f mit der Gleichung

flz) = —ﬁafl + %xg’ - ixz + %x—i— 1
Fiir jeden Wert von a mit 0 < a < 7;a € R liegt ein Dreieck ABC mit A(al0), B(7|0) und
C (a|f(a)) im ersten Quadranten.
Fertigen Sie zu diesem Sachverhalt eine Skizze an.
Begriinden Sie, dass es sinnvoll ist, fiir a den Wert 7 auszuschlieffen.
Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes C' so, dass die Fliche des Dreiecks ABC moglichst

grof wird.

Kurzlosung A1.2.3: maximaler Fldcheninhalt: FE B(
Kurzlosung A1.3: maximaler Flacheninhalt: FE U=
Kurzlésung A1.3.3: maximaler Flécheninhalt: FE C(



Extremwertprobleme und Funktionsgraphen (Rechtecksflidchen)

H. Wuschke

Aufgabe A1.4 Abitur 2010
Gegeben ist die Funktion f durch die Gleichung

flx) = —ix?’ +3x mitzeR
27
Der Graph von f ist K.
Auf dem Graphen K ist ein Punkt P (r|f(r)) mit r € R,0 < r < 9 gegeben.
Durch P werden Parallelen zu den Koordinatenachsen gelegt.
Diese Parallelen und die Koordinatenachsen begrenzen ein Rechteck.
Bestimmen Sie die Koordinaten von P so, dass der Flacheninhalt dieses Rechtecks maximal wird.

Geben Sie den maximalen Flicheninhalt an.

Aufgabe A1.2.2 Abitur 2013

Gegeben ist die Funktion f durch die Gleichung f(z) = —%23 + 22 mit 2 € R.

Durch die Punkte O(0(0), P(u|0), @ (u|f(u)) und R (0|f(w)) mit 0 < u < 5 wird ein Rechteck
eindeutig festgelegt.

Bestimmen Sie den Wert von u so, dass der Flicheninhalt des Rechteckes maximal wird.
Geben Sie den Fliacheninhalt dieses Rechtecks an.

Kurzlosung A1l.4: maximaler Flacheninhalt: FE P(

Kurzlésung A1.2.2: maximaler Flicheninhalt: FE U=



Extremwertprobleme und Funktionsgraphen (Recktecksumfang)

H. Wuschke

Aufgabe B1.2 Abitur 2009

Gegeben ist die Funktion f durch die Gleichung
flz)=e 2" mitzeR
Der Graph von f ist K.

Auf dem Graphen K ist ein Punkt P(r|s) mit r > 0 gegeben.

Durch P werden Parallelen zu den Koordinatenachsen gelegt.

Diese Parallelen und die Koordinatenachsen begrenzen ein Rechteck.

Bestimmen Sie die Koordinaten von P so, dass der Umfang dieses Rechtecks minimal wird.

Geben Sie den minimalen Umfang an.

Aufgabe A1.5 Abitur 2011
Gegeben ist die Funktion f durch die Gleichung

f(z) = 2x;—1

mit x € R,z #0

Der Graph von f ist K.

Auf K existiert ein Punkt @ (r|f(r)) mit » € R, r > 0.

Durch @ werden Parallelen zu den Koordinatenachsen gelegt.

Diese Parallelen und die Koordinatenachsen bilden ein Rechteck.

Bestimmen Sie die Koordinaten von @ so, dass der Umfang dieses Rechtecks minimal wird.

Berechnen Sie den minimalen Umfang.

Kurzldsung A1.2: minimaler Umfang: LE P( |

Kurzlésung A1.5: minimaler Umfang: LE Q( |



Extremwertprobleme (16.01.2020)
H. Wuschke

Aufgabe 1 (6 BE)

Aus einem 36 ¢cm langen Draht soll das Kantenmodell eines Quaders mit quadratischer Grundfla-
che hergestellt werden. Bestimmen Sie die Kantenldngen unter der Bedingung, dass das Volumen
maximal wird.

Extremalbedingung: V (a, b) = a® - b soll maximiert werden.

Nebenbedingung: 8a + 4b = 36 (Alle Kanten zusammen sind 36 cm lang.)
4b=36—-8b=b=9—2a

Zielfunktion: V(a) = a® - (9 — 2a) = 9a® — 2a®

Hochpunkt der Zielfunktion graphisch bestimmen ergibt: H(3|27), das heift fiir a = 3 c¢cm hat
der Quader ein Volumen von 27cm?.

Berechnung von b: b = 9 — 2a Ph=9-6= 3, somit hat b auch die Kantenldnge 3cm und
somit ist der Quader ein Wiirfel mit Kantenldnge 3 cm.

Aufgabe 2 (6 BE)

Ein rechteckiges Plakat hat eine Fliche von 35 dm?. Es wird so bedruckt, dass die Rinder an
den Seiten jeweils 4 cm, oben und unten jeweils 5 cm betragen. Bestimmen Sie die Mafe des
Plakates mit der gréfsten bedruckbaren Fléche.

Vorbetrachtung: 35 dm? = 3.500 cm?

Extremalbedingung: A(a,b) = (a — 8) - (b — 10) soll maximal werden.
Nebenbedingung: a - b = 3.500 < a = @

Zielfunktion: A(b) = (252 —8) - (b — 10) = 3.500 — 8b — 2390 4 80 = —8b — 2300 4 3580

Zielfunktion mithilfe des CAS ableiten: A’(b) = —8 + 2330 A"(b) = 7290

Hochpunkt berechnen: A'(b) = 0 — by = — 310 (entfallt da < 0) und by = 2Y70

hinreichende Bedingung: A” <° ‘F) —40-v/70 <0 — bei b = i ist ein lokales Maximum.

Hochpunktkoordinaten: A (%m) — 3580 — 40 - /70 ~ 3.245, 34 — H(20,92|3.245, 34)

3.500 b~
Seitenldnge von a: a = 5 A9 167,33
Das Plakat hat eine Breite von ca. 167,33 cm und eine Héhe von 20,92 cm. Das sieht vielleicht
etwas seltsam aus, weil es eher ein Streifen ist, aber so ist es nunmal bei dem maximalen Fla-
cheninhalt.



Aufgabe 3 (6 + 2 BE)

Eine 400-m-Laufbahn in einem Sportstadion besteht aus zwei

Halbkreisen, die durch zwei parallele Strecken verbunden sind.

a) Wie miissen der Radius r der Halbkreise und die Lange x der
parallelen Strecken gewahlt werden, damit die mittlere Recht-
eckflache einen maximalen Flacheninhalt hat? .

b) Recherchieren Sie, ob Stadien in der Nahe lhres Wohnortes diese Abmessungen besitzen.

Abbildung 1: Elemente der Mathematik. Sachsen 11, S. 136

Extremalbedingung: A(r,z) = 2r - z soll maximal werden.

Nebenbedingung: 2z + 27r = 400 < x + 7r = 200 & x = 200 — 7r

Zielfunktion: A(r) = 27 - (200 — 7r) = 400r — 277>

Zielfunktion ableiten: A’(r) = 400 — 47r A"(r) = —4m < 0 — es liegt ein Maximum vor.
Hochpunkt berechnen: A’(r) =0 — r = 120

Hochpunktkoordinaten: A (1) = 20900 ~ 6,366, 20 — H (31,836.366, 20)

_100
Seitenldnge von x: x = 200 — r =" x =100

Bei einer Abmessung von 100 m Breite und ca. 63,66 m Héhe hat das mittlere Rechteck eine
maximale Fliche von ca. 6.366,20 m?.

Aufgabe b) eigene Recherche.

Aufgabe 4 (6 BE)

Ein Gewolbegang hat einen Querschnitt von der Form eines Rechtecks mit aufgesetztem Halb-
kreis. Der Umfang des Querschnitts ist durch U = 10 m fest vorgegeben. Wie muss das Gewdlbe
gestaltet werden, damit die Querschnittsfliche moglichst groff wird?

Zielfunktion: Q =2 -r-a+ % o2
Nebenbedingung: 2r + 2a + 7 -r = 10
Q(r)y=10r— (2+ 3 -m) -r?

10

r=im=~140m=~a

Aufgabe 5 (6 BE)

Von einer Kaffeesorte werden bei einem Preis von 20 € fiir 1 kg im Monat 10.000 kg verkauft.
Eine Marktforschung hat ergeben, dass eine Preissenkung von 0,02 € je kg zu einer Absatzstei-
gerung von jeweils 100 kg im Monat fiilhren wiirde. Bei welchem Verkaufspreis wire der Gewinn
maximal, wenn fiir 1 kg Kaffee der Selbstkostenpreis 14 € betrigt?

f(z) =(20—0,02-x —14) - (10.000 + 100 - z)  — =100  — 18 €



