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Ziele der Sitzung

@ Vektorraumaxiome als definierende Eigenschaften des
euklidischen Vektorraumes beschreiben

o Begriff des Richtungsvektors, Gegenvektors und Nullvektors
beschreiben kdénnen

Addition und Vielfachbildung von Vektoren ausfiihren
Begriff der Linearkombination kennenlernen
Lange/Betrag/Norm eines Vektors berechnen

Einheitsvektoren bilden
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Euklidischer Vektorraum
Es sei R" eine Menge iiber dem Kérper R mit der dort definierten Addition
und Multiplikation. Dann bildet R"” einen n-dimensionalen, euklidischen
Vektorraum, wenn die Vektoraddition und Skalarmultiplikation erfillt ist.

.

Vektoraddition

Seien U,V und w € R”, n € N, dann gilt:
Vi: T+ (V+w)=(T+V)+w (Assoziativgesetz)
V2: Es gibt einen Nullvektor (neutrales Element) 0 so, dass gilt:

V+0=0+v=1V

V3: Es gibt zu jedem Vektor V einen Gegenvektor (inverses Element) —V
so, dass gilt: R
V+(=V)=(-V)+V=0

]

Vi: V4+w=

+V (Kommutativgesetz)

v
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Skalarmultiplikation

Seien u,v € R",n € Nund «, 8 € R, dann gilt:

S1:a - (0+V)=(a-U)+(a-V) (Distributivgesetz |)
a+B)-V=_(V)+(B-V) (Distributivgesetz Il)

=a-(B-V) (Assoziativgesetz)

@ In der Schule werden alle bekannten Rechengesetze verwendet und auf
den Vektorraum iibertragen. Dann heift er reeller euklidischer
Vektorraum. Es gibt auch andere Vektorrdume, wichtig ist dabei, dass
die Axiome erfiillt werden.

@ Ein Vektorraum iber Z wird als Modul bezeichnet.

@ Die Vektorraumdefinition ist auch auf Funktionenrdume und
unendlichdimensionale Vektorraume iibertragbar.

@ In den Axiomen S2 und S3 kommen unterschiedliche Multiplikationen
und Additionen vor.
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Richtungsvektor

Ein Richtungsvektor bzw. Verbindungsvektor AB beschreibt den
Vektor, welcher von Punkt A zu Punkt B verlduft bzw. die Punkte
A und B von A aus verbindet.

. XB — XA
AB=| yB—ya
Zg — Za

| \

Aufgabe Al
Gegeben seien die Punkte A(—4| —3), B(—1| — 1) und C(—3|2) im R2.
a) Stellen Sie A, B und C sowie OA, OB und OC graphisch dar.

b) Stellen Sie in einem zweiten Koordinatensystem A—B), BC und CA
graphisch dar.

c) Gegeben ist ein Verbindungsvektor V = . Zeichnen Sie V an jeden

2
der drei Punkte und beschreiben Sie die Verschiebung.
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Verbindungsvektoren

A

Abbildung: Beispiel von S. Hintze, 23.05.19

Hier sind die Vektoren UE’,/V)’ und BE dargestellt.
Da alle Vektoren die gleiche Lange, Richtung (parallel) und den
gleichen Richtungssinn haben, gilt:

AD = CF — BE
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Addition von Vektoren

Die Vektoren 3 und b stellen zwei Verschiebungen dar. Die
Hintereinanderausfithrung dieser Verschiebungen wird als Summe

. X3 Xp Xa + Xp
at+b=1|vyva |+ ¥ |=]| YatW
Z3 Zp Zy+ 2p

der beiden Vektoren bezeichnet.

.

Veranschaulichung der Addition

S

Abbildung: Beispiel von S. Hintze, 23.05.19
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Vielfachbildung eines Vektors

Gegeben seien der Vektor 3 und die Zahl r € R.

Es gilt:
X, rXa
-
r-d=r-|ya|=1|rva
Ze - Z,

Der neue Vektor r - 3 bezeichnet den Vektor, dessen Pfeile ...
O ... parallel zu den Pfeilen von 3 sind.
@ ... |r| mal so lang wie die Pfeile von 3'sind.

© ... gleich gerichtet zu den Pfeilen von &'sind, falls r > 0 und
entgegengesetzt gerichtet zu den Pfeilen von a'sind, falls
r <0.
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Veranschaulichung der Vielfachbildung

a

—-15-a

ST

0,5 -

—1,25-@

Abbildung: Beispiel von S. Hintze, 23.05.19
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Subtraktion von Vektoren

Der Gegenvektor von b wird mit —b bezeichnet.
Die Hintereinanderausfiihrung der Verschiebungen 3 und —b ist die
Differenz von 3 und b:

—Xp Xa — Xp

—Yb = Ya— Vb

—Zp Za — Zp
b

Abbildung: Beispiel von S. Hintze, 23.05.19
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Linearkombination

Seien ay, ap, ..., an € R (reelle Skalare/Koeffizienten) und
— — —
X1, X2, ..., Xn Vektoren.

Ein Rechenausdruck aus Skalaren und Vektoren wird als
Linearkombination bezeichnet.

— — —
ar X1 +a - Xo+ ...+ an- - Xp

Aufgabe A2
Gegeben sind die Punkte A(1]1]0), B(4]|2| — 3) und C(3/5| — 1).
a) Bilden Sie die Vektoren AB, BA, AC, CA, BC und CB

b) Berechnen Sie AB + BC.
Beschreiben Sie, was lhnen auffillt und begriinden Sie dies mit
einer Skizze.

c) Berechnen Sie die Linearkombination OA +

d) Berechnen Sie2-AB+2-BC+2-CA

—>

- AB.

N=

v
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Betrag/Norm eines Vektors

Der Betrag oder die Norm des Vektors 3 wird mit |a] beschrieben.
|'d| gibt die Linge des Vektors 3 an. Fiir

gilt:

81 = /()2 + (92)? + (222

Der Vektor ag heift Einheitsvektor zum Vektor 3, wenn 3 und 3y
die gleiche Richtung haben und |ag| = 1 gilt. Es gilt:

- |

ap = 3 - a.

4]
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Aufgabe A3
Gegeben sind die Punkte A(1]1]0), B(4]|2| — 3) und C(3]5| — 1).

a) Berechnen Sie die Betrage |A—B)| |§f\ und |A_C»|
b) Erganzen Sie einen Punkt D so, dass die Figur ABCD ein
Parallelogramm ist.

c) Begriinden Sie, dass ABCD keine Raute/kein Rhombus ist.

Aufgabe A4

-
Bestimmen Sie die Einheitsvektoren ag und by der Vektoren

1 —
a=| 2 und b =

3
2
) V3
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