Parameterfunktionen (08.11.2021)
H. Wuschke

Aufgabe 1 (14 BE) — ohne CAS

Leiten Sie die gegebenen Funktionen zweimal nach der Variable ab, die in der Funktionsgleichung

steht.

a)

f(z) = (52% + 3) - (8z* — 32 — 4)

f'(x) = 10z - (82* — 322 — 4) + (522 + 3) - (3223 — 62)
f"(x) =10 (82* — 32% — 4) + 10z - (3223 — 62) + 10z - (3223 — 62) + (522 + 3) - (9622 — 6)

(Bemerkung: Das konnte man auch ausmultiplizieren, aber kein Mensch hat Lust darauf.)
f(x) =sin(3z +5) - 23

f'(x) =3-cos(3z +5) - 2% +3-sin(3z +5) - 22

f"(x) = =9 -sin(3z +5) - 23 +9-cos(3z +5) - 22 +9-cos(3z +5) - 22 +6-sin(3x +5) - =
f(z) =e%-3. 2%

fl(x)=15-€ 2 +12- €5 . 23 = 3. 5 . (5ot + 423)

f"(x) =155 - (5t + 4x3) + 3 - €7 - (2023 + 12202) = 3 - 7 - (2521 + 4023 + 1222)
f@)=17-3/(122 — 3)10 = 7. (122 — 3)?

fl(x)=14-12- (122 — 3) = 168 - (122 — 3)

f"(x) =168 - 12 = 2016

f(a) — 3a4b7c5 _ 63a—4b+2c

f’(a) _ 12a3b7c5 3. 63a—4b-i—2¢:

f//(a) _ 36a2b7c5 o 9 . e3a—4b+20

f(b) — 3a4b7c5 _ 63a—4b—|—20

f/(b) _ 21a4b6c5 +4- eSa—4b+2c

f”(b) = 126a%b°c® — 16 - e30—40+2¢

f(C) — 3a4b705 _ 63&—4b+20

f/(C) _ 15a4b7c4 —9. 63@—4b+2@

f"(c) = 60a*d"c? — 4 - e3a—4b+2e



Aufgabe 2 (2 + 1 + 2 + 6 + 2 BE)

Gegeben ist die Parameterfunktion g,(z) = 1% 23— 2.z mitr eRyr#£0

a)

Weisen Sie nach, dass g,(z) punktsymmetrisch ist.

gr(z) =312 —2-2
gr(—2) =31 (=) =2 (—z)=—-3 12 2P+ 22
_gT(x):—(%72$3_2$):—%742x3+2$

Geben Sie die Nullstellen von g2(x) an.

g2(z) = %x3 — 2x. Die Nullstellen sind: z; = — % , 20 =0, 23 = g
Bestimmen Sie, fiir welches r > 0 die Nullstellen 1 = —3, 2 = 0 und z3 = 3 sind.
Fiir die Nullstelen gilt: 0 = 1—30 2’ -2 = 1= —Q'ﬁ , 12 =0, 23 = 24%

Da x9 = 0 stets erfiillt ist und g,(z) nach Aufgabe a) punktsymmetrisch ist, geniigt es, den
Parameter r mithilfe der Gleichung

3_2-\/15
3

zu bestimmen. Es folgt somit: r = L\gﬁ

Berechnen Sie die Extrempunkte (mit Art) in Abhéngigkeit von r und den Wendepunkt
von g (x).

.7"‘2

Ul

Ghla) = 1?0 =2 Gla) =207 (1) =

Extremstellen (notwendige Bedingung):

0=g,(x) = 331:_2'37\/5 7 $2:25\{5

Extremstellen (Art):

9r (-%ﬁ) = —% <0 — lokales Maximum bei xpax = _25\{5
9r (%) - % >0 —  lokales Minimum bei xyi, = zs\ﬁ
Extrempunkte:

o (5F) =% o MR

o (30)=-%F = T(31-%)

Diese Betrachtung gilt fiir » > 0. Bei r < 0 ist es genau anders herum.

Wendestelle (notwendige Bedingung):
0=g'(z) = x=0

Uberpriifung Wendestelle:

g’ (0) = g 1240 — Wendestelle bei zy = 0
Wendepunkt:

g9-(0)=0 = W(0/0)




Bestimmen Sie, fiir welches r > 0 der Hochpunkt die Koordinaten H (—3 i) besitzt.

15 1 45
_ 2 _ _2+/5 . _ .. /r
5= 3r = 7—0\6

Bestimmen Sie die Ortskurve der Extrempunkte fiir r > 0.

[ 8 =
23‘15 und daher is‘cy:i\/S :_g_w

2:4/5
- (~5)
Aufgrund der Punktsymmetrie, liegt der Tiefpunkt auch auf dieser Geraden. Dies konnte
auch rechnerisch nachgewiesen werden.

- T o — 25 -
Fiir den Hochpunkt gilt: z = =532 < r = —

Aufgabe 3 (2 + 3 BE)

Durch die Gleichung f,(x) = (22 —a?)-e® wird fiir jede positive Zahl a eine Funktion f, definiert.

a)

Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion f,.
Da e nie Null sein kann, egal was fiir a oder x eingesetzt wird, muss gelten:
22 —a?=0 = 2?2 = a? = r1=—aund 2 =a

Zeigen Sie, dass die positive Nullstelle von f, niemals eine Extremstelle dieser Funktion
sein kann.

'(x) = 2x - e + (22 — a®) -a-e™®

Also ist f(a) = 2a - e** # 0, weil a cine positive Zahl ist.

Aufgabe 4 (3 4+ 2 BE)

Gegeben ist die Parameterfunktion f, mit f,(z) = z - e*T®. Dabei sei a eine positive Zahl.

a)

Leiten Sie die Gleichung derjenigen Funktion f, der Schar her, deren Graph durch den
Punkt (—2| — 2) verlauft.

fa(—2) = =2 gilt aufgrund des Punktes, also ist:
—9. 672+a - _9 (;3) ef2+u -1

Es gilt fiir jede reelle Zahl: a® = 1, also muss im Exponenten eine Null herauskommen.
Daher ist a = 2.

Nun soll fo(x) = - €*2 abgeleitet werden. Es ist fi(z) = e*™2 + 2. €2 = (1 + ) - e® 2.

Weisen Sie nach, dass jede Funktion der Schar einen Graphen mit einem Tiefpunkt besitzt.
Esist fi(z) ="+ e = (14 1x) "
0=(1+z) et = r=—1.

Zur Bestimmung der Art des Extremums muss x = —1 nun in die zweite Ableitung einge-
setzt werden. Es ist:

J(z) =€t + (1+z) "t = (1) = e~ > 0, also ist die Extremstelle
immer ein lokales Minimum.



Aufgabe 5 (2 + 3 BE)

Fiir jede reelle Zahl ¢ ist eine Funktion f; durch f;(x) = 23 — 2tz? + t2x gegeben.

a) Bestimmen Sie die Wendestelle des Graphen von f;.
fl(z) = 322 — dtw + t*
V() = 62 — 4t
() = 6
Wendestelle bestimmen: 0 = 6z — 4t & 4t =6z & o= %t (ist Wendestelle, weil
fI" (3t) =6 # 0 ist.
b) Untersuchen Sie die Anzahl der Nullstellen von f; in Abhéngigkeit von ¢.
fi(x) =2 (2* =2t +t*) = 21=0
Fiir 2o und 23 ist 0 = 22 — 2tz + t? mit der p-g-Formel zu l&sen.
Ty =tEVI2—12=t
Also hat f;(z) nur eine Nullstelle, wenn ¢ = 0 ist und sonst zwei Nullstellen.

Bemerkung: Das hétte man auch sehen koénnen, wenn man binomische Formeln kann:
ro(2?2 - 2tx+t2) =2 (v —1)?

Aufgabe 6 (2 + 3 BE)

Fiir jedes positive reelle a ist eine Funktion f, gegeben durch f,(x) = v — % g eR.

a) Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes P, (1| fo(1)).
fa(1) = o — et = 0 — o = 0, also P,(1|0).

b) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente t, an den Graphen der Funktion f, im Punkt
P,.
fila)

(1)
y=m-xz+n = 0=2-¢"-14n & n=-2-¢e

tp(r)=2-€"-z—2-¢1=2-¢" (z—1)

27 - e@
. ea

Aufgabe 7 (2 + 3 BE)

Fiir jeden Wert von @ mit @ € R und a # 0 ist eine Funktion f, durch f,(z) = a-2°—2% 2 ¢cR
gegeben.

a) Bestimmen Sie diejenigen Werte von a, fiir die f, mehr als eine Nullstelle hat.

fal@)=a-25—2*=2* (a-2> —1) = eine Nullstelle ist also daher z; = 0.

0=a-2°-1 < 1l=a-22 & L=42

a
= xgz—\/gund;vg:\/g

Fiir a < 0 sind beide Wurzeln undefiniert und dann héatte f,(x) nur die Nullstelle z; = 0.
Daher hat f,(z) mehr als eine Nullstelle fiir a > 0.



b) Fiir genau einen Wert von a hat f, an der Stelle z = 1 ein Minimum.
Bestimmen Sie diesen Wert von a.

f(x) = 6az® — 423
f(x) = 30az* — 1222
0=6ax’ —42° < 0=223 (3a2>—-2) = x1=0

a2 2 _ 2 __ /2 e ]2
0 = 3ax 2 & T=x = I = 3, und z3 = /5

Es muss also gelten 3—2(1 = 1. Wenn man den Bruch umschreibt, steht dort % . é = 1. Damit

as o1 [ — 2 ¢pi 2, 2.3 _
das gilt, muss a = 5 sein, denn =35-5=1

wlbo| =



Aufgabe 8 (4 + 2 + 3 BE)

Gegeben ist die Funktionenschar fi,(z) = 2* —k-22; k€ R

a)

Untersuchen Sie die Graphen der Funktionen f; auf Extrem- und Wendepunkte. Skizzieren
Sie den Graphen fiir k = —2 und k = 2.

fi(z) =4a® =2k -z V() = 122 — 2k fil (@) = 24z

Fiir k& = 0 ist die Funktionsgleichung fo(z) = z* und besitzt ein globales Minimum bei
T(0|0), jedoch keinen Wendepunkt.
Extrempunkte:

0= filz) = xlz—\/g, x99 =0, x3= %

x1 und x3 sind also nur definiert fiir k& > 0.

f7/(0) = —2k Daher ist bei = 0 ein Maximum fiir ¥ > 0 und ein Minimum fiir & < 0.
fx(0) =0 — Das Extremum hat die Koordinaten E;(0 | 0)

4 (i\/g =4k >0 also sind an beiden Stellen jeweils Minima.

Ji (i\/@ =4 o B <—\/§ | —’f) und Fj <\/§ | J:)

Wendepunkte:
0=fil(z) = x1= —\/g und x9 = \/% Also existieren Wendepunkte grundsitzlich
nur fiir £ > 0.

o <\/E ) =24 \/% # 0 (analog fiir x2). Daher existieren die Wendepunkte wirklich

fir k>0
Tk (i\/§> — _53k62 — W (_\/E | _53k62> und W (\/E _53@2)

k=2

Bestimmen Sie fiir £ > 0 die Ortskurve der Tiefpunkte aller Funktionsgraphen.

x:\/g = k=2 2° y:—<2€f)2:—x4

Es sind z. # 0 eine Extremstelle und x,, # 0 eine Wendestelle von fj, fiir £ > 0.
Zeigen Sie: Das Verhéltnis i—; h&ng nicht von k£ ab. Beschreiben Sie die Bedeutung dieser
Aussage.

k

'7"‘1:72:\/3 <~ lp:\/glw
k

LTw

6
Also ist die Extremstelle immer um ein Vielfaches grofer als die Wendestelle.



Aufgabe 9 (6 BE)

Gegeben ist die Funktionsschar f; mit fi(x) = (e*—t)? und ¢ > 0. Ermitteln Sie die Gleichung der
Ortskurven der Extrempunkte und der Wendepunkte. Zeichnen Sie die Ortskurven zusammen
mit einigen Graphen der Funktionsschar in ein gemeinsames Koordinatensystem.

fllx)=2-(e*—1t)-€® V() =2-€"-(2-e* —1t) V() =2-€"-(4-e* —1t)
0=fi(x) = x=In(1) /(In(t)) = 2 -2 > 0 also ist bei x = In(¢) ein lokales Minimum
filln(t)) =0 —  T(n(t) [ 0)

0=f/(z) = =z=I(}) " (In (£)) = t? # 0 also existiert die Wendestelle.

Ortskurve der Wendepunkte: x = In (%) =>t=2-¢e — Yy = '4 = (egﬁ)2 = 2
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Hier ist die neongriine Linie die Ortskurve der Tiefpunkte und die gelbe Linie die Ortskurve der
Wendepunkte.



