Aufgaben zu Monotonie und lokalen Extrema (23.09.2021)
H. Wuschke

Aufgabe 1 ohne CAS (342 BE)

Gegeben ist die in R definierte Funktion f mit der Gleichung f(xz) =3 — 2 - sin(x).

a) Ermitteln Sie die Gleichung der Tangente an den Graphen von f im Punkt (0 | £(0)).
FO)=3-2-sin(0)=3  —  (0]3)
f'(x) = =2 cos(x) f(0) = -2
y=m-x+n = 3=-2-0+n = n=3
t(r)=-2-x+3
b) Geben Sie den Wertebereich von f an.

Der Wertebereich von sin(z) ist [—1;1]
Der Wertebereich von —2 - sin(x) ist [—2;2]
Der Wertebereich von 3 — 2 - sin(x) ist also [1; 5]

Aufgabe 2 ohne CAS (342 BE)

Gegeben ist die Funktion mit der Gleichung f(z) = - + 2 mit € R\ {0}. Ihr Graph heift G.
Die Tangente an G im Punkt P(1|f(1)) heift ¢, die Normale im selben Punkt heifst s.

a) Ermitteln Sie eine Gleichung von .
f(l)=14+2=3 — P(1]3)
flay=-% = f1)=-2
y=m-x+n < 3=-2-1+n & n =
t(r)=-2-2+5

ot

b) Begriinden Sie ohne weitere Rechnung, dass das Dreieck, welches durch ¢, s und die z-Achse
gebildet ist, nicht gleichseitig ist.

Der Winkel zwischen Tangente und Normalen ist 90°, bei einem gleichseitigen Dreieck sind
alle Winkel 60° grof. Daher funktioniert es nicht.

Aufgabe 3 ohne CAS (12 BE)

Bestimmen Sie die lokalen Hoch- bzw. Tiefpunkte des Graphen der Funktion f(x).

a) f(z)=a3—622+92 —4

f(z) =322 — 122+ 9 f"(x) =62 —12
0=32>-12049 & 0=2"—-424+3 — a21=1undzy=3
f'(1)=—=6<0 — an der Stelle z; = 1 ist ein lokales Maximum

F)=0 5 H(1|0)
f"(3)=6>0 — an der Stelle 5 = 3 ist ein lokales Minimum
fB)=—-4 — TEB[-4)



b) f(z) = §a* — 222438

fl(z) = 52° — 4z f(z) =322 —4
:%$3—4$ & 0:433-(%1’2—1) — 21=0,29=—-3und 23 =3
f7(0)=—-4<0 — an der Stelle 1 = 0 ist ein lokales Maximum

f(0)=8 — H(0[8)
f"(=3)=8>0 — an der Stelle x5 = —3 ist ein lokales Minimum
f(=3)=-1 = Ti(=-3]|-1)
f7(3)=8>0 — an der Stelle 23 = 3 ist ein lokales Minimum
fB)=-1 = N3[-1)

¢) f(x)=2*—-622+5
f(z) = 423 — 122 f"(z) = 1222 — 12
0=423—-12x < O0=4dzr-(2?2-3) — 21=0,29=—/3und 23 =13
f7(0)=-12<0 — an der Stelle 21 = 0 ist ein lokales Maximum
f0)=5 — H([5)
f"(—v3)=24>0 — an der Stelle x5 = —/3 ist ein lokales Minimum
f-V8)=-4 — Ti(-V3]-4)
f"(V/3)=24>0 — an der Stelle z3 = v/3 ist ein lokales Minimum
f(V3)=-4 — (V3| -4)

d) flz)=¢a®—a?+20-1
fl(z) = 32?2 =2z +2 [x)=a2-2
O:%$2—2$+2 & O0=z-dv+4 — =2

f7(2)=0 — an der Stelle z = 2 liegt kein lokales Extremum vor.
1

Vorzeichenwechsel als Gegenprobe: f/(1) = 5 und f/(3) =4 —  kein Vorzeichenwechsel

Aufgabe 4 ohne CAS (6 BE)
Zeigen Sie, dass die Funktion f(x) keine lokalen Extremstellen besitzen kann.

a) f(z)=a3+3x
f'(x) =322 +3 — 0=322+3 < 0=2?+1 hat keine Losung

Somit gibt es kein Extremum.

b) flz)=7 -2

x
fll@)y=—-% -2 — 0=-4 -2 <« —2= - hat keine Losung
Somit gibt es kein Extremum.
c) flz)=e"+2

f(x) = e” und diese Funktion ist immer groker 0, egal was fiir x eingesetzt wird. Also gibt
es keine Nullstelle der ersten Ableitung und somit keine Extremstelle der Funktion.



Aufgabe 5 ohne CAS (3 BE)

Untersuchen Sie das Monotonieverhalten der Funktion f(x) und beziehen Sie in Thre Argumen-
tation auch die Verschiebung entlang der x- und der y-Achse mit ein.

fx)=(z+1)2-2=2"4+22—1
f'(x) = 2z + 2. Diese lineare Funktion ist monoton steigend. Sie hat eine Nullstelle bei z = —1.
Daher gilt f/(x) < 0 fiir alle z € (—o0; —1) und f/(z) > 0 fiir alle x € (—1,00).

Das heifst: bis = —1 fillt die Funktion f(z) und ab x = —1 steigt die Funktion f(z) streng
monoton.

Die Verschiebung auf der y-Achse beeinflusst gar nichts, da sie beim Ableiten als Konstante
wegfillt. Daher ist nur die Verschiebung auf der x-Achse relevant und durch (z + 1)? wurde
die Funktion um 1 Langeneinheit nach links verschoben. Deshalb &ndert sich die Monotonie bei
x=—1

Aufgabe 6 ohne CAS (1+4 BE)

Gegeben ist eine Funktion f : R — R mit & — 2* — k - 22, wobei k eine positive reelle Zahl ist.

a) Zeigen Sie, dass f’(x) = 2z - (22% — k) eine Gleichung der ersten Ableitungsfunktion von f
ist.

fllx)=4-23-2-k-x=22-(2-2°—k)
b) Die beiden Tiefpunkte des Graphen von f haben jeweils die y-Koordinate —1.
Ermitteln Sie den Wert von k.

Durch a) ist die Gleichung 0 = f’(z) besser 16sbar, da nur die beiden Faktoren betrachtet
werden. Daher ist 1 = 0 und xg und xz3 ergeben sich aus der Losung der Gleichung

0=2~x27k<:>gzxgﬁxng\/gundxgz %

f'(x) =122 -2k Da f”(0) = —2k < 0 ist, ist bei x; = 0 somit der Hochpunkt.
Daher sind bei xo und x3 die beiden Tiefpunkte.

Fiir die y-Koordinate eines Tiefpunktes gilt: f <\/§> = %2 — k- % = —’“4—2

—-1= —’%f 4=k Also ist k = 2 (da k = —2 entfillt, weil & positiv sein soll).



Aufgabe 7 (4 + 4 + 3 BE)

BMX-Fahrriader sind speziell fiir das Geldnde ausgelegte Sportgeréte. Fiir den professionellen
Einsatz dieser Fahrrader wird auf horizontalem Untergrund eine 3m breite Sprungschanze instal-
liert. Im Langsschnitt der Schanze kann deren Profillinie fiir # € [—8; 0] modellhaft durch die in
R definierte Funktion f mit f(z) = —52:2% + 32 4 2 beschrieben werden. Abbildung 1 zeigt den
zugehorigen Teil des Graphen von f.
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Abbildung 1: Sprungschanze

Der Startpunkt, von dem aus die Schanze durchfahren wird, wird durch den Punkt S (=8 | f(—8))
dargestellt, der Absprungpunkt durch A (0 | f(0)). Der Untergrund wird im L#ngsschnitt durch

die x-Achse beschrieben; eine Lingeneinheit im Koordinatensystem entspricht 1m in der Wirk-
lichkeit.

a) Berechnen Sie die Koordinaten des Punkts, der im Modell den tiefsten Punkt der Schanze
darstellt. Bestimmen Sie rechnerisch die Hohendifferenz zwischen dem hochsten und dem
tiefsten Punkt der Schanze.

Ableitungen bestimmen: f'(z) = —g22? 4+ 3 f(z) = -tz

potentielle Extremstellen ermitteln:
0=f'(x) — a1~ -=3,5777 und x2 ~ 3,5777 (liegt aber nicht im Intervall [—8; 0]

Art des Extremums bestimmen:

F7(=3,5777) ~ 0,42 > 0 also liegt an der Stelle x = —3,5777 tatséchlich ein Minimum
vor.

Punkte fiir die Hohendifferenz bestimmen (Tiefpunkt und Startpunkt):
f(=8) =6, also S(—8 | 6) und f(—3,5777) ~ 0,2111, also T(—3,5777 | 0,2111).
Die Hohendifferenz ist 6m — 0,2111m = 5, 7889m

b) Veranschaulichen Sie in Abbildung 1 die mittlere Steigung der Schanze zwischen Startpunkt
und Absprungpunkt. Bestimmen Sie diese Steigung.
In der Zeichnung muss die Strecke zwischen S und A eingezeichnet werden.

Die Steigung ist die mittlere Anderung zwischen S und A. Also i’i%jll = %

1
T2
c) Bestimmen Sie die Grofe des Winkels, den die Schanze im Startpunkt mit der Horizontalen

einschliefit.

f'(—=8)=-3 — tan(a) = =3 — a~ —T71,6°, also etwa 71,6 Grad.



Aufgabe 8 (10 BE)

Im Rahmen eines Unterrichtsprojekts wurden unterschiedliche Kugelbahnkérper gefertigt und
hinsichtlich ihrer Eigenschaften untersucht. Zwei dieser Bahnkorper sind in Abbildung 2 sche-
matisch dargestellt.

Abbildung 2: Kugelbahnkérper

Im Léngsschnitt jeder der Bahnen F und G
e kann die Profillinie der Bahn modellhaft mithilfe einer Funktion beschrieben werden;

e wird der Startpunkt, von dem aus die Kugel die Bahn durchlduft, durch den Punkt S(0 | 2)
dargestellt, der Endpunkt durch den Punkt F (2 | %)

Der horizontale Untergrund, auf dem die beiden Bahnkdrper stehen, wird jeweils durch die
x-Achse beschrieben; eine Lingeneinheit im Koordinatensystem entspricht einem Meter in der
Wirklichkeit.

Die Beschreibung der Profillinie der Bahn F erfolgt mithilfe der in R definierten Funktion
flz)= 3% —Ba+2.

a) Zeigen Sie rechnerisch, dass der tiefste Punkt der Bahn F unterhalb ihres Endpunktes liegt.

fla)=fat =% fa) =B @) =8
0=f(x) — x1=-1,5und zo = 1,5 z entfillt, da es kleiner 0 ist.
f7(1,5) ~ 2,45 >0 — bei x9 = 1,5 liegt ein lokales Minimum vor.

(1
f(1,5)~ 0,159 — T(1,5]0,159) ist der tiefste Punkt der Bahn F.

b) Im fallenden Abschnitt der Bahn F gibt es einen Punkt, der auf der Hohe des Endpunkts
liegt. Bestimmen Sie fiir diesen Punkt den Abstand vom Endpunkt.

Der fallende Abschnitt ist nach Aufgabe a) das Intervall [0; 1, 5]
s=[ () — a1~ -2,94 (entfillt), xo ~ 0,9365 und 23 = 2 (entfillt)
Also ist der Punkt etwa 2 — 0,9365 = 1,0635 m vom Endpunkt entfernt.

c) Bestimmen Sie die Lage desjenigen Punkts der Bahn F, in dem diese das grofkte Gefille
hat.

Gesucht ist also das Minimum des Anstiegs, also der 1. Ableitung — 2. Ableitung
ff(x)y=0 — z=0 f7(0) = 13 > 0, also ist dies das Minimum der 2. Ableitung.

f(0)=2 — Im Punkt S(0|2) ist das grofhte Gefille.

d) Zeichnen Sie den Graphen von f fiir 0 < x < 2



14

Abbildung 3: Losung fiir d) und e)

Die Bahn G verlduft gerade. Die Beschreibung ihrer Profillinie erfolgt mithilfe einer Funktion g.

e) Zeichnen Sie den Graphen von g fiir 0 £ z < 2 in das Koordinatensystem aus Teilaufgabe
d) ein und zeigen Sie, dass g(z) = —3x + 2 gilt.

Zeichnung siehe oben.

— Y2—yr _ 05-2 _ 3
m_mz—.m_ 2—0 4
y=m-r+n = 2:—%-04—77, - n=2

= g(z)=-3z+2



