Aufgaben zu Tangenten/Normalen (16.09.2021)
H. Wuschke

Aufgabe 1 ohne CAS (12 BE)

Bestimmen Sie die ersten zwei Ableitungen der gegebenen Funktionen.

a)

b)

fx) =23 (22 + 3z — 1)=2° + 32* — 23

f'(z) = 5t + 122 — 322 f"(z) = 2023 + 3622 — 6z

Fs) =t V3~ cos(s)

Fls)=t- (zlﬁ -cos(s) + /5 - (— sin(s))) —t- (zlﬁ . cos(s) — /5 - sin(s))

Fis) =t (4\1/5-005(3)2.1\/5-5111(8) -2 '1\/5 - sin(s) — /5 - cos(s)
=2 Qf/;sin(s)

f'(s)=t ((—4\1/73 — \/§> - cos(s) — %[ sin(@))

f(z) = (sin(z) - 22)?

f'(x) =2 (sin(x) — 2x) - (cos(z) — 2)

1"(x) =2+ ((cos(x) —2) - (cos(z) — 2) + (sin(x) — 2z) - (—sin(z)))

f"(z) =2 ((cos(z) — 2)* — (sin(x))? + 2z - sin(z))

f(z) = a® - cos(b)

f'(x) =1In(a)-a®-cos(b®) +a®-In(b) - b* - (— sin(b*)) = In(a)-a® - cos(b*) —a®-In(b) - b* -sin(b*)
f(x) =a® - (In(a) - cos(b*) — In(b) - b* - sin(b"))

/" (x) =1n(a) - a® - (In(a) - cos(b®) — In(b) - b* - sin(b”))

+a® - (—In(a) - In(b) - b* - sin(b”) — (In(b))? - b - sin(b”) — (In(b))? - b* - b* - cos(b"))
f(z) =cos(3-e* —2x)

f(x)=(3-e*—2)-(—sin(3-e* — 2x2))

f"(x) =3-e" - (—sin(3-e® —22)) + (3- €% — 2)? - (—cos(3% — 22))

flx) = e . (x2 — 3x)

fl(x)=2-¢e* (22 —32) +e?* . (22 — 3) = &%* - (222 — 4z — 3)

f'(x) =2-e* . (202 — 4o — 3) + €2 - (4o — 4) = ** - (42% — 42 — 10)

Aufgabe 2 ohne CAS (1 + 4 + 2 4+ 2* BE)

Gegeben ist die Funktion f(z) = 3z 4+ 2 und g(z) = 3 - 2% + 2.

a)

Zeigen Sie, dass gilt: f(z) = ¢'(z).
g’(x):%-2~:L’+2~1:3a;—|—2:f(m)



b) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangenten und Normalen an g(x) im Punkt O (0]0).
g (x) =3x+2 g'(0) =2 also mp =2
y=m-x+n Punkt O(0]|0) und my = 2 einsetzen: 0 =2-0+n also n =0

t:y=2x

Der Anstieg der Normalen ist my = —miT =—3

y=m-x+n Punkt O(0]0) und my = —3 einsetzen: 0 = —3 -0 +n alson =0
nor:y=—iz

c¢) Weisen Sie nach, dass die Tangente an g(z) an der Stelle 29 = % parallel zu f(x) ist.
g'(3)=3-1+2=3 alsoist der Anstieg der Tangente m = 3. Das ist parallel zu f(z).
d*) Berechnen Sie die Gleichung der Tangente aus Aufgabe ¢) an.
(Zum Vergleich: ¢ : y = 3z — ¢)

Punkt berechnen: g(3)=3-(3)?+2-2=3+2=2 — P(32)

Anstieg an der Stelle x = % berechnen: Aufgabe ¢c) — mp =3
Tangengleichung bestimmen: y =m-z+n — g =3- % +n — —% =n
t:y=3x— %
Aufgabe 3 ohne CAS (8 BE)
Gegeben ist die Funktion f mit f(z) = —3z% + 122 — 9 mit z € R.
a) Berechnen Sie die Nullstellen von f.
0=-322+122-9 — O0=a—4z+3
p-g-Formel anwenden fiihrt zu: 27 =1 und z9 = 3.
b) Bestimmen Sie den Anstieg des Graphen an der Stelle zg = %
flx)=-6z+12 — [ (3)=9 — m=9
¢) Bestimmen Sie die Gleichung der Normalen an der Stelle zg = 1.
Punkt bestimmen: f(1) = —-3-1+12-1—9 =0, also ist der Punkt P(1|0)
Anstieg der Normalen bestimmen: mp = f/(1) =6 — my = —3
Normalengleichung aufstellen: y =m -2z 4+n — 0= —% -1+ - n= é

énor:y:—%:p-&-%

d) Begriinden Sie, dass f an der Stelle 2y = 2 zwar eine Tangente, allerdings keine Normale
besitzt.

f'2)=0=mpr — my= —% ist nicht definiert, deshalb existiert an der Stelle zwar
eine Tangente mit Anstieg 0, aber keine Normale.

Aufgabe 4 ohne CAS (4 + 2 BE)

Gegeben sind der Graph Gy der gebrochenrationalen Funktion h(x) = g;% und der Punkt

B (2[h(2))-

Die Tangente t an Gy, im Punkt B schliefit mit den Koordinatenachsen ein Dreieck ein.



a)

Ermitteln Sie eine Gleichung, durch welche die Tangente ¢ beschrieben werden kann.

Koordinaten von Punkt B berechnen: h(2) = % =1, also ist B(2|1)
Anstieg bestimmen: I'(z) =% — HW@2)=-%=-1=my
Tangentengleichung ermitteln: y=m-z+n — 1=-1-24n — n=3

=>t:y=—x+3

Berechnen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks.

Das Dreieck ist rechtwinklig. Die Héhe und Linge ist durch die Koordinatenschnittpunkte

bestimmt, also miissen diese bestimmt werden, um sie dann in die Formel Ap = % -a-b

2
einzusetzen.
Schnittpunkt mit der y-Achse: ¢(0) = 3
—  54(0]3), also hat das Dreieck eine Hohe von 3 LE.

Schnittpunkt mit der x-Achse: 0 = -2 4+3 — =3
—  52(3|0), also hat das Dreieck eine Lénge von 3 LE.

Apn=1%1-3LE-3LE=3FE =4,5FE.

Aufgabe 5 ohne CAS (12 BE)

Gegeben ist die in R definierte Funktion f : x + (z +2)2 — 9.
Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden durch die gegebenen Punkte.

2)

A(1|2) und B(3| —10)
m= oy =6
y=m-z+n=2=—-6-1+n=n=238

=y=—06x+38

C (2/£(2)) und D(0[1)
f2)=(2+2?-9=7=0(27)
_1:3

2—
y=m-z4+n=7=3-24+n=n=1

-3

m =

o

=y=3r+1

E(~1[f(=1)) und F (0[£(0))
f(=1)=(-142-9=-8= E(-1|-8)

f(0)=(0+4+2)2—-9=—-5= F(0| —5)

=548 _
0+1 =3

y=m-z+n=-5=3-0+n=n=-5

m =

=y=3r—5

G (=5|f(=5)) und H (—4[f(—4))

f(=5)=(=5+2)2-9=0= G(-5|0)
f(—=4) = (-4+2)*-9=—-5= H(-4| - 5)
L




y=m-x+n=0=-5-(=5)+n=n=-25

=1y =—br —25

Aufgabe 6 a) bis d) ohne CAS (15 BE)

Gegeben ist die in R definierte Funktion g :  + —2? + 5z — 2. — gd(x)=—-2zx+5

Bestimmen Sie die Geraden- bzw. Tangentengleichungen fiir die gegebenen FEigenschaften.

a)

b)

Die Gerade g; hat einen Anstieg m = —2 und verlduft durch den Punkt P;(3]2).
y=m-z4+n=2=-23+n=n=2_8 g1(z) = —2x+38
Die Gerade g9 verlduft durch den Punkt P» (3|g(3)) und ist parallel zu y = 4x — 2.

m = 4; P5(3|4) y=m-z+n=4=4-34+n=n= -8 g2(z) = 4 — 8
Die Tangente g3 beriihrt an der Stelle z = 3 den Funktionsgraphen.

d(3) = —1=m; P(3]—4) y=max4+n=—-4=-13+n=n= -1 g3(x) = —x—1
Die Tangente g4 beriihrt an der Stelle z = 1 den Funktionsgraphen.

g (1) =3 =m; P(1|2) y=m-z+n=2=3-14n=n=-1 ga(x) =3z —1
Die Gerade g5 hat einen Anstiegswinkel o = 30° und verliuft durch den Punkt Ps (0]g(0))
m = tan(a) = tan(30°) = V3 ~ 0,577 P3(0] —2)

3
y=m-x+n=-2=0,577-0+n=n= -2
ga(z) = 0,577x — 2 bzw. exakt: gs(x) = ?:l: -2

Aufgabe 7 ohne CAS (9 BE)

Gegeben ist die in R definierte Funktion h :  — —3z? + 122 — 9.
Berechnen Sie die Stelle, an welcher die Tangente den gegebenen Anstieg besitzt. Geben Sie
anschliefiend die Tangentengleichung an.

a)

b)

c)

m =12

12=—-6zx+12=2=0 h(0) = -9 = P(0| —9)
y=m-x+n=-9=12-0+n=n= -9

t:y=12xz -9

m=—6 Analoger Rechenweg, wie a) = z =3 und ¢t : y = —62 + 18
m=20 Analoger Rechenweg, wie a) =z =2und t: y =3



Aufgabe 8 (2 + 2 + 2 + 3 BE + 2 Zusatzpunkte)

Die Helpter Berge sind die hochste natiirliche Erhebung in unserem Bundesland. Wenn das
Profil des Berges extrem stark vereinfacht wird, kann es mit folgender Funktion h(x) beschrieben
werden:

307 103

h - _ 3 2
() = ~388.000" T 180.000° ~ 1.200
Dabei gibt = die Entfernung in m an und y die Erh6hung tiber Normalh6hennull (NHN) in m.

x + 145, 0 <z <450

a) Geben Sie die Hohe zu Beginn und zum Ende des Bergprofils an.

(Vergleich: Woldegk liegt ca. 112 m iiber NHN; Friedland liegt ca. 16 m {iber NHN; Neu-
brandenburg Innenstadt liegt ca. 20 m iiber NHN und der Datzeberg ca. 57 m iiber NHN)!

h(0) = 145 und h(450) ~ 135,34
Der Berg ist zu Beginn 145 m {iber NHN und am Ende ca. 135,34 m iiber NHN.

b) Bestimmen Sie, wie weit es von Beginn der Berge bis zum Hochsten Punkt auf einer Héhe
von 179 m iiber NHN ist.

179 = h(z) — x1 = —108,8 liegt aukerhalb des Intervalls und xzo = 300
Nach 300 m ist der hochste Punkt von 179 m erreicht.

c) Bestimmen Sie den mittleren Anstieg der Berge im Intervall [0; zgp] und im Intervall
[xgp; 450]. Geben Sie anschliefen die Anstiegswinkel an.

(Hinweis: xyp ist der x-Wert des Hochpunktes, welcher in Aufgabe b) ermittelt wurde.)

Mittlerer Anstieg fiir [0;300] : 1225145 ~ 0,113

Der Anstiegswinkel ist dann o = tan=1(0,113) ~ 6,4°

Mittlerer Anstieg fiir [300;450] : 12234209 ~ —0, 291

Der Anstiegswinkel ist dann o = tan=!(—0,291) ~ —16, 2°, also ist der Winkel des Abstiegs
16,2°

d) Zu Beginn und zum Ende des Berges soll eine Strafe anschliefen, welche geradlinig verlauft.
Bestimmen Sie die Funktionsgleichung fiir eine der beiden Strafen.

/ 1 .2 307 .. 103
W(z) = —55000%" + 56.000% — T.200

Losung 1 fiir = 0:

R'(0) = —% in die Gleichung y = ma + n Werte einsetzen, um n zu bestimmen:
£ 103 _ oo 103
M45=155;-0+n — n=145 — t:y=—755;7+ 145

Losung 2 fiir « = 450:

W (450) = — 2189 in die Gleichung y = ma + n Werte einsetzen, um n zu bestimmen:
135,34 = 3189 . 450 + n — n~432,434  —  t:iy= 310924432 434

e*) Beurteilen Sie, warum der Funktionsgraph extrem stark vereinfacht ist.

e keine Hiigel zwischendurch

e Lingen gerundet und teilweise viel zu kurz (der ganze Berg ist 450 m lang)

!Daten ermittelt durch https://www.mapcoordinates.net/de.



