
✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡

✸✳✶ ▼❛tr✐③❡♥✱ ▲●❙ ✫ ●❛✉ÿ❛❧❣♦r✐t❤♠✉s

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡

✶✹✳ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✶✾

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❩✐❡❧❡ ❞❡r ❙✐t③✉♥❣

▼❛tr✐③❡♥ s❝❤r❡✐❜❡♥ ❦ö♥♥❡♥

❊r✇❡✐t❡rt❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥♠❛tr✐① ❛✉❢st❡❧❧❡♥

▲✐♥❡❛r❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠❡ ♠✐t ●❛✉ÿ❛❧❣♦r✐t❤♠✉s ❧ös❡♥

▲ös✉♥❣ ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠❡♥ ❛♥❣❡❜❡♥

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



▼❛tr✐①

❙❡✐❡♥ m, n ∈ N

✭❛✮ ❊✐♥❡ m × n ▼❛tr✐① A ü❜❡r R ✐st ❡✐♥❡ ❆♥♦r❞♥✉♥❣ ✈♦♥ m · n
r❡❡❧❧❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ✐♥ ❡✐♥ r❡❝❤t❡❝❦✐❣❡s ❙❝❤❡♠❛ ❛✉s m ❩❡✐❧❡♥ ✉♥❞ n

❙♣❛❧t❡♥✿

A =








a✶✶ a✶✷ · · · an✶
a✷✶ a✷✷ · · · an✷
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

am✶ am✷ · · · amn








aij ∈ R,

i = ✶, . . . ,m
j = ✶, . . . , n

❆♥❞❡r❡ ◆♦t❛t✐♦♥✿ A = (aij)i=✶,...,m
j=✶,...,n

❉✐❡ ▼❡♥❣❡ ❛❧❧❡r m × n ▼❛tr✐③❡♥ ü❜❡r R ✇✐r❞ ♠✐t Rm×n

❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❚r❛♥s♣♦♥✐❡rt❡ ▼❛tr✐①

❙❡✐❡♥ m, n ∈ N

✭❜✮ ■st A = (aij) ∈ R
m×n ✉♥❞ ✐st aij T := aji ✱ s♦ ❤❡✐ÿt ❞✐❡ ▼❛tr✐①

A
T =








a✶✶ a✷✶ · · · am✶

a✶✷ a✷✷ · · · am✷

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
an✶ an✷ · · · amn








∈ R
n×m

❤❡✐ÿt tr❛♥s♣♦♥✐❡rt❡ ▼❛tr✐① ✈♦♥ A✳

❇❡✐s♣✐❡❧

A =





✶ ✵
✷ ✽
✸ ✶✺



 ∈ R
✸×✷✱ A

T =

(
✶ ✷ ✸
✵ ✽ ✶✺

)

∈ R
✷×✸

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❆✉❢❣❛❜❡♥ ❆✶

✶ ●❡❣❡❜❡♥ s✐♥❞ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ▼❛tr✐③❡♥✿

A =





✹ −✷
✺ ✸
✶✶ ✸✷



 ,B =





✾ ✵, ✸ −✷
✶✷ ✹, ✽ −✹
✵ ✶ ✶✻



 ,

C =





✼ ✽ ✹ ✶ ✷
−✷ −✸ −✶ ✵ −✶✵
✵, ✾ ✹, ✽ ✸, ✷ ✶, ✷ ✺





●❡❜❡♥ ❙✐❡ ❥❡✇❡✐❧s ❞❡♥ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❱❡❦t♦rr❛✉♠ ❛♥✱ ❛✉s ❞❡♠
❞✐❡s❡ ▼❛tr✐③❡♥ ❦♦♠♠❡♥ s♦✇✐❡ ❞✐❡ tr❛♥s♣♦♥✐❡rt❡♥ ▼❛tr✐③❡♥
A
T ,BT ,CT ✳

✷ ●❡❜❡♥ ❙✐❡ ❥❡✇❡✐❧s ③✇❡✐ ▼❛tr✐③❡♥ ❛✉s ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥
❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❱❡❦t♦rrä✉♠❡♥ ❛♥✿

✶ R
✷×✹

✷ R
✺×✸

✸ R
✸×✶

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❆❞❞✐t✐♦♥ ✉♥❞ s❦❛❧❛r❡ ▼✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥

❆✉❢ Rm×n ❞❡✜♥✐❡rt ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❆❞❞✐t✐♦♥ ❞✉r❝❤

+ : Rm×n × R
m×n → R

m×n, (aij) + (bij) := (aij + bij)

✉♥❞ ❡✐♥❡ ❙❦❛❧❛r♠✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥ ❞✉r❝❤

· : R× R
m×n → R

m×n, λ · (aij) := (λ · aij)

❇❡✐s♣✐❡❧

A =





✶ −✹
✷ ✷
✶ ✵



✱ B =





−✷ ✵
✵ ✸
✹ ✶





A+ B =





−✶ −✹
✷ ✺
✺ ✶



✱ −✸ · A =





−✸ ✶✷
−✻ −✻
−✸ ✵





❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



▼❛tr✐③❡♥♠✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥

❲✐r ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡r❡♥ ▼❛tr✐③❡♥ ❞✉r❝❤ ❞❛s Pr✐♥③✐♣ ✒❩❡✐❧❡ · ❙♣❛❧t❡✏
(

✶ ✷
✸ ✷

)

·

(
✸ −✶
✵ ✷

)

=

(
✶ · ✸+ ✷ · ✵ ✶ · (−✶) + ✷ · ✷
✸ · ✸+ ✷ · ✵ ✸ · (−✶) + ✷ · ✷

)

=

(
✸ ✸
✾ ✶

)

(
✸ −✶
✵ ✷

)

·

(
✶ ✷
✸ ✷

)

=

(
✵ ✹
✻ ✹

)

▼❛tr✐③❡♥♠✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥ ✐st ♥✐❝❤t ❦♦♠♠✉t❛t✐✈ ✦

▼❛tr✐③❡♥♠✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥

▼❛tr✐③❡♥ ♠üss❡♥ ❢ür ❞✐❡ ▼✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥ ✒✈❡r❦❡tt❡t✏ s❡✐♥✳

A
︸︷︷︸

∈Rm×n

· B
︸︷︷︸

∈Rn×p

= AB
︸︷︷︸

∈Rm×p

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❇❡✐s♣✐❡❧

(
✶ ✷ ✸
−✶ ✹ ✹

)

︸ ︷︷ ︸

∈R✷×✸

·





✶ ✶
−✶ ✵
✹ ✺





︸ ︷︷ ︸

∈R✸×✷

=

(
✶✶ ✶✻
✶✶ ✶✾

)

︸ ︷︷ ︸

∈R✷×✷

❍✐♥❢ü❤r✉♥❣ ③✉ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠❡♥

▼✉❧t✐♣❧✐③✐❡r❡♥ ✇✐r ❡✐♥❡ ▼❛tr✐①

A =








a✶✶ + a✶✷ + · · · + a✶n
a✷✶ + a✷✷ + · · · + a✷n
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

am✶ + am✷ + · · · + amn








♠✐t x =








x✶
x✷
✳✳✳
xn







✱

s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥♠❛tr✐①✳

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



▲✐♥❡❛r❡s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠

❉❛s ❧✐♥❡❛r❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠

a✶✶x✶ + a✶✷x✷ + · · · + a✶nxn = b✶
a✷✶x✶ + a✷✷x✷ + · · · + a✷nxn = b✷
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
am✶x✶ + am✷x✷ + · · · + amnxn = bm

❜❡st❡❤t ❛✉s m ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✱ n ❯♥❜❡❦❛♥♥t❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥
❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ aij (i = ✶, ...,m; j = ✶, ..., n)✳

❊s ❤❡✐ÿt ❤♦♠♦❣❡♥✱ ✇❡♥♥ bi = ✵✱ s♦♥st ❤❡✐ÿt ❡s ✐♥❤♦♠♦❣❡♥✳
❊✐♥ ❣❡♦r❞♥❡t❡s n✲❚✉♣❡❧ (y✶, ..., yn) r❡❡❧❧❡r ❩❛❤❧❡♥ ✐st ❡✐♥ ❊❧❡♠❡♥t
❞❡r ▲ös✉♥❣s♠❡♥❣❡✱ ✇❡♥♥ ❡s ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❞✐❡ m ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❧öst✳

❊s ❣✐❜t ❡✐♥❡ ❡✐♥❞❡✉t✐❣❡ ▲ös✉♥❣✱ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ▲ös✉♥❣❡♥ ✭▲ös✉♥❣ss❝❤❛r
♠✐t P❛r❛♠❡t❡r♥✮ ♦❞❡r ❦❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣✳

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❊r✇❡✐t❡rt❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥♠❛tr✐①

❏❡❞❡s ▲●❙ ❦❛♥♥ ❛✉❝❤ ❛❧s ❡r✇❡✐t❡rt❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥♠❛tr✐① ❞❛r❣❡st❡❧❧t
✇❡r❞❡♥✿ 






a✶✶ a✶✷ · · · a✶n b✶
a✷✶ a✷✷ · · · a✷n b✷
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳

am✶ am✷ · · · amn bm








➘q✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❯♠❢♦r♠✉♥❣❡♥ ❜❡✐ ▲●❙

❇❡✐♠ ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❞❡s ▲●❙✱ ❞ür❢❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❙❝❤r✐tt❡ ❣❡♠❛❝❤t
✇❡r❞❡♥✿

✶ ❊✐♥❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡♠ r❡❡❧❧❡♥ ❋❛❦t♦r ✭❛✉ÿ❡r ✵✮
♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡r❡♥✳

✷ ❩✇❡✐ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡rt❛✉s❝❤❡♥✳
✸ ❊✐♥❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ③✉ ❡✐♥❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❛✉❢❛❞❞✐❡r❡♥✳

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❆✉❢❣❛❜❡♥ ❆✷

✶ ●❡❜❡♥ ❙✐❡ ③✉ ❞❡♠ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠❡♥ ❞✐❡
❡r✇❡✐t❡rt❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥♠❛tr✐① ❛♥✳

❛✮
−✷x + y + ✷z = −✶
✹x − ✺y − ✷z = ✸
✻x + y − ✺z = ✾

❜✮
−✷x + ✷z = −✶
✹x − ✺z − ✷y = ✸
✻y + z − ✺x = ✾

✷ ●❡❜❡♥ ❙✐❡ ③✉ ❞❡r ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❡r✇❡✐t❡rt❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥♠❛tr✐①
❥❡✇❡✐❧s ❞❛s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠ ❛♥✳





✶ ✵ ✵ ✶
✵ ✶ ✶ ✷
✵ ✵ ✵ ✵





(
−✸ ✶✷ ✹
−✻ −✻ ✷

)







✶ ✶ ✵ ✺ ✸
✵ ✶ ✶ ✸ ✻
✵ ✵ ✷ ✷ ✼
✵ ✵ ✽ ✶✺ ✸







❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



●❛✉ÿ❛❧❣♦r✐t❤♠✉s

❩✐❡❧ ❞❡s ●❛✉ÿ❛❧❣♦r✐t❤♠✉s✿ ❊✐♥ ③✉♠ ❆✉s❣❛♥❣ss②st❡♠ äq✉✐✈❛❧❡♥t❡s
✒❣❡str❛✛t❡s✏ ❙②st❡♠ ③✉ ❦♦♥str✉✐❡r❡♥✳
❉r❡✐❡❝❦s❣❡st❛❧t ✭❡✐♥❞❡✉t✐❣❡ ▲ös✉♥❣✮

x + y + z = ✸
y + z = ✷

z = ✶

❚r❛♣❡③❣❡st❛❧t ✭✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡ ▲ös✉♥❣❡♥✮

x − y + z = ✸
y + z = ✷

❛♥❞❡r❡ ●❡st❛❧t ✭❦❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣✮

x + y + z = ✸
y + z = ✺

✵ = ✹

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❈❛r❧ ❋r✐❡❞r✐❝❤ ●❛✉ÿ ✭✶✼✼✼✕✶✽✺✺✮

❆❜❜✐❧❞✉♥❣✿ ❈❈✵

❱❡r❢❛❤r❡♥ s❝❤♦♥ ✈♦r❤❡r ❜❡❦❛♥♥t✱
③✳❇✳ ▲♦❣✐st✐❝❛ ✭✶✺✺✾✮ ✈♦♥
❏✳ ❇✉t❡♦ ✭❢r③✳ ▼❛t❤✳❀ ✶✹✾✷✕✶✺✼✷✮

✈✐❡❧s❡✐t✐❣ ❜❡❣❛❜t ✐♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥
❇❡r❡✐❝❤❡♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✱ ❛❜❡r
❛✉❝❤ ✐♥ P❤②s✐❦✱ ❆str♦♥♦♠✐❡ ♦❞❡r
●❡♦❣r❛♣❤✐❡

●❛✉ÿ s②st❡♠❛t✐s✐❡rt ✉♥❞ ü❜❡rträ❣t
❞❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❛✉❢ ▼❛tr✐③❡♥

✶✽✵✶ ❉✐sq✉✐s✐t✐♦♥❡s ❛r✐t❤♠❡t✐❝❛❡

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❇❡✐s♣✐❡❧ ✶ ✕ ❡✐♥❞❡✉t✐❣❡ ▲ös✉♥❣

x + y + z = ✸
✷x + ✹y + ✹z = ✶✵
x + ✷z + ✸y = ✻

→





✶ ✶ ✶ ✸
✷ ✹ ✹ ✶✵
✶ ✸ ✷ ✻




II−✷I
→





✶ ✶ ✶ ✸
✵ ✷ ✷ ✹
✶ ✸ ✷ ✻





III−I
→





✶ ✶ ✶ ✸
✵ ✷ ✷ ✹
✵ ✷ ✶ ✸




III−II
→





✶ ✶ ✶ ✸
✵ ✷ ✷ ✹
✵ ✵ −✶ −✶





→
x + y + z = ✸ → x = ✶

✷y + ✷z = ✹ → y = ✶
−z = −✶

⇒ L =











✶
✶
✶











❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❇❡✐s♣✐❡❧ ✷ ✕ ❦❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣

x + y + z = ✸
✷x + ✹y + ✹z = ✶✵
x + y + z = ✻

→





✶ ✶ ✶ ✸
✷ ✹ ✹ ✶✵
✶ ✶ ✶ ✻




II−✷I
→





✶ ✶ ✶ ✸
✵ ✷ ✷ ✹
✶ ✶ ✶ ✻





III−I
→





✶ ✶ ✶ ✸
✵ ✷ ✷ ✹
✵ ✵ ✵ ✸





✵ = ✸ ✐st ❡✐♥ ❲✐❞❡rs♣r✉❝❤

⇒ L = ∅ = {}
❉✐❡ ▲ös✉♥❣s♠❡♥❣❡ ✐st ❧❡❡r✳

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❇❡✐s♣✐❡❧ ✸ ✕ ♠❡❤r❞❡✉t✐❣❡ ▲ös✉♥❣

x + y + z = ✸
x + ✷y + ✷z = ✺

−✷x − ✷y − ✷z = −✻

→





✶ ✶ ✶ ✸
✶ ✷ ✷ ✺
−✷ −✷ −✷ −✻




II−I
→

III+✷I





✶ ✶ ✶ ✸
✵ ✶ ✶ ✷
✵ ✵ ✵ ✵





I−II
→





✶ ✵ ✵ ✶
✵ ✶ ✶ ✷
✵ ✵ ✵ ✵



 → x = ✶ ✉♥❞ y + z = ✷✳

❙❡t③❡ z = t ∈ R ⇒ y + t = ✷ ⇔ y = ✷− t

→
x = ✶
y = ✷ −t

z = t

⇒ L =











✶
✷
✵



+ t ·





✵
−✶
✶





∣
∣
∣
∣
t ∈ R







❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❆✉❢❣❛❜❡♥ ❆✸

❇❡r❡❝❤♥❡♥ ❙✐❡ ❞✐❡ ▲ös✉♥❣s♠❡♥❣❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡r ▲●❙✿

✶

−✷x + y + ✷z = −✶
✹x − ✺y − ✷z = ✸
✻x + y − ✺z = ✾

✭❡✐♥❞❡✉t✐❣✮

✷

x − y + z = ✺
✷x + ✸y − z = ✶✵
−x − ✹y + ✷z = −✹

✭❦❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣✮

✸

x − y + z = ✺
✷x + ✸y − z = ✶✵
−x − ✹y + ✷z = −✺

✭❡✐♥ P❛r❛♠❡t❡r✮

✹

w + ✷x + ✸y + ✹z = ✺
✷w + ✸x + ✹y + ✺z = ✻
✸w + ✹x + ✺y + ✻z = ✼

x + ✷y + ✸z = ✹

✭③✇❡✐ P❛r❛♠❡t❡r✮

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡

✸✳✷ P✉♥❦t❡ ✉♥❞ ❖❜❥❡❦t❡ ✐♠ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❱❡❦t♦rr❛✉♠ R
✸

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡

✸✵✳ ❏❛♥✉❛r ✷✵✷✵

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❩✐❡❧❡ ❞❡r ❙✐t③✉♥❣

P✉♥❦t❡ ✉♥❞ ❋✐❣✉r❡♥ ✐♠ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠

❡✐♥tr❛❣❡♥

P✉♥❦t❡ ❛✉❢ ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❛❝❤s❡♥ ❜③✇✳ ♥❛❝❤ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t

❛❜❧❡s❡♥

❇❡❣r✐✛ ❞❡s ❱❡❦t♦rs ❦❡♥♥❡♥❧❡r♥❡♥ ✭♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤✮

❇❡❣r✐✛ ❞❡s ❖rts✈❡❦t♦rs✱ ❘✐❝❤t✉♥❣s✈❡❦t♦rs ✉♥❞ ●❡❣❡♥✈❡❦t♦rs

❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥

▼✐tt❡❧♣✉♥❦t❡ ❜✐❧❞❡♥

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür P✉♥❦t❡ ✐♠ R
✷

▲❡s❡♥ ❙✐❡ ❞✐❡ x✶✲ ✉♥❞ x✷✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❞❡r P✉♥❦t❡ Q,R ✉♥❞ S ❛❜✳

❇❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❙✐❡✱ ✇✐❡ ❙✐❡ ❞❛❜❡✐ ✈♦r❣❡❤❡♥✳

x✶−✺ −✹ −✸ −✷ −✶ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺

x✷

−✺

−✹

−✸

−✷

−✶

✶

✷

✸

✹

✺

P(✷|✸)

Q

R

S

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür P✉♥❦t❡ ✐♠ R
✸

■♠ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❡r❢♦❧❣t ❞❛s

❊✐♥tr❛❣❡♥ ❞❡r P✉♥❦t❡ ❛♥❛❧♦❣✱ ♥✉r ♠✐t ❡✐♥❡r ❞r✐tt❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣✿ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✈♦♥ ❙✳ ❍✐♥t③❡ ✷✸✳✵✺✳✷✵✶✾

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❇❡♠❡r❦✉♥❣

❉❛s ❆❜❧❡s❡♥ ❞❡r P✉♥❦t❡ ✐st s❡❧t❡♥ ♦❤♥❡ ❲❡✐t❡r❡s ❡✐♥❞❡✉t✐❣ ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❞❛

❥❡❞❡r P✉♥❦t ♥✉♥ ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡r ❚✐❡❢❡ ✭x✲❘✐❝❤t✉♥❣ ♦❞❡r x✶✲❘✐❝❤t✉♥❣✮

✈❡rs❝❤♦❜❡♥ s❡✐♥ ❦❛♥♥✳

▲✐❡❣t ❡✐♥ P✉♥❦t ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❞❡r ❞r❡✐ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❛❝❤s❡♥✱ s♦ ❦❛♥♥ ❞❛✈♦♥

❛✉s❣❡❣❛♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡r ❡✐♥❞❡✉t✐❣ ❛❜❧❡s❜❛r ✐st✱ ❛✉❝❤ ✇❡♥♥ ❞✐❡s

♥✐❝❤t ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❣ü❧t✐❣ ✐st✳

P✉♥❦t✱ ❱❡❦t♦r✱ ❖rts✈❡❦t♦r

❆❧❧❡ ❖❜❥❡❦t❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ▲ä♥❣❡✱ ❘✐❝❤t✉♥❣ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❘✐❝❤t✉♥❣ss✐♥♥ ❤❡✐ÿ❡♥

❱❡❦t♦r❡♥✳ ❙✐❡ ✇❡r❞❡♥ ❤ä✉✜❣ ❞✉r❝❤ P❢❡✐❧❡ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❊✐♥ P✉♥❦t ✐st ❡✐♥

❖❜❥❡❦t ❡✐♥❡s ❘❛✉♠❡s✳ ❉❡r ❖rts✈❡❦t♦r ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ③✉ ❞✐❡s❡♠

P✉♥❦t ✈♦♠ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✉rs♣r✉♥❣ ❛✉s✳

B(−✸| − ✸| − ✷)
#   »

OB =





−✸

−✸

−✷





❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❆✉❢❣❛❜❡ ❆✶

❛✮ ❙t❡❧❧❡♥ ❙✐❡ ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ◗✉❛❞❡r ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠

❞❛r✳ ❉❛❜❡✐ s♦❧❧ A ✐♠ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✉rs♣r✉♥❣ ❧✐❡❣❡♥✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣✿ ●❡♦●❡❜r❛ ❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✷✾✳✵✶✳✷✵✷✵✱ ❈❈✵

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❆✉❢❣❛❜❡ ❆✶

❜✮ ◆✉♥ s♦❧❧ ❡✐♥ ✶✱✺ ♠ ❤♦❤❡s ❉❛❝❤ ❛✉❢ ❞❡♠ ◗✉❛❞❡r ❡rr✐❝❤t❡t

✇❡r❞❡♥✳ ❇❡st✐♠♠❡♥ ❙✐❡ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❞❡r P✉♥❦t❡ D✶ ✉♥❞ D✷✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣✿ ●❡♦●❡❜r❛ ❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✷✾✳✵✶✳✷✵✷✵✱ ❈❈✵

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❆✉❢❣❛❜❡ ❆✶

❝✮ ❩✉♠ ❙❝❤❧✉ss ✇✐r❞ ❞❛s ❍❛✉s ✉♥t❡r❦❡❧❧❡rt✳ ❉✐❡ ❊❝❦♣✉♥❦t❡ s✐♥❞

❞❛❜❡✐ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t❡ ✈♦♥ AD ✉♥❞ BC s♦✇✐❡ C ✉♥❞ D✳

❇❡st✐♠♠❡♥ ❙✐❡ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✈♦♥ P✶ ❜✐s P✹✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣✿ ●❡♦●❡❜r❛ ❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✷✾✳✵✶✳✷✵✷✵✱ ❈❈✵

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



▼✐tt❡❧♣✉♥❦t

❊✐♥ ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t ✇✐r❞ ❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❛r✐t❤♠❡t✐s❝❤❡

▼✐tt❡❧ ❛❧❧❡r ③✉❣r✉♥❞❡❧✐❡❣❡♥❞❡♥ P✉♥❦t❡ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳

M

(

x✶ + x✷ + ...+ xn

n

∣

∣

∣

∣

y✶ + y✷ + ...+ yn

n

∣

∣

∣

∣

z✶ + z✷ + ...+ zn

n

)

❇❡♠❡r❦✉♥❣❡♥

✶ ❉❡r ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t ❞❡r ❙tr❡❝❦❡ AB ✐st ❛❧s♦✿

M

(

xA + xB

✷

∣

∣

∣

∣

yA + yB

✷

∣

∣

∣

∣

zA + zB

✷

)

✷ ❉❡r ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t ♦❞❡r ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦t ❞❡s △ABC ✐st ❛❧s♦✿

M

(

xA + xB + xC

✸

∣

∣

∣

∣

yA + yB + yC

✸

∣

∣

∣

∣

zA + zB + zC

✸

)

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❘✐❝❤t✉♥❣s✈❡❦t♦r

❊✐♥ ❘✐❝❤t✉♥❣s✈❡❦t♦r
#   »

AB ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞❡♥ ❱❡❦t♦r✱ ✇❡❧❝❤❡r ✈♦♥

P✉♥❦t A ③✉ P✉♥❦t B ✈❡r❧ä✉❢t✳

#   »

AB =





xB − xA
yB − yA
zB − zA





●❡❣❡♥✈❡❦t♦r

❉❡r ❱❡❦t♦r
#   »

BA ✐st ❞❡r ●❡❣❡♥✈❡❦t♦r ③✉
#   »

AB ✳ ❇❡✐❞❡ ❤❛❜❡♥ ❞✐❡

❣❧❡✐❝❤❡ ▲ä♥❣❡ ✉♥❞ ❘✐❝❤t✉♥❣✱ ❛❜❡r ❡✐♥❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ss✐♥♥✳

❊s ❣✐❧t✿
#   »

AB = −
#   »

BA

❇❡❣rü♥❞✉♥❣✿ ♥ä❝❤st❡ ❲♦❝❤❡

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❆✉❢❣❛❜❡ ❆✷

●❡❣❡❜❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ P✉♥❦t❡ A(✷|✹|✵)✱ B(✷|✻|✷)✱ C (−✹|✷|✹) ❡✐♥❡s ❉r❡✐❡❝❦s
ABC ✳

❛✮ ❙t❡❧❧❡♥ ❙✐❡ ❞❛s △ABC ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❞❛r✳

❜✮ ❩❡✐❝❤♥❡♥ ❙✐❡ ❞❡♥ ❖rts✈❡❦t♦r ❛✉❢ C ✐♥ ❞❛s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❡✐♥ ✉♥❞

❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ ❙✐❡ ❞✐❡s❡♥ ♠✐t
#   »

OC ✳

❝✮ ❇❡st✐♠♠❡♥ ❙✐❡ ❞✐❡ ❱❡❦t♦r❡♥
#   »

AB ✱
#   »

BC ✉♥❞
#   »

AC ✉♥❞ ③❡✐❝❤♥❡♥ ❙✐❡ ❞✐❡s❡

❢❛r❜✐❣ ❡✐♥✳

❞✮ ●❡❜❡♥ ❙✐❡ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❞❡s ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦t❡s S ❞❡s △ABC ❛♥ ✉♥❞

tr❛❣❡♥ ❙✐❡ ❞✐❡s❡♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❡✐♥✳

❡✮ ●❡❜❡♥ ❙✐❡ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✈♦♥ M
AB

✱ M
BC

✉♥❞ M
AC

❛♥✳

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡

✸✳✸ ❱❡❦t♦r❡♥ ✐♠ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❱❡❦t♦rr❛✉♠ R
✸

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡

✵✻✳ ❋❡❜r✉❛r ✷✵✷✵

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❩✐❡❧❡ ❞❡r ❙✐t③✉♥❣

❇❡❣r✐✛ ❞❡s ❘✐❝❤t✉♥❣s✈❡❦t♦rs✱ ●❡❣❡♥✈❡❦t♦rs ✉♥❞ ◆✉❧❧✈❡❦t♦rs

❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❦ö♥♥❡♥

❆❞❞✐t✐♦♥ ✉♥❞ ❱✐❡❧❢❛❝❤❜✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ❱❡❦t♦r❡♥ ❛✉s❢ü❤r❡♥

❇❡❣r✐✛ ❞❡r ▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❦❡♥♥❡♥❧❡r♥❡♥

▲ä♥❣❡✴❇❡tr❛❣✴◆♦r♠ ❡✐♥❡s ❱❡❦t♦rs ❜❡r❡❝❤♥❡♥

❊✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r❡♥ ❜✐❧❞❡♥

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❘✐❝❤t✉♥❣s✈❡❦t♦r

❊✐♥ ❘✐❝❤t✉♥❣s✈❡❦t♦r
#   »

AB ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞❡♥ ❱❡❦t♦r✱ ✇❡❧❝❤❡r ✈♦♥
P✉♥❦t A ③✉ P✉♥❦t B ✈❡r❧ä✉❢t✳

#   »

AB =





xB − xA
yB − yA
zB − zA





●❡❣❡♥✈❡❦t♦r

❉❡r ❱❡❦t♦r
#   »

BA ✐st ❞❡r ●❡❣❡♥✈❡❦t♦r ③✉
#   »

AB ✳ ❇❡✐❞❡ ❤❛❜❡♥ ❞✐❡
❣❧❡✐❝❤❡ ▲ä♥❣❡ ✉♥❞ ❘✐❝❤t✉♥❣✱ ❛❜❡r ❡✐♥❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ss✐♥♥✳
❊s ❣✐❧t✿

#   »

AB = − #   »

BA

❇❡❣rü♥❞✉♥❣✿ Ü❜✉♥❣s❛✉❢❣❛❜❡

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❆❜❜✐❧❞✉♥❣✿ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✈♦♥ ❙✳ ❍✐♥t③❡✱ ✷✸✳✵✺✳✶✾

❍✐❡r s✐♥❞ ❞✐❡ ❱❡❦t♦r❡♥
#   »

CF ,
#   »

AD ✉♥❞
#   »

BE ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
❉❛ ❛❧❧❡ ❱❡❦t♦r❡♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ▲ä♥❣❡✱ ❘✐❝❤t✉♥❣ ✭♣❛r❛❧❧❡❧✮ ✉♥❞ ❞❡♥
❣❧❡✐❝❤❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ss✐♥♥ ❤❛❜❡♥✱ ❣✐❧t✿

#   »

AD =
#   »

CF =
#   »

BE

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❆✉❢❣❛❜❡ ❆✷ ✭❧❡t③t❡ ❲♦❝❤❡✮

●❡❣❡❜❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ P✉♥❦t❡ A(✷|✹|✵)✱ B(✷|✻|✷)✱ C (−✹|✷|✹) ❡✐♥❡s ❉r❡✐❡❝❦s
ABC ✳

❛✮ ❙t❡❧❧❡♥ ❙✐❡ ❞❛s △ABC ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❞❛r✳

❜✮ ❩❡✐❝❤♥❡♥ ❙✐❡ ❞❡♥ ❖rts✈❡❦t♦r ❛✉❢ C ✐♥ ❞❛s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❡✐♥ ✉♥❞
❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ ❙✐❡ ❞✐❡s❡♥ ♠✐t

#   »

OC ✳

❝✮ ❇❡st✐♠♠❡♥ ❙✐❡ ❞✐❡ ❱❡❦t♦r❡♥
#   »

AB ✱
#   »

BC ✉♥❞
#   »

AC ✉♥❞ ③❡✐❝❤♥❡♥ ❙✐❡ ❞✐❡s❡
❢❛r❜✐❣ ❡✐♥✳

❞✮ ●❡❜❡♥ ❙✐❡ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❞❡s ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦t❡s S ❞❡s △ABC ❛♥ ✉♥❞
tr❛❣❡♥ ❙✐❡ ❞✐❡s❡♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❡✐♥✳

❡✮ ●❡❜❡♥ ❙✐❡ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✈♦♥ M
AB

✱ M
BC

✉♥❞ M
AC

❛♥✳

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❆❞❞✐t✐♦♥ ✈♦♥ ❱❡❦t♦r❡♥

❉✐❡ ❱❡❦t♦r❡♥ ~a ✉♥❞ ~b st❡❧❧❡♥ ③✇❡✐ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ❞❛r✳ ❉✐❡
❍✐♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r❛✉s❢ü❤r✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ✇✐r❞ ❛❧s ❙✉♠♠❡

~a+ ~b =





xa
ya
za



+





xb
yb
zb



 =





xa + xb
ya + yb
za + zb





❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❱❡❦t♦r❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳

❱❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ❆❞❞✐t✐♦♥

❆❜❜✐❧❞✉♥❣✿ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✈♦♥ ❙✳ ❍✐♥t③❡✱ ✷✸✳✵✺✳✶✾

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❱✐❡❧❢❛❝❤❜✐❧❞✉♥❣ ❡✐♥❡s ❱❡❦t♦rs

●❡❣❡❜❡♥ s❡✐❡♥ ❞❡r ❱❡❦t♦r ~a ✉♥❞ ❞✐❡ ❩❛❤❧ r ∈ R✳
❊s ❣✐❧t✿

r · #»a = r ·





xa
ya
zc



 =





r · xa
r · ya
r · za





❉❡r ♥❡✉❡ ❱❡❦t♦r r · ~a ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❞❡♥ ❱❡❦t♦r✱ ❞❡ss❡♥ P❢❡✐❧❡ ✳✳✳
✶ ✳✳✳ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉ ❞❡♥ P❢❡✐❧❡♥ ✈♦♥ ~a s✐♥❞✳
✷ ✳✳✳ |r | ♠❛❧ s♦ ❧❛♥❣ ✇✐❡ ❞✐❡ P❢❡✐❧❡ ✈♦♥ ~a s✐♥❞✳
✸ ✳✳✳ ❣❧❡✐❝❤ ❣❡r✐❝❤t❡t ③✉ ❞❡♥ P❢❡✐❧❡♥ ✈♦♥ ~a s✐♥❞✱ ❢❛❧❧s r ≧ ✵ ✉♥❞

❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t ❣❡r✐❝❤t❡t ③✉ ❞❡♥ P❢❡✐❧❡♥ ✈♦♥ ~a s✐♥❞✱ ❢❛❧❧s
r < ✵✳

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❱❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ❱✐❡❧❢❛❝❤❜✐❧❞✉♥❣

❆❜❜✐❧❞✉♥❣✿ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✈♦♥ ❙✳ ❍✐♥t③❡✱ ✷✸✳✵✺✳✶✾

◆✉❧❧✈❡❦t♦r

■st r = ✵✱ ❞❛♥♥ ✐st r · ~a = ~✵✳ ■st ~a = ~✵✱ ❞❛♥♥ ✐st r · ~a = ~✵ ❢ür ❛❧❧❡
r ∈ R✳ ❉❡r ❱❡❦t♦r

#»

✵ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❛❧s ◆✉❧❧✈❡❦t♦r ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❊r
❜✐❧❞❡t ❥❡❞❡♥ P✉♥❦t ❛✉❢ s✐❝❤ s❡❧❜st ❛❜✳

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❙✉❜tr❛❦t✐♦♥ ✈♦♥ ❱❡❦t♦r❡♥

❉❡r ●❡❣❡♥✈❡❦t♦r ✈♦♥ ~b ✇✐r❞ ♠✐t −~b ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳
❉✐❡ ❍✐♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r❛✉s❢ü❤r✉♥❣ ❞❡r ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ~a ✉♥❞ −~b ✐st ❞✐❡
❉✐✛❡r❡♥③ ✈♦♥ ~a ✉♥❞ ~b✿

~a− ~b = ~a+ (−~b) =





xa
ya
za



+





−xb
−yb
−zb



 =





xa − xb
ya − yb
za − zb





❱❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ❙✉❜tr❛❦t✐♦♥

❆❜❜✐❧❞✉♥❣✿ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✈♦♥ ❙✳ ❍✐♥t③❡✱ ✷✸✳✵✺✳✶✾

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

❙❡✐❡♥ a✶, a✷, ..., an ∈ R ✭r❡❡❧❧❡ ❙❦❛❧❛r❡✴❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥✮ ✉♥❞
#»x✶,

#»x✷, ...,
#»xn ❱❡❦t♦r❡♥✳

❊✐♥ ❘❡❝❤❡♥❛✉s❞r✉❝❦ ❛✉s ❙❦❛❧❛r❡♥ ✉♥❞ ❱❡❦t♦r❡♥ ✇✐r❞ ❛❧s
▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳

a✶ · #»x✶ + a✷ · #»x✷ + ...+ an · #»xn

❆✉❢❣❛❜❡ ❆✸

●❡❣❡❜❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ P✉♥❦t❡ A(✶|✶|✵)✱ B(✹|✷| − ✸) ✉♥❞ C (✸|✺| − ✶)✳

❛✮ ❇✐❧❞❡♥ ❙✐❡ ❞✐❡ ❱❡❦t♦r❡♥
#   »

AB ✱
#   »

BA✱
#   »

AC ✱
#  »

CA✱
#   »

BC ✉♥❞
#   »

CB

❜✮ ❇❡r❡❝❤♥❡♥ ❙✐❡
#   »

AB +
#   »

BC ✳
❇❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❙✐❡✱ ✇❛s ■❤♥❡♥ ❛✉✛ä❧❧t ✉♥❞ ❜❡❣rü♥❞❡♥ ❙✐❡ ❞✐❡s ♠✐t
❡✐♥❡r ❙❦✐③③❡✳

❝✮ ❇❡r❡❝❤♥❡♥ ❙✐❡ ❞✐❡ ▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
#   »

OA+ ✶

✷
· #   »

AB ✳

❞✮ ❇❡r❡❝❤♥❡♥ ❙✐❡ ✷ · #   »

AB + ✷ · #   »

BC + ✷ · #  »

CA

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❇❡tr❛❣✴◆♦r♠ ❡✐♥❡s ❱❡❦t♦rs

❉❡r ❇❡tr❛❣ ♦❞❡r ❞✐❡ ◆♦r♠ ❞❡s ❱❡❦t♦rs ~a ✇✐r❞ ♠✐t |~a| ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳
| #»a | ❣✐❜t ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ❞❡s ❱❡❦t♦rs #»a ❛♥✳ ❋ür

~a =





xa
ya
za





❣✐❧t✿

|~a| =
√

(xa)✷ + (ya)✷ + (za)✷.

❉❡r ❱❡❦t♦r ~a✵ ❤❡✐ÿt ❊✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r ③✉♠ ❱❡❦t♦r ~a✱ ✇❡♥♥ ~a ✉♥❞ ~a✵
❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❤❛❜❡♥ ✉♥❞ |~a✵| = ✶ ❣✐❧t✳ ❊s ❣✐❧t✿

~a✵ =
✶
|~a| · ~a.

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❆✉❢❣❛❜❡ ❆✹

●❡❣❡❜❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ P✉♥❦t❡ A(✶|✶|✵)✱ B(✹|✷| − ✸) ✉♥❞ C (✸|✺| − ✶)✳

❛✮ ❇❡r❡❝❤♥❡♥ ❙✐❡ ❞✐❡ ❇❡trä❣❡ | #   »

AB |✱ | #   »

BC | ✉♥❞ | #   »

AC |✳
❜✮ ❊r❣ä♥③❡♥ ❙✐❡ ❡✐♥❡♥ P✉♥❦t D s♦✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❋✐❣✉r ABCD ❡✐♥

P❛r❛❧❧❡❧♦❣r❛♠♠ ✐st✳

❝✮ ❇❡❣rü♥❞❡♥ ❙✐❡✱ ❞❛ss ABCD ❦❡✐♥❡ ❘❛✉t❡✴❦❡✐♥ ❘❤♦♠❜✉s ✐st✳

❆✉❢❣❛❜❡ ❆✺

❇❡st✐♠♠❡♥ ❙✐❡ ❞✐❡ ❊✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r❡♥ #»a✵ ✉♥❞
#»

b✵ ❞❡r ❱❡❦t♦r❡♥

#»a =





✶
✷
−✷



 ✉♥❞
#»

b =





✸
✷√
✸





❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡

✸✳✹ ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t ✉♥❞ ❑r❡✉③♣r♦❞✉❦t ✈♦♥ ❱❡❦t♦r❡♥

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡

✷✼✳ ❋❡❜r✉❛r ✷✵✷✵

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❩✐❡❧❡ ❞❡r ❙✐t③✉♥❣

❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t❡ ✈♦♥ ❱❡❦t♦r❡♥ ❜✐❧❞❡♥

❲✐♥❦❡❧ ③✇✐s❝❤❡♥ ❱❡❦t♦r❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡♥

❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡r ❱❡❦t♦r❡♥ ♥❡♥♥❡♥

❑r❡✉③♣r♦❞✉❦t ✈♦♥ ❱❡❦t♦r❡♥ ❜✐❧❞❡♥

❞❡♥ ◆✉t③❡♥ ❞❡s ❑r❡✉③♣r♦❞✉❦t❡s ❢ür s❡♥❦r❡❝❤t❡ ❱❡❦t♦r❡♥ ✉♥❞
❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡ ❞❡s P❛r❛❧❧❡❧♦❣r❛♠♠s ✭❡✐♥❡s ❉r❡✐❡❝❦s✮ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t

❉❛s ✭❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡✮ ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t ◦ : Rn × R
n → R ❢ür ③✇❡✐

❱❡❦t♦r❡♥ #»a =





xa
ya
za



 ✉♥❞
#»

b =





xb
yb
zb



 ✇✐r❞ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ❞✉r❝❤✿

#»a ◦ #»

b =





xa
ya
za



 ◦





xb
yb
zb



 = xa · xb + ya · yb + za · zb

❇❡✐s♣✐❡❧




✸
✷
−✺



 ◦





✹
−✸
✷



 = ✸ · ✹+ ✷ · (−✸) + (−✺) · ✷ = ✶✷− ✻− ✶✵ = −✹

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❖rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❱❡❦t♦r❡♥

❩✇❡✐ ❱❡❦t♦r❡♥ #»a ✉♥❞
#»

b s✐♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜③✇✳ s❡♥❦r❡❝❤t
③✉❡✐♥❛♥❞❡r✱ ❣❡♥❛✉ ❞❛♥♥ ✇❡♥♥ ✐❤r ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t ✵ ✐st✳

#»a ⊥ #»

b ⇔ #»a ◦ #»

b = ✵

❆✉❢❣❛❜❡ ❆✶

❇❡st✐♠♠❡♥ ❙✐❡ p s♦✱ ❞❛ss #»a ✉♥❞
#»

b ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r s✐♥❞✿

#»a =





✸
p

✵



 ✉♥❞
#»

b =





✷
✹
✻



✳

❆✉❢❣❛❜❡ ❆✷

❇❡✉rt❡✐❧❡♥ ❙✐❡✱ ✇❡❧❝❤❡s ❱✐❡r❡❝❦ ABCD ❞✉r❝❤ ❞✐❡ P✉♥❦t❡ A(✸|✹|✼)✱
B(✺|✻|✸)✱ C (✻|✾|✹) ✉♥❞ D(✹|✼|✽) ❜❡st✐♠♠t ✇✐r❞✳

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❘❡❝❤❡♥r❡❣❡❧♥ ❢ür ❞❛s ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t

❋ür ❞✐❡ ❱❡❦t♦r❡♥ #»a ✱
#»

b ✉♥❞ #»c s♦✇✐❡ ❡✐♥❡ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ❩❛❤❧ k ∈ R ❣✐❧t✿

✶
#»a ◦ #»

b =
#»

b ◦ #»a ✭❑♦♠♠✉t❛t✐✈❣❡s❡t③✮

✷ (k · #»a ) ◦ #»

b = k · ( #»a ◦ #»

b )

✸
#»a ◦ ( #»

b + #»c ) = #»a ◦ #»

b + #»a ◦ #»c ✭❉✐str✐❜✉t✐✈❣❡s❡t③✮

✹
#»a ◦ #»a = | #»a |✷ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡

√
#»a ◦ #»a = | #»a |

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❲✐♥❦❡❧ ③✇✐s❝❤❡♥ ❱❡❦t♦r❡♥

❋ür ❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧ φ✱ ❞❡r ✈♦♥ ③✇❡✐ ❱❡❦t♦r❡♥ #»a ✉♥❞
#»

b ❡✐♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥
✇✐r❞✱ ❣✐❧t✿

cos(φ) =
#»a ◦ #»

b

| #»a | · | #»b |

❇❡♠❡r❦✉♥❣

❉❛ ❞❡r cos(✾✵◦) = ✵ ✐st✱ s✐♥❞ ❱❡❦t♦r❡♥ s❡♥❦r❡❝❤t ③✉❡✐♥❛♥❞❡r✱ ✇❡♥♥
✐❤r ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t ✵ ✐st✳

❆✉❢❣❛❜❡ ❆✸

❇❡r❡❝❤♥❡♥ ❙✐❡ ❞✐❡ ■♥♥❡♥✇✐♥❦❡❧ ❞❡s ❱✐❡r❡❝❦s ABCD✱ ✇❡❧❝❤❡s ❞✉r❝❤ ❞✐❡
P✉♥❦t❡ A(✸|✹|✼)✱ B(✺|✻|✸)✱ C (✻|✾|✹) ✉♥❞ D(✹|✼|✽) ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✐r❞✳

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❑r❡✉③♣r♦❞✉❦t✴❱❡❦t♦r♣r♦❞✉❦t

❉❛s ❑r❡✉③♣r♦❞✉❦t × : R✸ × R
✸ → R

✸ ❢ür ③✇❡✐ ❱❡❦t♦r❡♥ #»a ✉♥❞
#»

b

❜✐❧❞❡t ❡✐♥❡♥ ❞r✐tt❡♥ ❱❡❦t♦r #»n ✳

#»a × #»

b =





xa
ya
za



×





xb
yb
zb



 =





ya · zb − za · yb
za · xb − xa · zb
xa · yb − ya · xb



 = #»n

❊s ❣✐❧t ❞❛❜❡✐✿ #»n ⊥ #»a ✉♥❞ #»n ⊥ #»

b

❇❡✐s♣✐❡❧




✸
✷
−✺



×





✹
−✸
✷



 =





✷ · ✷ − (−✺) · (−✸)
−✺ · ✹ − ✸ · ✷
✸ · (−✸) − ✷ · ✹



 =





−✶✶
−✷✻
−✶✼





❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡s ❱❡❦t♦r♣r♦❞✉❦t❡s

◆❡❜❡♥ ❞❡r ❖rt❤♦❣♦♥❛❧✐tät ❜✐❧❞❡♥ ❞✐❡ ❱❡❦t♦r❡♥ ❡✐♥ ❘❡❝❤tss②st❡♠❛✳

| #»a × #»

b | ❣✐❜t ❞❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥✐♥❤❛❧t ❞❡s ❞✉r❝❤ #»a ✉♥❞
#»

b ❛✉❢❣❡s♣❛♥♥t❡♥
P❛r❛❧❧❡❧♦❣r❛♠♠s ❛♥✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣✿ ❱❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤✉♥❣ ❈❈✵

❛

❙✐❡❤❡ ❤tt♣s✿✴✴❞❡✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✴✇✐❦✐✴❘❡❝❤tss②st❡♠❴✭▼❛t❤❡♠❛t✐❦✮

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡

https://de.wikipedia.org/wiki/Rechtssystem_(Mathematik)


❆✉❢❣❛❜❡ ❆✹

❇❡r❡❝❤♥❡♥ ❙✐❡ ❞✐❡ ❞❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥✐♥❤❛❧t ❞❡s ❱✐❡r❡❝❦s ABCD✱ ✇❡❧❝❤❡s ❞✉r❝❤
❞✐❡ P✉♥❦t❡ A(✸|✹|✼)✱ B(✺|✻|✸)✱ C (✻|✾|✹) ✉♥❞ D(✹|✼|✽) ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✐r❞✳

❆✉❢❣❛❜❡ ❆✺

■♥ ❡✐♥❡♠ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ✇✐r❞ ❞❛s ❣❡r❛❞❡ Pr✐s♠❛ ABCDEF

❜❡tr❛❝❤t❡t✳ A(✵| − ✹|✵)✱ B(
√
✷✵|✵|✵) ✉♥❞ C (✵|✹|✵) s✐♥❞ ❞✐❡ ❊❝❦♣✉♥❦t❡ ❞❡r

●r✉♥❞✢ä❝❤❡✳

❛✮ ❩❡✐❣❡♥ ❙✐❡✱ ❞❛ss ❞❛s ❉r❡✐❡❝❦ ABC ✐♠ P✉♥❦t B ♥✐❝❤t r❡❝❤t✇✐♥❦❧✐❣ ✐st✳

❜✮ ❉❡r ■♥❤❛❧t ❞❡r ▼❛♥t❡❧✢ä❝❤❡ ❞❡s Pr✐s♠❛s ✐st ✻✵✳ ❇❡st✐♠♠❡♥ ❙✐❡ ❞✐❡
❍ö❤❡ ❞❡s Pr✐s♠❛s✳

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❆✉❢❣❛❜❡ ❆✻

❇❡❣rü♥❞❡♥ ❙✐❡✱ ❞❛ss ❣✐❧t✿

| #»a × #»

b | = | #»a | · | #»b | · sin(φ)

❋ür ❱❡❦t♦r❡♥ #»a ✉♥❞
#»

b ✉♥❞ ❞❡♥ ❡✐♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❲✐♥❦❡❧ φ✳

❆✉❢❣❛❜❡ ❆✼

■♥ ❡✐♥❡♠ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ s✐♥❞ ❞✐❡ P✉♥❦t❡ A(✵|✵|✶)✱
B(✷|✻|✶) ✉♥❞ C (−✹|✽|✺) ❣❡❣❡❜❡♥✳

✶ ❇❡❣rü♥❞❡♥ ❙✐❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●❡r❛❞❡ AB ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r x✶x✷✲❊❜❡♥❡ ✈❡r❧ä✉❢t✳
✷ ❲❡✐s❡♥ ❙✐❡ ♥❛❝❤✱ ❞❛ss

❞❡r P✉♥❦t M(−✷|✹|✸) ❞❡r ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t ❞❡r ❙tr❡❝❦❡ AC ✐st❀

❞❛s ❉r❡✐❡❝❦ ABC ❜❡✐ B ❡✐♥❡♥ r❡❝❤t❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ❤❛t✳

✸ ❇❡st✐♠♠❡♥ ❙✐❡ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❞❡s P✉♥❦t❡s D✱ ❢ür ❞❡♥ ❞❛s ❱✐❡r❡❝❦
ABCD ❡✐♥ ❘❡❝❤t❡❝❦ ✐st✳

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡

✸✳✺ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❯♥❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❱❡❦t♦r❡♥

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡

✶✾✳ ▼är③ ✷✵✷✵

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❩✐❡❧❡ ❞❡r ❙✐t③✉♥❣

❧✐♥❡❛r❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❣r❛✜s❝❤ ❞❡✉t❡♥ ❦ö♥♥❡♥

❧✐♥❡❛r❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❜③✇✳ ❯♥❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t r❡❝❤♥❡r✐s❝❤
♥❛❝❤✇❡✐s❡♥

❇❡❣r✐✛❡ ❦♦❧❧✐♥❡❛r ✉♥❞ ❦♦♠♣❧❛♥❛r ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ✉♥❞ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❊r✐♥♥❡r✉♥❣ ▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

❙❡✐❡♥ ❞✐❡ ❱❡❦t♦r❡♥ #»
a =





✷
−✸
✺



 ✉♥❞
#»

b =





−✵, ✺
✼
−✸



 ❣❡❣❡❜❡♥✳

❇✐❧❞❡♥ ❙✐❡ ❞✐❡ ▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥

#»
c = ✷ · #»

a − ✹ ·
#»

b

✉♥❞
#»

d = −✸ · #»
a + ✷ ·

#»

b .

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



▲✐♥❡❛r❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t✴❯♥❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❱❡❦t♦r❡♥

❋ür ❞r❡✐ ❱❡❦t♦r❡♥❛ #»
a ✱

#»

b ✉♥❞ #»
c ❣✐❜t ❡s ❢ür ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡r

▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
r ·

#»
a + s ·

#»

b + t ·
#»
c =

#»

✵

❢♦❧❣❡♥❞❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥✿

✶ ◆✉r r = s = t = ✵ ❧öst ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣✳ ❉❛♥♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❱❡❦t♦r❡♥ ❧✐♥❡❛r

✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r✳

✷ ❆✉ÿ❡r ❞❡r ▲ös✉♥❣ r = s = t = ✵ ❣✐❜t ❡s ♥♦❝❤ ❛♥❞❡r❡ ▲ös✉♥❣❡♥✳ ❉❛♥♥
✐st ♠✐♥❞❡st❡♥s ❡✐♥ ❱❡❦t♦r ❡✐♥❡ ▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ✉♥❞ s✐❡
s✐♥❞ ❧✐♥❡❛r ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r✳

❛ #»
a 6=

#»

✵ ,
#»

b 6=
#»

✵ ✉♥❞
#»
c 6=

#»

✵

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❇❡✐s♣✐❡❧❡

❉✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❱❡❦t♦r❡♥ s✐♥❞ ❧✐♥❡❛r ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r✿

#»
a =





✸
✹
−✷





,

#»

b =





−✸
−✹
✷





,

#»
c =





✻
✽
−✹





,

#»

d =





−✶, ✺
−✷
✶





❉✐❡s❡ ❱❡❦t♦r❡♥ s✐♥❞ ✐♠♠❡r ❧✐♥❡❛r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r✿

#»
e✶ =





✶
✵
✵





,

#»
e✷ =





✵
✶
✵





,

#»
e✸ =





✵
✵
✶





❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❆✉❢❣❛❜❡ ❆✶

❊s s✐♥❞ ✐♠♠❡r ❞r❡✐ ❱❡❦t♦r❡♥ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❆✉s✇❛❤❧ ❤❛♥❞❡❧t
❡s s✐❝❤ ✉♠ ❧✐♥❡❛r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❱❡❦t♦r❡♥✳ ❇❡❣rü♥❞❡♥ ❙✐❡ ❞✐❡s✳

❛✮ #»
a✶ =





✶
✸
✺





,

#»

b✶ =





✵
✻
✶✵





,

#»
c✶ =





✷
✵
✵





❜✮ #»
a✷ =





✵
✶
✹





,

#»

b✷ =





−✷
✵
✻





,

#»
c✷ =





✷
✸
✵





❝✮ #»
a✸ =





✵
✶
✹





,

#»

b✸ =





−✷
✵
✻





,

#»
c✸ =





✹
✸
✵





❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❦♦❧❧✐♥❡❛r✱ ❦♦♠♣❧❛♥❛r

❙✐♥❞ ③✇❡✐ ❱❡❦t♦r❡♥ #»
a ✉♥❞

#»

b ❧✐♥❡❛r ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r✱ ❤❡✐ÿ❡♥
s✐❡ ❦♦❧❧✐♥❡❛r ③✉❡✐♥❛♥❞❡r✳

r ·
#»
a =

#»

b

❙✐❡ ❧✐❡❣❡♥ ❞❛♥♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ●❡r❛❞❡♥ ✭❧❛t✳ ❧✐♥❡❛✮✳

❙✐♥❞ ❞r❡✐ ❱❡❦t♦r❡♥ #»
a ,

#»

b ✉♥❞ #»
c ❧✐♥❡❛r ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r✱ ❤❡✐ÿ❡♥

s✐❡ ❦♦♠♣❧❛♥❛r ③✉❡✐♥❛♥❞❡r✳

r ·
#»
a + s ·

#»

b = #»
c

❙✐❡ ❧✐❡❣❡♥ ❞❛♥♥ ✐♥ ❡✐♥❡r ❊❜❡♥❡ ✭❧❛t✳ ♣❧❛♥✉s✮✳

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❇❡✐s♣✐❡❧ ❦♦❧❧✐♥❡❛r

❉✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❱❡❦t♦r❡♥ s✐♥❞ ❥❡✇❡✐❧s ❦♦❧❧✐♥❡❛r ③✉❡✐♥❛♥❞❡r✿

#»
a =





✸
✹
−✷





,

#»

b =





−✸
−✹
✷





,

#»
c =





✻
✽
−✹





,

#»

d =





−✶, ✺
−✷
✶





❉❡♥♥ −✶ · #»
a =

#»

b ♦❞❡r −✷ ·
#»

b = #»
c ♦❞❡r ✵, ✺ ·

#»

b =
#»

d ✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ❦♦♠♣❧❛♥❛r

❉✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❱❡❦t♦r❡♥ s✐♥❞ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❦♦♠♣❧❛♥❛r ③✉❡✐♥❛♥❞❡r
✭s✐❡❤❡ ❆✉❢❣❛❜❡ ❆✶✮✳

#»
a✶ =





✶
✸
✺





,

#»

b✶ =





✵
✻
✶✵





,

#»
c✶ =





✷
✵
✵





❉❡♥♥✿ ✷ · #»
a✶ + (−✶) ·

#»

b✶ =
#»
c✶

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡

✸✳✻ ●❡r❛❞❡♥✲ ✉♥❞ ❊❜❡♥❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡

✷✻✳ ▼är③ ✷✵✷✵

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❩✐❡❧❡ ❞❡r ❙✐t③✉♥❣

●❡r❛❞❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ P❛r❛♠❡t❡r❢♦r♠ ❛♥❣❡❜❡♥

P✉♥❦t♣r♦❜❡ ❛✉❢ ●❡r❛❞❡♥ ❞✉r❝❤❢ü❤r❡♥

s♣❡③✐❡❧❧❡ ●❡r❛❞❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥

❊❜❡♥❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ P❛r❛♠❡t❡r❢♦r♠ ❛♥❣❡❜❡♥

P✉♥❦t♣r♦❜❡ ❛✉❢ ❊❜❡♥❡♥ ❞✉r❝❤❢ü❤r❡♥

s♣❡③✐❡❧❧❡ ❊❜❡♥❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❊r✐♥♥❡r✉♥❣ ❦♦❧❧✐♥❡❛r

❲❡✐s❡♥ ❙✐❡ ♥❛❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ P✉♥❦t❡

A(✶|✵|✹)✱ B(✸|✽| − ✷)✱ C (✷|✹|✶)✱ D(−✶| − ✽|✶✵) ✉♥❞ E (✵| − ✹|✼)

❛✉❢ ❡✐♥❡r ●❡r❛❞❡♥ ❧✐❡❣❡♥✳

❩❡✐❣❡♥ ❙✐❡ ❞❛③✉✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ❞✐❡ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣s✈❡❦t♦r❡♥ ❦♦❧❧✐♥❡❛r s✐♥❞✳

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



●❡r❛❞❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ P❛r❛♠❡t❡r❢♦r♠

■st ❡✐♥ P✉♥❦t A ❣❡❣❡❜❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ #»v ✭ #»v 6=
#»

✵ ✮✱ s♦
❜❡st✐♠♠❡♥ s✐❡ ❡✐♥❡ ●❡r❛❞❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣✳

❉✉r❝❤ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣

#    »

OX =
#   »

OA+ t · #»v ; t ∈ R

✇✐r❞ ❞✐❡ ▼❡♥❣❡ ❛❧❧❡r ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ P✉♥❦t❡ X ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡r
●❡r❛❞❡♥ ♠✐t ❙tüt③✈❡❦t♦r

#   »

OA ✉♥❞ ❘✐❝❤t✉♥❣s✈❡❦t♦r #»v ❧✐❡❣❡♥✳ ❯♠
❡✐♥❡♥ P✉♥❦t ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✱ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❢❡st❡r ❲❡rt ❢ür t ❡✐♥❣❡s❡t③t✳

❇❡✐s♣✐❡❧

❉✐❡ ●❡r❛❞❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ P✉♥❦t❡ A(✶|✷|✸) ✉♥❞ B(✷|✹|✵)
✈❡r❧ä✉❢t ❤❛t ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣✿

g : #»x =





✶
✷
✸



+ t ·





✶
✷
−✸



 ; t ∈ R

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❆✉❢❣❛❜❡ ❆✶

●❡❜❡♥ ❙✐❡ ✈✐❡r P✉♥❦t❡ ❛✉❢ ❞❡r ●❡r❛❞❡♥ h ❛♥✳

h : #»x =





✵
✶
✷



+ t ·





✷
−✷
✶



 ; t ∈ R

❆✉❢❣❛❜❡ ❆✷ ✕ ❙tr❡❝❦❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣

●❡❜❡♥ ❙✐❡ ✈✐❡r P✉♥❦t❡ ❛✉❢ ❞❡r ❙tr❡❝❦❡ AB ♠✐t A(✸|✵|✶) ✉♥❞
B(✺|✹|✸) ❛♥✳

❆✉❢❣❛❜❡ ❆✸ ✕ P✉♥❦t♣r♦❜❡

Ü❜❡r♣rü❢❡♥ ❙✐❡✱ ♦❜ ❞✐❡ P✉♥❦t❡ P✶(✷|✸|✹) ✉♥❞ P✷(✽| − ✼|✻) ❛✉❢ ❞❡r
●❡r❛❞❡♥ h ❧✐❡❣❡♥✳

h : #»x =





✵
✶
✷



+ t ·





✷
−✷
✶



 ; t ∈ R

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❙♣❡③✐❡❧❧❡ ●❡r❛❞❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

❉✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❛❝❤s❡♥ s✐♥❞ s♣❡③✐❡❧❧❡ ●❡r❛❞❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥
●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✿

x✶✲❆❝❤s❡ :
#»x =





x✶
✵
✵



 = x✶ ·





✶
✵
✵



 ; x✶ ∈ R

x✷✲❆❝❤s❡ :
#»x =





✵
x✷
✵



 = x✷ ·





✵
✶
✵



 ; x✷ ∈ R

x✸✲❆❝❤s❡ :
#»x =





✵
✵
x✸



 = x✸ ·





✵
✵
✶



 ; x✸ ∈ R

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❊❜❡♥❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐♥ P❛r❛♠❡t❡r❢♦r♠

■st ❡✐♥ P✉♥❦t A ❣❡❣❡❜❡♥ ✉♥❞ ③✇❡✐ ♥✐❝❤t ❦♦❧❧✐♥❡❛r❡ ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥ #»v✶ ✉♥❞ #»v✷
✭ #»v✶,

#»v✷ 6=
#»

✵ ✮✱ s♦ ❜❡st✐♠♠❡♥ s✐❡ ❡✐♥❡ ❊❜❡♥❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣✳

❉✉r❝❤ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣

#    »

OX =
#   »

OA+ r · #»v✶ + s · #»v✷ ; r , s ∈ R

✇✐r❞ ❞✐❡ ▼❡♥❣❡ ❛❧❧❡r ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ P✉♥❦t❡ X ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡r
❊❜❡♥❡♥ ♠✐t ❙tüt③✈❡❦t♦r

#   »

OA ✉♥❞ ❘✐❝❤t✉♥❣s✈❡❦t♦r❡♥ #»v✶ ✉♥❞ #»v✷ ❧✐❡❣❡♥✳
❯♠ ❡✐♥❡♥ P✉♥❦t ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✱ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❢❡st❡r ❲❡rt ❢ür r ✉♥❞ s ❡✐♥❣❡s❡t③t✳

❇❡✐s♣✐❡❧

❉✐❡ ❊❜❡♥❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ P✉♥❦t❡ A(✶|✷|✸)✱ B(✷|✹|✵) ✉♥❞ C (−✸| − ✹|✷)
✈❡r❧ä✉❢t ❤❛t ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣✿

ε : #»x =





✶
✷
✸



+ r ·





✶
✷
−✸



+ s ·





−✹
−✻
−✶



 ; r , s ∈ R

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❆✉❢❣❛❜❡ ❆✹

●❡❜❡♥ ❙✐❡ ✈✐❡r P✉♥❦t❡ ❛✉❢ ❞❡r ❊❜❡♥❡ ε ❛♥✳

ε : #»x =





✵
✶
✷



+ r ·





✷
−✷
✶



+ s ·





✶
✷
✸



 ; r , s ∈ R

❆✉❢❣❛❜❡ ❆✺ ✕ P❛r❛❧❧❡❧♦❣r❛♠♠❣❧❡✐❝❤✉♥❣

●❡❜❡♥ ❙✐❡ ❞r❡✐ P✉♥❦t❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s P❛r❛❧❧❡❧♦❣r❛♠♠s ABCD ♠✐t
A(✸|✵|✶)✱ B(✺|✹|✸)✱ C (−✷| − ✶|✸) ✉♥❞ D(−✹| − ✺|✶) ❛♥✳

❆✉❢❣❛❜❡ ❆✻ ✕ P✉♥❦t♣r♦❜❡

Ü❜❡r♣rü❢❡♥ ❙✐❡✱ ♦❜ ❞✐❡ P✉♥❦t❡ P✶(✷|✸|✹) ✉♥❞ P✷(✾| − ✺|✾) ✐♥ ❞❡r
❊❜❡♥❡ ε ❧✐❡❣❡♥✳

ε : #»x =





✵
✶
✷



+ r ·





✷
−✷
✶



+ s ·





✶
✷
✸



 ; r , s ∈ R

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❙♣❡③✐❡❧❧❡ ❊❜❡♥❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

❉✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❛❝❤s❡♥ s♣❛♥♥❡♥ s♣❡③✐❡❧❧❡ ❊❜❡♥❡♥ ❛✉❢ ♠✐t ❞❡♥
❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✿

x✶✲x✷✲❊❜❡♥❡ :
#»x =





x✶
x✷
✵



 = x✶ ·





✶
✵
✵



+ x✷ ·





✵
✶
✵



 ; x✶, x✷ ∈ R

x✶✲x✸✲❊❜❡♥❡ :
#»x =





x✶
✵
x✸



 = x✶ ·





✶
✵
✵



+ x✸ ·





✵
✵
✶



 ; x✶, x✸ ∈ R

x✷✲x✸✲❊❜❡♥❡ :
#»x =





✵
x✷
x✸



 = x✷ ·





✵
✶
✵



+ x✸ ·





✵
✵
✶



 ; x✷, x✸ ∈ R

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r s♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❊❜❡♥❡♥

❆❜❜✐❧❞✉♥❣✿ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❛✉s ❊❞▼ ❙❛❝❤s❡♥ ✶✶✱ ❙✳ ✶✻✸

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡

✸✳✼ ▲❛❣❡❜❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ●❡r❛❞❡✕●❡r❛❞❡❀ ●❡r❛❞❡✕❊❜❡♥❡
✭✐♥ P❛r❛♠❡t❡r❢♦r♠❡♥✮

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡

✵✷✳ ❆♣r✐❧ ✷✵✷✵

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❩✐❡❧❡ ❞❡r ❙✐t③✉♥❣

●❡r❛❞❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ✐❤r❡ ▲❛❣❡❜❡③✐❡❤✉♥❣ ü❜❡r♣rü❢❡♥

▲❛❣❡❜❡③✐❡❤✉♥❣ ●❡r❛❞❡✲❊❜❡♥❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❦ö♥♥❡♥

❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t❡✴❉✉r❝❤st♦ÿ♣✉♥❦t❡ ●❡r❛❞❡✲❊❜❡♥❡ ❜❡r❡❝❤♥❡♥

❙♣✉r♣✉♥❦t❡ ❜❡r❡❝❤♥❡♥

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❊r✐♥♥❡r✉♥❣ ❦♦❧❧✐♥❡❛r ✉♥❞ ❦♦♠♣❧❛♥❛r

●❡❣❡❜❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❱❡❦t♦r❡♥ #»a ❜✐s
#»

d ✿

#»a =





✶
−✹
✵



 ,
#»

b =





−✸
✶✷
✵



 ,
#»c =





✶
✵
✷



 ,
#»

d =





✵
−✹
−✷





❛✮ ❩❡✐❣❡♥ ❙✐❡✱ ❞❛ss #»a ✉♥❞
#»

b ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❦♦❧❧✐♥❡❛r s✐♥❞✳

❜✮ ❩❡✐❣❡♥ ❙✐❡✱ ❞❛ss #»c ✉♥❞
#»

d ❧✐♥❡❛r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ s✐♥❞✳

❝✮ ❩❡✐❣❡♥ ❙✐❡✱ ❞❛ss #»a , #»c ✉♥❞
#»

d ❦♦♠♣❧❛♥❛r s✐♥❞✳

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



▲❛❣❡❜❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ③✇❡✐❡r ●❡r❛❞❡♥

❩✇❡✐ ●❡r❛❞❡♥

g : #»x = #»a + t✶ ·
#»v ; t✶ ∈ R ✉♥❞ h : #»x =

#»

b + t✷ ·
#»w ; t✷ ∈ R

❜❡s✐t③❡♥ ❡✐♥❡ ❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ✈✐❡r ▲❛❣❡❜❡③✐❡❤✉♥❣❡♥✿

#»v ✉♥❞ #»w #»v ✉♥❞ #»w

s✐♥❞ ❦♦❧❧✐♥❡❛r s✐♥❞ ♥✐❝❤t ❦♦❧❧✐♥❡❛r

g = h ❤❛t ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ s✐♥❞ ✐❞❡♥t✐s❝❤ s❝❤♥❡✐❞❡♥ s✐❝❤

g = h ❤❛t ❦❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ s✐♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ s✐♥❞ ✇✐♥❞s❝❤✐❡❢

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❲❡♥♥ ❞✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣s✈❡❦t♦r❡♥ ❦♦❧❧✐♥❡❛r s✐♥❞✿

❇❡✐s♣✐❡❧ ✶ g ✉♥❞ h s✐♥❞ ✐❞❡♥t✐s❝❤

g : #»x =





✷
−✶
✶



+s ·





−✹
✹
✷



 ✉♥❞ h : #»x =





✵
✶
✷



+t ·





✷
−✷
−✶



 ; s, t ∈ R

❇❡✐s♣✐❡❧ ✷ g ✉♥❞ h s✐♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧

g : #»x =





✶
✷
✸



+s ·





−✹
✹
✷



 ✉♥❞ h : #»x =





✵
✶
✷



+t ·





✷
−✷
−✶



 ; s, t ∈ R

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❲❡♥♥ ❞✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣s✈❡❦t♦r❡♥ ♥✐❝❤t ❦♦❧❧✐♥❡❛r s✐♥❞✿

❇❡✐s♣✐❡❧ ✸ g ✉♥❞ h s❝❤♥❡✐❞❡♥ s✐❝❤

g : #»x =





✵
✶
✸



+s ·





✸
−✸
✷



 ✉♥❞ h : #»x =





✵
✶
✷



+t ·





✷
−✷
✶



 ; s, t ∈ R

❇❡✐s♣✐❡❧ ✹ g ✉♥❞ h s✐♥❞ ✇✐♥❞s❝❤✐❡❢

g : #»x =





✵
✷
✺



+s ·





✸
−✸
✷



 ✉♥❞ h : #»x =





✵
✶
✷



+t ·





✷
−✷
✶



 ; s, t ∈ R

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



▲❛❣❡❜❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ●❡r❛❞❡✕❊❜❡♥❡

❊✐♥❡ ●❡r❛❞❡
g : #»x = #»a + t✶ ·

#»v ; t ∈ R

✉♥❞ ❡✐♥❡ ❊❜❡♥❡

ε : #»x =
#»

b + r · # »w✶ + s · # »w✷; r , s ∈ R

❜❡s✐t③❡♥ ❡✐♥❡ ❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❞r❡✐ ▲❛❣❡❜❡③✐❡❤✉♥❣❡♥✿

#»v , # »w✶ ✉♥❞ # »w✷
#»v , # »w✶ ✉♥❞ # »w✷

s✐♥❞ ❦♦♠♣❧❛♥❛r s✐♥❞ ♥✐❝❤t ❦♦♠♣❧❛♥❛r

g = ε ❤❛t ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ g ❧✐❡❣t ✐♥ ε s❝❤♥❡✐❞❡♥ s✐❝❤

g = ε ❤❛t ❦❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ s✐♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❣❡❤t ♥✐❝❤t ✳✳✳

❇❡♠❡r❦✉♥❣

❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t❡ ✈♦♥ ●❡r❛❞❡♥ ✉♥❞ ❊❜❡♥❡♥ ❤❡✐ÿ❡♥ ❛✉❝❤ ❉✉r❝❤st♦ÿ♣✉♥❦t❡✳

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❲❡♥♥ ❞✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣s✈❡❦t♦r❡♥ ❦♦♠♣❧❛♥❛r s✐♥❞✿

❇❡✐s♣✐❡❧ ✺ g ❧✐❡❣t ✐♥ ε

g : #»x =





✺
−✶
✽



+ t ·





−✶
✹
✸



 ; t ∈ R

ε : #»x =





✵
✶
✷



+ r ·





✷
−✷
✶



+ s ·





✸
✵
✺



 ; r , s ∈ R

▲ös✉♥❣✿





✺
−✶
✽



+ t ·





−✶
✹
✸



 =





✵
✶
✷



+ r ·





✷
−✷
✶



+ s ·





✸
✵
✺





❈❆❙
⇒ r = −✷w + ✶; s = ✷+ ✶; t = w ;w ∈ R ✭▲ös✉♥❣❡♥ ∞✮

⇒ g ∈ ε

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❲❡♥♥ ❞✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣s✈❡❦t♦r❡♥ ❦♦♠♣❧❛♥❛r s✐♥❞✿

❇❡✐s♣✐❡❧ ✻ g ‖ ε

g : #»x =





✵
✶
✸



+ t ·





−✶
✹
✸



 ; t ∈ R

ε : #»x =





✵
✶
✷



+ r ·





✷
−✷
✶



+ s ·





✸
✵
✺



 ; r , s ∈ R

▲ös✉♥❣✿





✵
✶
✸



+ t ·





−✶
✹
✸



 =





✵
✶
✷



+ r ·





✷
−✷
✶



+ s ·





✸
✵
✺





❈❆❙
⇒ ❦❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ⇒ g ‖ ε

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❲❡♥♥ ❞✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣s✈❡❦t♦r❡♥ ♥✐❝❤t ❦♦♠♣❧❛♥❛r ♠üss❡♥ s✐❝❤ ●❡r❛❞❡
✉♥❞ ❊❜❡♥❡ s❝❤♥❡✐❞❡♥✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ✼ g ✉♥❞ ε s❝❤♥❡✐❞❡♥ s✐❝❤

g : #»x =





✺
−✶
✽



+ t ·





✵
✹
✵



 ; t ∈ R

ε : #»x =





✵
✶
✷



+ r ·





✷
−✷
✶



+ s ·





✸
✵
✺



 ; r , s ∈ R

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❇❡✐s♣✐❡❧ ✼ g ✉♥❞ ε s❝❤♥❡✐❞❡♥ s✐❝❤




✺
−✶
✽



+ t ·





✵
✹
✵



 =





✵
✶
✷



+ r ·





✷
−✷
✶



+ s ·





✸
✵
✺





❈❆❙
⇒ r = ✶, s = ✶, t = ✵ ⇒ g ∩ ε

❙❡t③❡♥ ❙✐❡ r = ✶ ✉♥❞ s = ✶ ✐♥ ε ❡✐♥ ♦❞❡r t = ✵ ✐♥ g ❡✐♥✳

⇒





✺
−✷
✽



+ ✵ ·





✵
✹
✵



 =





✺
−✶
✽



 ⇒ S(✺| − ✶|✽)

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❙♣✉r♣✉♥❦t❡

❉✐❡ ❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t❡ ❡✐♥❡r ●❡r❛❞❡♥ g ♠✐t ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❡❜❡♥❡♥
❤❡✐ÿ❡♥ ❙♣✉r♣✉♥❦t❡✳

S✶✷ ✐st ❞❡r ❙♣✉r♣✉♥❦t ✈♦♥ g ✉♥❞ ❞❡r x✶✲x✷✲❊❜❡♥❡✳

S✶✸ ✐st ❞❡r ❙♣✉r♣✉♥❦t ✈♦♥ g ✉♥❞ ❞❡r x✶✲x✸✲❊❜❡♥❡✳

S✷✸ ✐st ❞❡r ❙♣✉r♣✉♥❦t ✈♦♥ g ✉♥❞ ❞❡r x✷✲x✸✲❊❜❡♥❡✳

❆✉❢❣❛❜❡ ❆✶

❇❡r❡❝❤♥❡♥ ❙✐❡ ❞✐❡ ❙♣✉r♣✉♥❦t❡ ❞❡r ●❡r❛❞❡♥ h ♠✐t

h : #»x =





✹
✷
✵



+ t ·





✵
✽
✶✺



 ; t ∈ R

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡

✸✳✽ ❊❜❡♥❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❢♦r♠

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡

✷✸✳ ❆♣r✐❧ ✷✵✷✵

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❩✐❡❧❡ ❞❡r ❙✐t③✉♥❣

❊❜❡♥❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❢♦r♠ ❛✉❢st❡❧❧❡♥

P✉♥❦t♣r♦❜❡ ❞✉r❝❤❢ü❤r❡♥

P✉♥❦t❡ ❡✐♥❡r ❊❜❡♥❡ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ s♣❡③✐❡❧❧ ❙♣✉r♣✉♥❦t❡

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❊r✐♥♥❡r✉♥❣ s❡♥❦r❡❝❤t❡ ❱❡❦t♦r❡♥

●❡❣❡❜❡♥ ✐st ❞✐❡ ❊❜❡♥❡ ε ♠✐t ❢♦❧❣❡♥❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣✿

ε : #»x =





✶

−✹

✵



+ r ·





✵

✷

✸



+ s ·





✶

✵

✷



 ; r , s ∈ R

❇❡st✐♠♠❡♥ ❙✐❡ ❡✐♥❡♥ ❱❡❦t♦r✱ ❞❡r s❡♥❦r❡❝❤t ❛✉❢ ❞❡r ❊❜❡♥❡ st❡❤t✳

◆♦r♠❛❧❡♥✈❡❦t♦r ❡✐♥❡r ❊❜❡♥❡

❇❡✐ ❡✐♥❡r ❊❜❡♥❡ ✇✐r❞ ❞❡r ❱❡❦t♦r✱ ✇❡❧❝❤❡r ❞✉r❝❤ ❞❛s ❑r❡✉③♣r♦❞✉❦t

❞❡r ❘✐❝❤t✉♥❣s✈❡❦t♦r❡♥ ❣❡❜✐❧❞❡t ✇✐r❞ ❛❧s ◆♦r♠❛❧❡♥✈❡❦t♦r ❞❡r

❊❜❡♥❡ ✭ #»n ✮ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳

❙②♠❜♦❧✐s❝❤✿

ε : #»x =
#   »

OA+ r ·
#   »

AB + s ·
#   »

AC ; r , s ∈ R → #»n =
#   »

AB ×
#   »

AC

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❢♦r♠ ❡✐♥❡r ❊❜❡♥❡

❙✐♥❞ ❞❡r ◆♦r♠❛❧❡♥✈❡❦t♦r #»n =





n✶
n✷
n✸



 ✉♥❞ ❡✐♥ ❖rts✈❡❦t♦r
#    »

OX =





x✶
x✷
x✸





❡✐♥❡s ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ P✉♥❦t❡s X (x✶|x✷|x✸) ❞❡r ❊❜❡♥❡ ε ❣❡❣❡❜❡♥✱ s♦ ❧ässt s✐❝❤ ε
❛✉❝❤ ❞✉r❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❛rst❡❧❧❡♥✿

ε : #»n ◦
#    »

OX = d ⇔ ε : n✶ · x✶ + n✷ · x✷ + n✸ · x✸ = d ; d ∈ R

❉✐❡s ✇✐r❞ ❛❧s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❢♦r♠ ❞❡r ❊❜❡♥❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳

❆♥❞❡r❡ ◆♦t❛t✐♦♥

▼❛♥❝❤♠❛❧ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ◆♦t❛t✐♦♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✿

ε : ax + by + cz = d #»n =





a

b

c





❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❇❡✐s♣✐❡❧ ✶✿ #»n ✉♥❞ P✉♥❦t ❣❡❣❡❜❡♥

●❡❣❡❜❡♥ s✐♥❞ ❞❡r ◆♦r♠❛❧❡♥✈❡❦t♦r #»n =





✷

✸

−✶



 ✉♥❞ ❞❡r P✉♥❦t

A(✺|✵|✹) ❞❡r ❊❜❡♥❡ ε✳

●❡❜❡♥ ❙✐❡ ❡✐♥❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ε ❛♥✳

❊✐♥❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❢♦r♠ ✐st ε : ✷ · x✶ + ✸ · x✷−x✸ = ✻

❇❡♠❡r❦✉♥❣

❊s ❣✐❜t ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭ä❤♥❧✐❝❤

✇✐❡ P❛r❛♠❡t❡r❢♦r♠❡♥✮✳

■♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✶ ✇är❡♥

ε : ✹ · x✶ + ✻ · x✷ − ✷ · x✸ = ✶✷ ♦❞❡r

ε : −✻ · x✶ − ✾ · x✷ + ✸ · x✸ = −✶✽

♠ö❣❧✐❝❤❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❇❡✐s♣✐❡❧ ✷✿ ❉r❡✐ P✉♥❦t❡ ❣❡❣❡❜❡♥

❉✐❡ P✉♥❦t❡ A(−✹|✷|✶)✱ B(−✶|✶|✶) ✉♥❞ C (✵|✷| − ✸) s♣❛♥♥❡♥ ❞✐❡

❊❜❡♥❡ ε ❛✉❢✳

●❡❜❡♥ ❙✐❡ ❡✐♥❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ε ❛♥✳

ε : #»x =





−✹

✷

✶



+ r ·





✸

−✶

✵



+ s ·





✹

✵

−✹



 ; r , s ∈ R

#»n =





✸

−✶

✵



×





✹

✵

−✹



 =





✹

✶✷

✹





ε : ✹ · x✶ + ✶✷ · x✷ + ✹ · x✸ = ✶✷

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



P✉♥❦t♣r♦❜❡ ♠✐t ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❢♦r♠

❯♠ ③✉ ü❜❡r♣rü❢❡♥✱ ♦❜ ❡✐♥ P✉♥❦t P ✐♥ ❡✐♥❡r ❊❜❡♥❡ ε ❧✐❡❣t✱ ♠✉ss

❞✐❡s❡r ✐♥ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✳

✶ ■st ❞✐❡ ❆✉ss❛❣❡ ✇❛❤r✱ s♦ ✐st P ∈ ε✳

✷ ■st ❞✐❡ ❆✉ss❛❣❡ ❢❛❧s❝❤✱ s♦ ✐st P /∈ ε

❋ür ❡✐♥❡ P✉♥❦t♣r♦❜❡ ✐st ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❢♦r♠ s❡❤r ❣❡❡✐❣♥❡t✳

❇❡✐s♣✐❡❧ ✸✿ P✉♥❦t♣r♦❜❡

●❡❣❡❜❡♥ ✐st ❞✐❡ ❊❜❡♥❡ ε : ✷ · x✶ − ✸ · x✷ +
✶

✷
· x✸ = ✹

✶ ❊s ✐st P✶(✶|✷|✶✻) ∈ ε✱ ✇❡✐❧ ✷ · ✶− ✸ · ✷+ ✶

✷
· ✶✻ = ✹ ❣✐❧t✳

✷ ❊s ✐st P✷(✶|✶|✹) /∈ ε✱ ✇❡✐❧ ✷ · ✶− ✸ · ✶+ ✶

✷
· ✹ = ✶ 6= ✹ ❣✐❧t✳

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



▲❛❣❡❜❡③✐❡❤✉♥❣ ●❡r❛❞❡✕❊❜❡♥❡ ♠✐t ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❢♦r♠

❉❛❢ür ✇✐r❞ ❞✐❡ ●❡r❛❞❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ g ❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✇❡✐s❡ ✐♥ ❞✐❡

❊❜❡♥❡ ε ❡✐♥❣❡s❡t③t✳ ❊s ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡s P❛r❛♠❡t❡rs

t ❞❡r ●❡r❛❞❡♥ ❞r❡✐ ❋ä❧❧❡✿

✶ t ❜❡s✐t③t ❦❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ → g ‖ ε

✷ t ❜❡s✐t③t ❡✐♥❞❡✉t✐❣❡ ▲ös✉♥❣ → g ∩ ε

✸ t ❜❡s✐t③t ♠❡❤r❞❡✉t✐❣❡ ▲ös✉♥❣ → g ∈ ε

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❇❡✐s♣✐❡❧ ✹✿ g ‖ ε

g : #»x =





✵

✶

✸



+ t ·





−✶

✹

✸



 ; t ∈ R

ε : −✶✵ · x✶−✼ · x✷ + ✻ · x✸ = ✺

▲ös✉♥❣✿

−✶✵ · (✵− t)−✼ · (✶+ ✹t) + ✻ · (✸+ ✸t) = ✺

✶✵t − ✼− ✷✽t + ✶✽+ ✶✽t = ✺

✶✶ = ✺  ⇒ ❦❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ⇒ g ‖ ε

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❇❡✐s♣✐❡❧ ✺✿ g ∩ ε

g : #»x =





✺

−✶

✽



+ t ·





✵

✹

✵



 ; t ∈ R

ε : −✶✵ · x✶−✼ · x✷ + ✻ · x✸ = ✺

▲ös✉♥❣✿

−✶✵ · (✺+ ✵t)−✼ · (−✶+ ✹t) + ✻ · (✽+ ✵t) = ✺

−✺✵+ ✼− ✷✽t + ✹✽ = ✺ ⇒ ✺− ✷✽t = ✺ ⇒ t = ✵

◆✉♥ ♠✉ss t = ✵ ✐♥ ❞✐❡ ●❡r❛❞❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❡s

❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❡r ❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t S(✺| − ✶|✽)✳

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❇❡✐s♣✐❡❧ ✻✿ g ❧✐❡❣t ✐♥ ε

g : #»x =





✺

−✶

✽



+ t ·





−✶

✹

✸



 ; t ∈ R

ε : −✶✵ · x✶−✼ · x✷ + ✻ · x✸ = ✺

▲ös✉♥❣✿

−✶✵ · (✺− t)−✼ · (−✶+ ✹t) + ✻ · (✽+ ✸t) = ✺

−✺✵+ ✶✵t + ✼− ✷✽t + ✹✽+ ✶✽t = ✺

✺ = ✺ ⇒ ✇❛❤r ❢ür ❛❧❧❡ t ∈ R ⇒ g ∈ ε

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❙♣✉r♣✉♥❦t❡

❉✐❡ ❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t❡ ❡✐♥❡r ❊❜❡♥❡ ε ♠✐t ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❛❝❤s❡♥ ❤❡✐ÿ❡♥

❙♣✉r♣✉♥❦t❡ ❞❡r ❊❜❡♥❡✳

S✶(a✶|✵|✵) ✐st ❞❡r ❙♣✉r♣✉♥❦t ✈♦♥ ε ✉♥❞ ❞❡r x✶✲❆❝❤s❡✳

S✷(✵|a✷|✵) ✐st ❞❡r ❙♣✉r♣✉♥❦t ✈♦♥ ε ✉♥❞ ❞❡r x✷✲❆❝❤s❡✳

S✸(✵|✵|a✸) ✐st ❞❡r ❙♣✉r♣✉♥❦t ✈♦♥ ε ✉♥❞ ❞❡r x✸✲❆❝❤s❡✳

❆✉❢❣❛❜❡ ❆✶

❩❡✐❣❡♥ ❙✐❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙♣✉r♣✉♥❦t❡ ❢ür

ε : −✶✵ · x✶ + ✼ · x✷ + ✷✺ · x✸ = ✺

❢♦❧❣❡♥❞❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❤❛❜❡♥✿ S✶(−
✶

✷
|✵|✵)✱ S✷(✵|

✺

✼
|✵) ✉♥❞ S✸(✵|✵|

✶

✺
)✳

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❢♦r♠ ❢ür ❙♣✉r♣✉♥❦t❡

❊✐♥❡ ❊❜❡♥❡ ♠✐t ❞❡♥ ❙♣✉r♣✉♥❦t❡♥ S✶(a✶|✵|✵)✱ S✷(✵|a✷|✵) ✉♥❞ S✸(✵|✵|a✸)
❛

❤❛t ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❢♦r♠

x✶

a✶
+

x✷

a✷
+

x✸

a✸
= ✶

❛

a✶ 6= ✵, a✷ 6= ✵ ✉♥❞ a✸ 6= ✵

❇❡✐s♣✐❡❧ ✼✿ ❉r❡✐ ❆❝❤s❡♥s❝❤♥✐tt♣✉♥❦t❡ ❣❡❣❡❜❡♥

❉✐❡ P✉♥❦t❡ A(✹|✵|✵)✱ B(✵|−✷|✵) ✉♥❞ C (✵|✵|−✼) s♣❛♥♥❡♥ ❞✐❡ ❊❜❡♥❡ ε ❛✉❢✳

●❡❜❡♥ ❙✐❡ ❡✐♥❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ε ❛♥✳

ε :
x✶

✹
−
x✷

✷
−
x✸

✼
= ✶

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡



❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❡❜❡♥❡♥ ✐♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❢♦r♠

❉✐❡ x✶✲x✷✲❊❜❡♥❡ ❤❛t ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❢♦r♠ ε : x✸ = ✵

❉✐❡ x✶✲x✸✲❊❜❡♥❡ ❤❛t ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❢♦r♠ ε : x✷ = ✵

❉✐❡ x✷✲x✸✲❊❜❡♥❡ ❤❛t ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❢♦r♠ ε : x✶ = ✵

g ⊥ ε

■st ❞❡r ❘✐❝❤t✉♥❣s✈❡❦t♦r ❞❡r ●❡r❛❞❡♥ g ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉♠ ◆♦r♠❛❧❡♥✈❡❦t♦r

❞❡r ❊❜❡♥❡ ε✱ s♦ st❡❤t g s❡♥❦r❡❝❤t ❛✉❢ ❞❡r ❊❜❡♥❡ ε✳

❍✳ ❲✉s❝❤❦❡ ✸✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡


