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1 Bienaymé-Galton-Watson-Prozesse

Bienaymé-Galton-Watson-Prozess ist der dlteste und der einfachste Verzweigungsprozess. F. Gal-
ton betrachtete das Aussterben von Familiennamen und veréffentlichte zusammen mit HW. Wat-
son in 1874 die Arbeit On the probability of extinction of families. Erst 1972 fand man heraus, dass
LJ. Bienaymé dasselbe Problem schon 1845 betrachtete. Aus diesem Grund sind mittlerweile
beide Bezeichnungen, d.h. sowohl Galton-Watson, als auch Bienaymé-Galton-Watson-Prozess
im Gebrauch.

Man kann ein Bienaymé-Galton-Watson-Prozess (BGWP) wie folgt beschreiben: Wir star-
ten mit einem Individuum. Es lebt genau eine Zeiteinheit und hinterldsst nach seinem Tod
Nachkommen dessen Anzahl gemif einer festgelegten Verteilung auf N verteilt ist. Dann
verhalten sich die Nachkommen wie unabhéingige Kopien (auch unabhéngig vom Vorfahr) ihres
Vorfahren, d.h. jeder von denen lebt genau eine Zeiteinheit und hinterlasst Nachkommen gemaf3
derselben Verteilung. Deren Nachkommen verhalten sich wieder wie unabhangige Kopien des
Vorfahren u.s.w. In diesem Kapitel definieren wir den BGWP und studieren die Aussterbe- bzw.
die Uberlebenswahrscheinlichkeiten und das asymptotische Verhalten in Abhingigkeit der
Nachkommensverteilung.

1.1 Definition und elementare Eigenschaften

Hier definieren wir den Bienaymé-Galton-Watson-Prozess (BGWP) und diskutieren die ersten
elementaren Eigenschaften.

Definition 1.1 (BGWP). Es sei Z; eine Ny-wertige Zufallsvariable und sei {&,x : n € Ny, k € N}
eine Familie von unabhangigen und identisch verteilten (u.i.v.) Zufallsvariablen mit Verteilung
pj = P(&nk = Jj), j € Ny. Der Bienaymé-Galton-Watson-Prozess (auch Verzweigungsprozess) mit
Start in Z; und Nachkommensverteilung {p; : j € Ny} ist eine Markovkette (Z,),>¢ die durch

Zn
Zns1 = Z g, n 20 (1.1)
k=1

rekursiv definiert ist. Ferner definieren wir m := E[£};] und o2 := Var[£;;]. Wir nennen einen
BGWP superkritisch falls m > 1, kritisch falls m = 1, und subkritisch falls m < 1 ist (diese
Bezeichnungen werden spéter klar).

Wir werden stets m < co annehmen, 02 = oo ist dagegen bei manchen Resultaten méglich.

In der obigen Definition interpretieren wir Z,, als die Populationsgréfle zur Zeit n und &, als
die Anzahl der Nachkommen des k-ten Individuums der n-ten Generation. Wie schon erwahnt
ist (Z,)n>0 eine Markovkette. Die zugehérigen Ubergangswahrscheinlichkeiten sind gegeben
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durch

(p*); fallsi>1,j>0

(1.2)
50] falls i= 0,] > O,

pij =P(Zp1 =jlZ, =i) = {

wobei §;; das Kronecker-Delta ist und p*/ die i-fache Faltung von {p; : j = 0,1,. ..} bezeichnet.
Der Erweiterungssatz von Kolmogorov garantiert die Existenz eines Wahrscheinlichkeitsraumes
(Q, 7, P) auf dem man die Folge (Z,,),>o definieren kann. Wir bezeichnen mit (%,)n=,1,... die
natiirliche Filtration von (Z,)p=0,1,..., dh. ¥, = 0(Z : 0 < k < n). Falls wir den Anfangswert
der Population betonen mochten, schreiben wir oft P; fiir die Verteilung von (Z,),>¢ wenn
Zy = iist. Den zugehorigen Erwartungswert und die Varianz bezeichnen wir dann entsprechend
mit E; bzw. Var;.

Bemerkung 1.2 (Absorption und Transienz). Natiirlich ist 0 ein absorbierender Zustand der
Markovkette (Z,,). Alle anderen Zustinde sind transient, d.h. sie werden mit Wahrscheinlichkeit
1 nur endlich viele Male besucht. Fiir k > 1 gilt ndmlich

k
P(Zusi £ k,i>11Z, = k) > Po falls py > 0,
1-pk  falls py = 0.

Hier ist pé‘ die Wahrscheinlichkeit, dass alle k Individuen in einem Schritt aussterben ohne
Nachkommen zu produzieren und 1 — pf ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens einer der k
Individuen mehr als einen Nachkommen hat. In jedem Fall ist die rechte Seite im letzten Display
positiv, was die Transienz zeigt. Insbesondere gilt fiir alle k > 1 (u.o. steht fiir unendlich oft)
lim P(Z, = k) =P(Z, =kuo.)=0.
n—oo
Bemerkung 1.3 (Triviale Spezialfille). (i) Falls p; = 1 fiir ein j € N, ist, dann ist (bis auf
moglicherweise zufillige Anfangsverteilung) die Markovkette (Z,,) deterministisch: jedes

Individuum stirbt nach einer Zeiteinheit und bekommt j Nachkommen mit Wahrschein-
lichkeit 1.

(ii) Falls pg,p1 € (0,1) und po + p; = 1 ist, dann ist die Evolution der Population auch nicht
interessant, denn dann stirbt jede der Z, urspriinglichen Familien nach jeweils einer
geometrischen Anzahl von Versuchen mit Parameter py aus.

Annahme 1.4. Wir nehmen stets an, dass p; # 1 fiir alle j und py + p; < 1 gilt.

Bemerkung 1.5 (Additivitat). Wegen der Unabhangigkeit ist

Zy )
Zn=>2,
j=1

wobei Z,(,j ) die Nachkommen des Jj-ten Individuums der 0-ten in der n-ten Generation sind.
Damit ist (Z,),>0 Summe von Z; u.i.v. BGWP die jeweils in 1 starten. Daher nehmen wir im
Folgenden meistens Z; = 1 an. Allgemeine Resultate folgen oft aus diesem Spezialfall.
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Abbildung 1.1: Realisierungen von 50 kritischen BGWP mit Start in 1. Die Nachkommensverteilung ist Pois(1).

Beispiel 1.6 (bindres Verzweigen). Es sei p € (0,1) und sei py = 1 — p und p; = p, dann gilt

0 falls k ungerade,

(,)p"/2(1 = py*/2  falls k gerade,

Pj(Zl = k) = {
wobei (Jl) = 0 ist wenn i > j. Mit kg = 1/2 (so lésst sich die Formel kompakter schreiben) gilt

L Zk,-_ Z;lzl ki n-1
Py(Zy = 2ki, 2o = 2ka, ... Zn = 2kn) = | | ( N 1) (1%) (1-p)2Zii ki,
i=1 !

Weitere Beispiele von BGWP ergeben sich mit anderen Nachkommensverteilungen wie Pois-
sonverteilung, Binomialverteilung etc. Diese werden wir uns in einigen Ubungen anschauen.
Ubung liefert ein weniger offensichtliches Beispiel fiir einen BGWP und einen bemerkens-
werten Zusammenhang zwischen BGWP und “néchste Nachbarn” Irrfahrten auf den ganzen
Zahlen.

1.2 Erzeugende Funktionen

In diesem Abschnitt erinnern wir an die wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktionen, die ge-
nauso wie momentenerzeugende und charakteristische Funktionen eine wichtige Rolle in der
Wahrscheinlichkeitstheorie spielen, und sich besonders gut fiir die Analyse von Verzweigungs-
prozessen eignen.

Definition 1.7 (erzeugende Funktion). Es sei X eine INj-wertige Zufallsvariable. Dann ist die
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(wahrscheinlichkeits)erzeugende Funktion definiert durch
gx(t) = E[t Z P(X = k)tk, telo,1]. (1.3)

Lemma 1.8. Es sei X eine Ny-wertige ZV mit E[X] < oo, dann gilt
E[X] =gy (1)
und
Var[X] = g% (1) + g (1) = (95 (1))",

wobei die letzte Gleichung in dem Sinne gilt, dass wenn die eine Seite endlich ist, dann ist auch die
andere endlich und die beiden sind gleich. Insbesondere gilt g5/ (t) — oo fiirt T 1 falls Var[X] = oco.

Beweis. Fur t € (0,1) gilt

gi() = > k(X = bt 5 N kp(X = k) = E[X].
k=1 k=1
Der Beweis der zweiten Formel ist eine Ubungsaufgabe. O

Lemma 1.9. Es seien X1, X5, ... wiv. No-wertige ZV mit erzeugender Funktion gx und sei Y
auch Ny-wertig und unabhdngig mit erzeugender Funktion gy. Mit S = Z]Z:l Xy gilt

gs(t) =gy ogx(t), te[0,1],
E[S] = E[X,]E[Y],
Var[S] = Var[X;]E[Y] + (E[X1])? Var[Y],

wobei die letzten zwei Gleichungen in dem Sinne gelten, dass wenn die eine Seite endlich ist, dann
ist auch die andere endlich und die beiden sind gleich.

Beweis. Wir zeigen nur die erste Gleichung. Die beiden anderen Gleichungen kénnen daraus
mit Hilfe von Lemmal|1.8|gefolgert werden (Ubung}). Es gilt

%) © j
gs(t) = E[t°] = E[tZi=1 %] = ZEtZkIXk (Y =j) =) [ |ElEIP(Y = ))
j=0

j=0 k=1

= > (BIYR(Y =) Z(gx HYP(Y = j) = gv(9x(2)).
Jj=0
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Nun betrachten wir die erzeugenden Funktionen von Z,,. Dazu setzen wir g, (t) = E;[t%"]
und g(t) = g1(t) = g, (t), wobei &, wie in Definition [1.1]ist. Wenden wir Lemma [1.9auf

an, so erhalten wir

In = 9gn-1°9g='""=9g°¢Gn
E[Z,] = mE[Z,-1]
Var[Z,] = 0°E[Z,,_1] + m? Var[Z,_1].

Rekursiv erhilt man daraus den folgenden Satz.

Satz 1.10. Wenn Z, = 1 ist, dann ist die erzeugende Funktion von Z,, gegeben durchgo...og (n
mal) und es gilt

E[Z,] = m", (1.4)
gm I m" ) 1

VarZ,]={ ™! fallsm # 1, (1.5)
no : fallsm = 1.

Beweis. Bis auf die Formel fiir die Varianz sind alle Aussagen klar. Fiir die Varianz kann man
sich tiberlegen (Ubung!), dass

n-1
Var[Z,] = c*(m" ' + ... + m*"7%) = o*m""! Z m*
k=0

gilt. Mit der Formel fiir die (endliche) geometrische Summe erhalt man die Behauptung. O

Bemerkung 1.11 (Einfache Schranken im subkritischen Fall). Wenn m < 1 ist, dann gilt

E[gz] _ Z.:;)E[Zn] _ 1_1m < .

Insbesondere folgt

P(i Z, < oo) -1
n=0

Mit der Markov-Ungleichung gilt
P(Z,>0)=P(Z, > 1) <E[Z,] =m".
Natiirlich ist auch diese Ungleichung nur im subkritischen Fall niitzlich.

Ubung 1.12. Fiir nichtnegative Zufallsvariablen X mit P(X = 0) < 1 und endlichem zweiten
Moment gilt die Ungleichung (dies ist eine Version der Paley-Zygmund Ungleichung)

(E[X])°

P(X > 0) > Ak

Geben Sie mit Hilfe dieser Ungleichung untere Schranken fir P(Z,, > 0) an, wobei (Z,),=0,1
ein BGWP mit Z, = k, m € (0, %) und 02 < .

PN
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Po

Abbildung 1.2: Beispiele erzeugender Funktionen im subkritischen, kritischen und superkritischen Fall. Die Nach-
kommensverteilungen sind hier Pois(0.8), Pois(1) und Pois(1.7).

Lemma 1.13 (Eigenschaften von g). Unter der Annahme[1.40 < py < py + p1 < 1 (die ab jetzt
stillschweigend vorausgesetzt wird) gilt

(i) g ist strikt konvex und wachsend in [0, 1];
(ii) 9(0) = po, 9(1) = 1;
(iii) istm < 1, so gilt g(t) > t furt € [0, 1);
(iv) istm > 1, dann hat g(t) = t genau eine Losung in (0, 1).

Beweis. (i) Wegen py >0, 3" pr = 1 und Annahmeist px > 0 fiir ein k > 2. Damit sind
g'(t) = Z:’:lpkktk_l und g”(t) = X7, prk(k — 1)t*~2 positiv auf (0, 1].

(ii) ist Kklar.

(iii) Wenn ¢’(1) = m < 1 ist, dann gilt (g(t) —t)’ = ¢’(t) -1 < ¢’(1) — 1 < 0. Damit ist
t — g(t) — t strikt fallend und wegen g(1) = 1 folgt g(t) > t fir ¢t € [0, 1).

(iv) Wegen Konvexitat gibt es hochstens zwei Losungen der Gleichung g(t) = t. Eine davon ist
int=1. Aus g'(1) > 1und g(0) = py > 0 folgt, dass es noch eine Losung in (0, 1) gibt.
]

Es sei g die kleinste Losung der Gleichung g(t) = t in [0, 1], dann gilt nach dem obigen
Lemma: Ist m < 1, dann ist ¢ = 1;ist m > 1, dann ist ¢ < 1 (siehe Abbildung[1.2). Nach dem
folgenden Lemma ist g ein attraktiver Gleichgewicht des, durch g definierten, dynamischen
Systems x,11 = g(xp), xo € [0,1].

Lemma 1.14. (i) Istt € [0, q), so gilt g,(t) T q fiirn — oo.
(ii) Istt € (q, 1), so gilt g, (t) | q fiirn — oo.

(iii) Istt € {q, 1}, so gilt gn(t) =t fiir alle n.
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Abbildung 1.3: Konvergenz von g, (s) gegen q. Fir ein Startwert s € (0, 1) ist hier g, := gn(s) mit go(s) = s.

(iv) Istm > 1, so gilt g’(q) < 1 und fiir allet € [0, q)

0<q—gn(s) < (9'(9))", n=1. (1.6)
Beweis. (i) Fir 0 < t < g gilt nach Lemmal[1.13|t < g(t) < g(g) und es folgt

n
’

t<gi(t) < ga(t) <...<gn(t) <9gn(q) =¢q

fir alle n > 1. Damit gilt g, (t) T Lfiirein L < q. Da g stetig ist gilt aber L = lim,_,c gn(t) =
limy, 00 gn41(t) = g im0 gn(t)) = g(L). Nach Voraussetzung ist q die kleinste Losung
in [0, 1] und somit gilt L = q.

(i) Ist g < t < 1, dann zeigt man mit einem &hnlichen Argument, dass 1 > g,(t) | L > q
istund L = g(L). Nach Lemma gibt es in (g, 1) keine weitere Losungen, was L = g

impliziert.
(iii) ist Kklar.
(iv) Im Fall m > 1ist ¢ < 1 und wegen strikter Konvexitit von g gilt
: 9(1) —9(q)
< - =
9'(q) —
Fir t € [0, q) impliziert strikte Konvexitat

- g(q;:f(t) _ qq—_g(tt) <4

Mit go(t) = t und Teleskopprodukt erhalten wir

0

q-9.(t) T19-9g®) ,, \n
S _!:(! q-9;(t) <(v@)”

Das zeigt (1.6).

o
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1.3 Aussterbewahrscheinlichkeit

In diesem kurzen Abschnitt identifizieren wir die kleinste Losung der Fixpunktgleichung g(t) = ¢
als die Aussterbewahrscheinlichkeit des Verzweigungsprozesses dessen Nachkommensvertei-
lung die erzeugende Funktion g hat.

Definition 1.15. Das Aussterbeereignis des Verzweigungsprozesses (Z,),>¢ ist definiert durch
Q:= U ﬂ{Zk =0} = {Zn e, 0} = { es gibt ein N mit Z,, = 0 fir alle n > N}
n=1k=n

und dessen Wahrscheinlichkeit heif3t Aussterbewahrscheinlichkeit.
Da aus Z; = 0 stets Z,, = 0 fir n > k folgt, gilt auch
0= Jiz. =0}
n=1

Damit ist
P(Q) = lim P(U{Zk = 0}) = lim P(Z = 0 fiirein 1 < k < n)
k=1
= lim P(Z, = 0) = lim g,(0).

Mit Lemma [1.14] folgt also das folgende Resultat.

Satz 1.16. Die Aussterbewahrscheinlichkeit eines Verzweigungsprozesses (Zy,)n>0 mit Zy = 1 ist
die kleinste Losung q von g(t) = t in [0,1]. Dabei ist q = 1, wenn m < 1 ist, und q < 1, wenn
m > 1 ist.

Ubung 1.17. Zeigen Sie: Fir jeden BGWP mit p; # 0 gilt

P0<< Po

— <g<L —. 1.7
- q TEr— (1.7)

Ubung 1.18. Es sei Z = (Zy)n=0,1,2,... €in BGWP mit Nachkommensverteilung (p;)j=o,1,...
gegeben durch

pPosp2 >0, p1 >0 und p; =0, j > 3.

Wann ist dieser BGWP kritisch, sub- oder superkritisch? Bestimmen Sie zunéichst die Ausster-
bewahrscheinlichkeit von Z fir den Fall Z; = 1 und dann fir den Fall Z, = k. Wie verhalt sich
diese Grofie fiir k — o00?

Ubung 1.19. Es sei Z = (Z,)n=0,1.... ein BGWP mit geometrischer Nachkommensverteilung,
d.h. fiir ein a € (0,1) ist pr = (1 —a)a*, k € Ny. Berechnen Sie die Aussterbewahrscheinlichkeit

q.
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Ubung 1.20. Es sei Z := (Z,)n=0.1,... ein BGWP mit Poissonscher Nachkommensverteilung,
d.h. fiir ein A > 0 ist p; = e *A¥/k!, k € Ny. Zeigen Sie q < 1/A.

Ubung 1.21 (BGWP in einfacher Irrfahrt). Fiir p € (0, 1/2] sei (Xy,)n=o,1,... eine Irrfahrt auf den
ganzen Zahlen mit X, = 1 und

PXpi1=i+1|Xp=i)=p und PXps1=i—-1|X,=i)=1-p.

Ferner sei T := inf{n > 0 : X;, = 0} und sei Z := (Z,)n=0,1, ... definiert durch Z, = 1 und

Zy = IL{Xk=n und X, ;=n+1}-

Also ist Z,, die Anzahl der Schritte der Irrfahrt von n nach n+1 bevor die 0 zum ersten Mal erreicht
wird. Zeigen Sie, dass (Z;,)n=0,1,... ein BGWP mit geometrischen Nachkommensverteilung ist.

PR

1.4 Kritische Verzweigungsprozesse

Hier betrachten wir genauer den kritischen Fall m = 1. Wir wissen bereits, dass Folgendes gilt

P(Z, > 0) =1,
E[Zn] = 17
Var[Z,] — .

Es gilt also P(Z,, > 0) — 0 und wenn Z,, > 0 sollte man wegen der grof3en Varianz auch grofie
Werte von Z, erwarten. Was das genau bedeutet, sowie die Konvergenzrate von P(Z,, > 0)
gegen 0, werden wir uns im Satz genauer anschauen. Zuvor beweisen wir ein wichtiges
Hilfsresultat.

Lemma 1.22. Firm = 1 und 0% < oo gilt

gleichmdfig ins € [0,1).
Beweis. Es seis € [0,1). Mit Taylorentwicklung in 1 gilt

N(l)

g9(s) =g(1) +g'(1)(s — 1) + gT(l —5)° +r(s)(1-5)%,

fiir ein r mit limsqy 7(s) = 0. Mitg(1) = 1,¢’(1) = m = 1und 0% = ¢”(1)+¢’(1)—(¢’(1))* = g”(1)
(siche Lemma [1.8) erhalten wir

g(s) =s+ %2(1 —5)2 +r(s)(1 - s)2.

10
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Es folgt
11 g)-s 59419
1-g(s) 1-s (1-g@)(1-5)  (1-g())(1~5s)
1-s 02 2
=iy (5 0] = 5 o
wobei
1 1 o? 1-s [o? o? .
p(s)::l_g(s)—:—7 1_9(3)( + (s))—?—>0 furs T 1.

Letzter Schritt folgt mit (1 —g(s))/(1—s) = (g(1) — g(s))/(1 —s) = g’(1) =1 furs T 1.

Wir erhalten
1

1 1 1 K 1
E[l—gn@)_l—s] ]Z[l 9(95(s)) 1—g,«<s>]

:I»—~

—_

n—

+ p(g;(s)).

mlq
S|=

~.
Il
=}

Da g,(0) < gn(s) < 1und ¢,(0) T 1 ist die Konvergenz g,(s) — 1 uniform in s € [0,1). Da p
beschrankt ist folgt die Behauptung. O

Satz 1.23. Istm = 1 und 0% < oo, so gilt
- 2
() lim nP(Z, > 0) = —,
n—oo o
Z
(ii) lim E [—"|Z,, > o] = —
n—oo n

(iii) lim P

VA
(—" <ulZ,>0]= l—e_zu/az,u > 0, d.h. bedingt auf{Z, > 0} konvergiert die Folge
n—oo n

(Zn/n)n=1.2.... filrn — oo in Verteilung gegen eine exponentiell verteilte Zufallsvariable mit

Erwartungswert o2 /2.

Beweis. (i) Mits = 0in gilt

-1
nP(Zn >0)=n(1—gn(0))= |:% (ﬁ—l)-ﬁ-; — %

(ii) Allgemein gilt fir Verzweigungsprozesse E[Z,,] = E[Z,|Z, > 0]P(Z,, > 0) + 0 - P(Z, = 0)
und somit E[Z,|Z,, > 0] = E[Z,]/P(Z,, > 0). Damit und mit (i) erhalten wir

2

1 o
- —.
2

Z
E [—"lZn > 0] S —
n nP(Z, > 0)

11
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(iii) Wir zeigen, dass die bedingte Laplace-Transformierte E [exp(-uZ, /n)|Z, > 0] gegen die
Laplace-Transformierte der Exponentialverteilung mit Erwartungswert /2 konvergiert.
Letztere ist gegeben durch

Wenn u = 0 ist, dann ist nichts zu zeigen. Fiir u > 0 gilt
gn(exp(—u/n)) = E [exp(-u/n)?" | = E [exp(-uZy/n)]
= E [exp(—uZ,/n)|Z, > 0]P(Z, > 0) +1-P(Z, = 0)
= E [exp(—uZ,/n)|Z, > 0] (1 — g,(0)) + gn(0).
Nun kénnen wir nach dem bedingten Erwartungswert auflosen und erhalten

E [exp(=uZn/n)|Zy > 0] = gn(exp(-u/n)) —gn(0) _ 1~ gn(exp(—u/n)).

1 _gn(o) 1 _gn(o)

Den zweiten Term konnen wir wie folgt umschreiben

e [+ o]
n(1=9gn(0)) [n 1 - gn(exp(-u/n))
~ 1 1 1 ~ 1 1 1 o
~ n(1-gn(0)) n\1 — gn(exp(—u/n)) 1-—exp(—u/n) " no1- exp(—u/n)
noe o (02 1 _1_ o’u 1
2\2 "u) T o+2 o2+ 1
Damit folgt
n—oo 1
E [exp(-uZ,/n)|Z, > 0] T

1.5 Wichtiges Lemma

Bevor wir mit den sub- und superkritischen Fillen weitermachen beweisen wir hier ein Lemma,
das im Folgenden wichtig sein wird. Dazu betrachten wir die Taylorentwicklung von g um 1:

g(s)=1-m(1—-s)+r(s)(1-s), 0<s<1. (1.9)
Es gilt
)= m— 1-9(s)
1-5
r(0) =m=—(1-po) 20,
r(g) =m-—1, wenngq < 1,
r(l1-) =0,

’

12
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und
r'(s)<0, 0<s<1.
Damit ist r eine fallende Funktion von [0, 1) nach [0, m].

Lemma 1.24. Fiir alle§ € (0,1) gilt

> ra -6 <oo<=)Zpkklogk<oo (1.10)
k=1 k=1

Die Bedingung auf der rechten Seite ist gleichbedeutend mit E;[Z; log Z;] < oo

Beweis. Fur s € [0,1) gilt

n=0

m— is" (1 - 3 pksk)
k=0
m— Zs"+z

n=0 n=0 \k= n=0
wobei
[Se]
an= ), P
k=n+1
Man beachte auch, dass )", a, = m ist. Wir schreiben « = —log§ (sodass e™** = §*) und

fixieren ein j € IN, j > 1. Einerseits erhalten wir durch Abschitzung des Integrals durch die
Untersumme

r(1—5)+fjr( "‘x)dx>r(1—5)+Z (1-8%) = > r(1-6").
1

J
k=2 k=1

Da die letzte Summe aber die Obersumme enthailt, folgt andererseits auch

27’ 1-65) > f r(1 — e %) dx.

k=1

Nach Substitution s = 1 — e™** folgt

J 1 -8/ r(s
f r(1—e_“x)dx:—f —( ) ds.
1 aJi-s 1-s
Insgesamt ist also

1 1-6/
r(1—5)+—f
a Ji-s

J 1-67
s> Z (1- 685 > f ;(s)s.
) _

=
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1.6 Subkritische Verzweigungsprozesse

Da diese Ungleichung fiir alle j > 1 und § > 0 gilt folgt

ir(1—5k)<oo(=)f01 :(_S)S

k=1

ds < oo.

Als nichstes schauen wir uns an, wann die rechte Seite endlich ist. Es gilt

und damit

- Z a, Z % = ian(logn +0(1)).

Die rechte Seite ist genau dann endlich, wenn ;> ; a, log n endlich ist. Es gilt

ianlogn: inklogn

n=1 n=1k>n
k-1 00
= > ok ) logn =) pelog((k—1)!)
n=1 k=2

DM T

i [(k = 1) log(k — 1) + o(k log k)] .

A
1l

2

Wobei man die letzte Gleichung mit der Stirling-Formel (n! ~ V2zn(n/e)™) bekommt. Insgesamt
erhalten wir, dass 3., a, logn genau dann endlich ist, wenn 37" | pik log k endlich ist.

1.6 Subkritische Verzweigungsprozesse

In diesem Abschnitt betrachten wir den subkritischen Fall m < 1. Wenn wir die Taylorentwick-

lung von g um 1 (siehe (1.9)) auf g (s) anwenden, dann erhalten wir

gi+1(s) = g(gi (s)) = 1= m(1 = g (s)) + r(gx(s))(1 = gk (s)),
bzw.

L=gin() _ (1 r(gk<s>>) |

1- gk (s) om
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1.6 Subkritische Verzweigungsprozesse

Teleskopprodukt dieser Gleichungen liefert

=m
1-—s

1= gn(s) ﬁl( m%»w
k=0

Da 0 < r(s)/m < 1furs € [0, 1] ist, gibt es zu jedem s € [0, 1] ein ¢(s) > 0 mit

1—=gn(s) (S)

- 1 ¢(s), firn — oo,

Insbesondere ist

P(Z, > 0) =1-g,(0) ~ m"¢(0),

wobei wir wie ublich a,, ~ b, schreiben, falls a,/b, — 1 fir n — .

(1.13)

(1.14)

(1.15)

Ein niitzliches und leicht zu beweisendes Kriterium, das Konvergenz von Reihen und Produk-

ten in Verbindung bringt ist das folgende Resultat (Ubung!).

Lemma 1.25. Es sei (ap)n>o eine Folge mit 0 < a, < 1. Dann konvergiert [];_,

dann gegen eine positive Zahl, wenn die Reihe )", a, konvergiert.

1 - ay) genau

Mit diesem Lemma gilt ¢(0) > 0 genau dann, wenn ;> 7(gx(0)) < 00. Aus 1—-g(s) < m(1-s)

(was z.B. aus folgt) erhalten wir induktiv
1- gk(s) < mk(1-5)
fiir alle k. Aus der Konvexitit von g folgt fir s > s

11__923) > g'(s0),

woraus wir induktiv

1-gk(s) > (g'(s0)(1 - )

erhalten. Mit sy = py (was zwangslaufig positiv im subkritischen Fall ist) und a = ¢’(p,) folgt

1=m* < ge(0) = gi-1(9(0)) = gr1(po) < 1-a*(1 = po) < 1-bF,

(1.16)

wobei b = a A (1 — py) ist. Nach Lemma gilt also ;" 7(gx(0)) < oo genau dann, wenn

Yo, Prklogk < oo ist. Es gilt also der folgende Satz.

Satz 1.26. Fiir einen subkritischen Verzweigungsprozess (Z,)n>o gilt

0 : ® pklogk =
lim m™"P(Z, > 0) = wenn Y., prklog 00,
$(0) >0

n—oo

: sonst.

Nun beweisen wir noch den Satz von Yaglom, in dem die asymptotische Verteilung von Z,

bedingt auf Uberleben bis zu dieser Zeit, betrachtet wird.
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1.6 Subkritische Verzweigungsprozesse

Satz 1.27. Im subkritischen Fall (mit py < 1) existiert

lim P(Z, = k|Z, > 0) = by, (1.17)
fiir alle k € N, und es gilt
D b= (1.18)
k=1
Zkbk=—<oo(=)2pkklogk<oo (1.19)

k=1

Ferner gilt fiir die erzeugende Funktion f(s) := Y.\ s¥by der Verteilung (by. : k € N):
fg(s)) =mf(s) +1-m

Bemerkung 1.28. Es lohnt sich an dieser Stelle die Aussage des obigen Satzes mit denen von
Satz zu vergleichen. Im kritischen Fall hatten wir namlich by = 0 fiir alle k € N und
die Summe in wire 0. Wihrend im kritischen Fall die asymptotische Verteilung von Z,
bedingt auf Z,, > 0 auf co konzentriert ist, ist sie im subkritischen Fall auf N konzentriert.

Beweis von Satz[L.24 Wir setzen f,,(s) := E[s?"|Z, > 0] und erhalten (vgl. die Rechnung in
Beweis von Satz[1.23[iii))
gn(8) =9n(0) _ | 1-gn(s)

1 _gn(o) 1 _gn(o)

1—r(gk(s))/m
- >l—[ 1= (g (0)/m’

fn(s) =

Da g nicht-fallend und r nicht-wachsend sind, konvergieren die Terme in dem Produkt von
oben gegen 1 fiir k — co. Es gibt also eine Funktion f mit f,, T f fiir n — 0. Da f,, erzeugende
Funktionen (von positiven ZV) sind gilt

£(s) = Z bysk.
k=1

Insbesondere ist f(0) = 0. Ferner gilt

flge(®) = lim f(ge(0)) = 1 - lim %

e 1m0k 0)
nooco 1 -— gn(O)

(1.20)
=1- mk.

Die rechte Seite konvergiert fiir k — oo gegen 1 und mit g (0) — 1 erhalten wir f(1-) = 1, was

(1.18) zeigt. Die Aussage (1.19) folgt mit (1.20) und Satz aus

N o o I=flgO) 4 1 1
;kbk‘f(l_)‘klﬂ o0 e TS - 80
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1.7 Superkritische Verzweigungsprozesse

SchlieB3lich folgt die letzte Aussage aus

1-9(gn(0))
1- gn(o)

1m0 1-9@n) |
fulg) = 1= T TS =1 (- fua6)

— 1-(1- f(s))m.

1.7 Superkritische Verzweigungsprozesse

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns hauptsachlich mit dem superkritischen Fall, m > 1.
Einige Aussagen gelten aber fiir jedes m € (0, c0). Wir werden hier einige Resultate aus der
Martingaltheorie voraussetzen miissen. Wir verweisen an dieser Stelle auf z.B. Klenke| (2013).

Es sei also m € (0, 00) und (Z,,), >0 ein Verzweigungsprozess aus Definition [1.1] Mit Markov-
eigenschaft (und zeitlicher Homogenitit) erhalten wir

E(ZyiklZy = in, Zn-1 = in-1,..., 21 = i1, Zy = i)
= E[Zusk|Zn = in] = inE[Z|Zy = 1] = ipm".

Fiar W, := m™"Z, folgt
EWoik|Wo, ..., Wy] = m OE[Z,1Z0] = m M Ombz, = w,,  fs. (1.21)
Es gilt also der folgende Satz.

Satz 1.29. Esseim € (0,0), F, = 0(Zy, ..., Zy,) die natiirliche Filtration von (Z,),>¢. Dann ist
(Wh, Fu;n = 0,1,...) ein nicht-negatives Martingal und es gibt eine Zufallsvariable W mit

n—oo

Wy, — W fs. (1.22)

Beweis. Die Martingaleigenschaft wurde in (1.21) bereits gezeigt und (1.22) folgt mit bekannten
Martingalkonvergenzséitzen. Man beachte, dass W, ein nicht-negatives Supermartingal ist und
siehe z.B. Korollar 11.5 in Klenke|(2013). O

Nach dem obigen Satz ist es klar, dass Z,,(w) sich asymptotisch wie m" W (w) verhalt. Martin-
galkonvergenzsitze liefern aber nicht ausreichend Informationen tiber W. Nach dem Lemma
von Fatou haben wir zwar

E[W] = E[lim W,] < liminf E[W,] = E[Z;], (1.23)

n—oo n—oo
es schliefit aber nicht aus, dass E[W] = 0 und somit W = 0 f.s. gilt. Im kritischen und subkri-
tischen Fall gilt fiir gentigend grofie n Z,, = 0 f.s. und somit gilt in diesen Fillen auch W = 0
f.s. Wir betrachten also im Folgenden den superkritischen Fall m > 1 und interessieren uns fiir

Bedingungen unter denen {W > 0} positive Wahrscheinlichkeit hat. Das erste Resultat geht
von endlichen zweiten Momenten aus und ist relativ einfach.
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1.7 Superkritische Verzweigungsprozesse

Satz 1.30. Istm > 1, 0% < oo und Z, = 1, dann gilt

(i) limy o E [(Wy — W)?| = 0, d.h. W, — W in L%;

O.Z

2

(ii) E[W] = 1, Var[W] =

5
m=—m

(iii) P(W = 0) = g = P(Z, = 0 fiir ein n).
Beweis. Aus (1.5) und (1.4) erhalten wir

E[W;] = ml E[Z}] = (Var[ o]+ EX[Z,]) = mlzn

2 —

oc‘(1—-m
=¥+1.

me—m

(O.Zmn—l (mn _ 1)

+m?"
m-—1

Es folgt sup,, E[W?] = lim,,« E[W?] = 0/(m?* — m) + 1 < co. Die Aussagen (i) und (ii) folgen
also mit Lz—Konvergenzsatz (siehe z.B. Korollar 11.11 in Klenke| (2013)).
Sei nun r = P(W = 0). Aus E[W] = 1 folgt r < 1. Ferner gilt

= > P(W =01Z; = )P(Z; = Zpk(P(W =0)) Zpkr = g(r).
k=0

Da die Gleichung g(s) = s eine eindeutige Losung in (0, 1) hat muss r = g gelten. O

Der folgende Satz von Seneta und Heyde besagt, dass man einen superkritischen Verzwei-
gungsprozess stets so reskalieren kann, dass der reskalierte Prozess fast sicher gegen eine
nicht-triviale Zufallsvariable konvergiert.

Satz 1.31. Esseil < m < oo und Zy = 1. Dann gibt es eine Folge (Cp)nen, von positiven
Zahlen so, dass Cp41/C, = m fiirn — oo und die Folge (W JneN, definiert durch I/T/n =7Z,/Cn
konvergiert fast sicher gegen eine Zufallsvariable W, die fast sicher endlich und nicht-negativ ist.
Diese Zufallsvariable W besitzt eine Atom in 0 mit P(W = 0) = q. Auflerdem gilt bedingt auf
Uberleben, also auf das Ereignis {Z,, — oo}

Z 0 : wennr >m,
= { fs. (1.24)

oo : wenn0<r<m,

Beweis. Wir beweisen hier nur den ersten Teil des Satzes. Der Beweis von ist eine Ubungs-
aufgabe.

Sei go(s) = s die Identitdt auf [0,1] und sei g,,' die Inverse von g,, wobei wir g~" fiir g;!
schreiben. Die Funktion ¢! ist wachsend, konkav und differenzierbar. Auierdem bildet sie das
Intervall [qg, 1] bijektiv auf sich selbst ab.

Wegen ¢g(s) < s fiir ¢ < s < 1gilt g7!(s) > s und daher gibt es ein g;)! mit g,,’ T g!. Ferner
gilt

s =gn(9;'(5) < gn(92'(s)) = q
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1.7 Superkritische Verzweigungsprozesse

wenn g (s) < 1. Also muss g (s) = 1 fiir s > q gelten.

Zn .. . . . .
Fur s € [q, 1] setze X, (s) := (g;l(s)) . Diese Folge ist ein nicht-negatives Martingal, denn
es gilt fs.

B 017 = E[(6:10) " 17] = [ (671,0) 7| = szt

= (gn' (5))7" = X (s).

Es gibt also X (s) mit X,(s) — Xo(s) f.s. Wegen 0 < X, (s) < 1 konnen wir den Satz von
dominierter Konvergenz benutzen und erhalten

E[Xw(s)] = E[Xo(s)] = s.

Die Folge (X2(s)) ist ein [0, 1]-wertiger Submartingal. Fiir s < 1 gilt daher (hier ist nach unserer
Annahme[1.4) Z; nicht-trivial in dem Sinne, dass P(Z; = 0) < 1)

E[X5(9)] 2 E[X(5)] > E*[Xi(s)]-
Insgesamt ist X (s) eine Zufallsvariable mit positiver Varianz.

Wir definieren C,(s) := (=log g, (s)) ™" und W(s) := —log Xw(s) (der Wert unendlich ist
zunichst mal nicht ausgeschlossen). Es gilt nun

ﬁ(s)zn = —log(g;"(s))Zn = —log(Xa(s)) = W(s) fs.

Um zu zeigen, dass W (s) f.s. endlich ist betrachten wir die Taylorentwicklung von g. Wie wir
im Abschnitt [1.5 gesehen haben ist

1=g(s) = (m=r(s))(1-5s).
Ersetzen wir s durch g;l(s) fir g < s < 1 dann gilt

1-g.'(s) _ 1
1-gl(s)  m-r(g(s))/m)

Produkt tiber k = 1, ..., n liefert

neq_ 1 _ 1-5s
O G o) (129

Wegen —logx ~ 1 —x fiir x T 1und g, '(s) T 1 fiir n — co und s > q folgt

. Cn(s) . 1- gr_zll (S)
lim =lm ————=m
n—oo Cn—l(s) n—oo 1 — g; (S)
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1.7 Superkritische Verzweigungsprozesse

Nun kénnen wir die f.s. Endlichkeit von W zeigen. Es gilt

P(W(s) < e0) = E[P(lim C;'(5)Zn < o0lZ1)]

Zy
=E [P ( lim Cna(5) CL(8)Zpoy < oo) l

n—oo Cp (3)

=g (P(W(s) < ).
Analog zeigt man, dass
P(W(s) = 0) = g (P(W(s) = 0)).
Da die Wahrscheinlichkeit auf der linken Seite kleiner 1 ist, folgt P(W(s) = 0) = q. Schlieflich
ist

s = E[Xoo(s)] = E[eTW©®] < P(W(s) < o)

und somit ist P(I/T/'(s) < o0) = 1firs > g. Ansonsten hétten wir nach Lemma q<s<
P(W(s) < 00) = g,(P(W(s) < 00)) — q fir n — oo, was zu einem Widerspruch fiihrt. O

Ubung 1.32 (W ist bis auf eine multiplikative Konstante eindeutig). Es sei (Z,),eN, ein super-
kritischfr BGWP und fir i = 1, 2 seien (Cﬁll))ndN0 Folgen positiver Zahlen mit Zn/Cg) - W, fs.,
wobei W; nicht triviale Zufallsvariablen sind. Zeigen Sie, dass es ein ¢ > 0 gibt mit W = ¢cW; fs.

Das folgende Resultat von Kesten und Stigum benutzt wieder die bekannte E[Z; log Z;] < oo
Bedingung um die Reskalierungsfolge aus dem vorherigen Satz genauer anzugeben.

Satz 1.33. Esseil < m < o0, Zy = 1 und setzte W,, := m™"Z, und W := lim,_,co W,. Ist
E[Z;log Z;] < oo, dann gilt W,, — W in L' und insbesondere E[W] = 1. Ist E[Z; log Z;] = oo,
dann ist E[W] = 0 (was wegen W > 0 fs. zu P(W = 0) = 1 dquivalent ist).

Beweis. Fiir ¢ < s < 1gilt g,'(s) T 1 und somit C,’(s) = —logg,'(s) ~ 1 — g, (s) fiir n — oo.

Mit folgt

lim G, (s)m" < 00 & [ [(1=r(g"(s))/m) > 0

n—oo
k=1

und nach Lemma gilt

lim C,'(s)m" < 0 & ir(glzl(s)) < 00, (1.26)

n—oo
k=1

Wihle nun g < s < 1 mit mg := g’(sp) > 1. Fiir s9 < s < 1 gibt es nach dem Mittelwertsatz ein
§ € [s,1] mit (1 — g(s))/(1 —s) = ¢’(8) und wegen der Konvexitat gilt my < g’(§) < m. Es folgt

1-g(s
1-s
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1.7 Superkritische Verzweigungsprozesse

und somit

1 - gk (s)
mg < ————— < m.
1 - gi-1(s)

Mit Teleskopprodukt erhalten wir wieder
my(1=s) < 1—gn(s) <m"(1-5s),
woraus wir durch Substitution von g;,'(s) fiir s
1-my"(1-5) <g,'(s) <1-m™™(1-5)
erhalten. Fiir gentigend grofie k € IN gilt mgk < 1 - s und somit folgt

1 _ m(;n—k

<1-my"(1-5) <g,'(s) <1-m"(1-s)<1-m™".
Auf diese Ungleichung wenden wir die Funktion r an, die auf (0, 1] fallend ist und erhalten
r(1-my"™) > r(gy () = r(1—m™).
Wir summieren iiber n, nutzen und Lemma|[1.24]und bekommen
E[ZijlogZi] < 0 & r}l_r)l;lo C, (s)m™ < oo, (1.27)

d.h. wir kénnen C, = m" als Reskalierungsfolge in Satz[1.31|nehmen. Ist E[Z; log Z;] = oo so
folgt m™"Z,, — 0 fs.

Es bleibt zu zeigen, dass W,, gegen W in L! konvergiert, was wiederum aus gleichgradiger
Integrierbarkeit von W, folgt. Dafiir reicht es zu zeigen, dass E[sup, W,,] < oo ist. Es gilt

P(W > at) > P(W > at,sup W, > t)
n

= PW > at,W, > t, W, <tfir0 <k <n)
n=0

8

= Y P(W > atlZ, > tm", Wi < tfiir 0 < k < n)P(W, > t, W < ¢ fiir 0 < k < n)

n=0

= Zp(w > at|Z, > tm™P(W, > t, W, <t fiir 0 < k < n),

n=0

wobei wir hier die Markoveigenschaft benutzt haben. Seien W) w.i.v. Kopien von W. Auf dem
Ereignis {Z, > tm"} starten zur Zeit n mindestens (ganzzahliger Anteil von) tm” u.i.v. Familien
von Verzweigungsprozessen. Damit gilt

tm"
1 .
n )]
P(W > at|Z, > tm )ZP(t - j;w >a).
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1.7 Superkritische Verzweigungsprozesse

Nach dem Gesetz der groflen Zahlen gibt es fiir jedes positive a < E[W] ein b > 0 mit

1 tm"
()
P tm”JZ:;W >al|l>b

fiir alle n (die Wahrscheinlichkeit ist namlich fiir alle n positiv und konvergiert gegen 1). Es

folgt

P(W > at) > bZP(Wn > t, Wi <t fiir 0 < k < n) = bP(sup W, > ¢).

n=0

fir t > 1 (fiir t < 1 ist die Wahrscheinlichkeit auf der rechten Seite gleich 1). Da sup, W,
nicht-negativ ist gilt

E[sup W,] f P(supW, > t)dt
n 0 n
1 (o) 1 o0
31+—f P(W>at)dt=1+—f P(W > t)dt
b Jo ab J,

1
1+ —E[W] < co.
ab

O

Bedeutung der E[Z; log Z;] < o Bedingung Bedingt auf Uberleben des BGWP (Z,), >0,
d.h. auf das Ereignis {Z,, — oo} gilt nach den Sitzen von Seneta und Heyde, Satz und von
Kesten und Stigum, Satz

(i) Im Fall E[Z; log Z;] < oo wichst Z,, mit der Rate m".

(ii) Im Fall E[Z; log Z;] = co wiichst Z,, mit Rate C,(s) aus Satz[1.31]und dies ist langsamer als
m", denn nach (1.27) ist lim, e C;; ! (s)m™ = oo.

Fiir jede Nachkommensverteilung (px)r >0 gilt natiirlich py — 0 fiir k — oo. In Fall (ii) konver-
giert pr aber langsamer gegen 0 als in (i). Das bedeutet, dass in (ii) mit hoherer Wahrscheinlich-
keit mehr Nachkommen erzeugt werden als in (i). Wie es dennoch zum langsameren Wachstum
kommt wird durch das folgende Lemma klarer, dessen Beweis eine Ubung ist.

Wir betrachten zwei BGWP (Z,),, >0 und (2 w)nsomit Zy = 20 = 1, Nachkommensverteilungen
(pj)j=0 bzw. (p;);>0, zugehodrigen Erwartungswerten m, i € (0, o), Varianzen o2, 6% € (0, ],
erzeugenden Funktionen g und g und Aussterbewahrscheinlichkeiten g und 4.

Lemma 1.34. Ist m = m und gilt
P(Z,> k) <P(Zy>k) firallek > 2 (1.28)
mit strikter Ungleichung fiir mindestens ein k, dann gilt
g(s) < g(s), s €[0,1). (1.29)

Insbesondere gilt
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1.8 Beispiel: Die gebrochen-rationale Nachkommensverteilung

(l) Po <ﬁ05
(ii) q < q, fallsm > 1,
(iii) p1 > P und o < 6% mit o? < 62, falls 0% < oo.

Beweis. Ubung! |

1.8 Beispiel: Die gebrochen-rationale Nachkommensverteilung

Wir betrachten hier ein Beispiel, bei dem man die erzeugende Funktion von Z,, direkt berechnen
kann (was typischerweise kaum moglich ist).

Firb,p € (0,1) mit b+p < 1seipy = bp*~ ! firk = 1,2,...undpy = 1-32, pi = 1-b/(1-p).
Dann ist

- = b bs
g(s) = Y prsk=po+bs Y (ps)f=1-—+ (1.30)
kZ:(:) kZ:;) 1-p 1-ps
und
, b
m = g (1—) = W

Man beachte, dass die Potenzreihe von g den Konvergenzradius 1/p hat. Fir u,v aus dem
Konvergenzbereich folgt mit (1.30)
g()—gw) _s—u 1-pv
9(s) —g(v) s-v 1-pu

(1.31)

Die Gleichung g(s) = s hat zwei Losungen g und 1, die auch zusammenfallen konnen. Wenn
m > list,dannistg=q < l;istm = 1,s0ist g =g = 1;ist m < 1 soist ¢ > 1 = gq. Nehmen wir
nun u = g und v = 1 in (1.31), dann folgt fiir m # 1

1-p _g(s) =7 (g(s) -1\
1-pg s—q \ s—1 ’

Hier hiangt die linke Seite nicht von s ab und deswegen erhalten wir mit s T 1 auf der rechten

Seite

1-p 1

=
Setzen wir das wieder in ein, dann folgt
g(s)-q _1 s-q

gis) -1 m s—1

und nach Iteration dieser Gleichung

gn(s)—q 1 s—

gn(s)—1 mn s—1

-Q)
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Diese Gleichung kann man nun nach g, (s) auflésen und man erhélt fir m # 1
m'(1-q)(s—1) now {Zj\ : wennm > 1,
mi(s—1) - (s -9
Falls m = 1, dann ist b = (1 — p)? und ¢ = 1. Damit ist
_p=(@p=-1s

9(6) = = v (1.32)

gn(s) =1-
1 : wennm< 1.

woraus man nach Iteration
np—(np+p-—1)s
1—p+np—nps
erhilt, was fiir n — oo gegen 1 konvergiert.
Dadurch, dass man g, explizit kennt, kennt man einerseits natirlich die Verteilungen von Z,,
andererseits findet man leicht die Resultate vorheriger Abschnitte in diesem Spezialfall wieder.
Ist beispielsweise m = 1, dann gilt (siehe (i) aus Satz[1.23)

np ) noco 1-—1p _ 2
L=p+np P 2p/(1-p)
wobei 2p/(1 — p) = Var[Z;] = ¢”’(1) + ¢’(1) — (g’(1))? ist (siehe Lemma.

Im Fall m > 1 wissen wir, dass wegen g”’(1) < oo die Zufallsvariable W, gegen die Z,,/m"
fast sicher konvergiert, nicht-trivial ist und ein Atom in 0 hat mit P(W = 0) = g(= g). In
dem gebrochen-rationalen Fall kénnen wir noch mehr sagen. Wir betrachten dazu die Laplace-
Transformierte von W. Fir A > 0 gilt

gn(s) = (1.33)

nP(Z, > 0) = n(1 —g,(0)) =n (1 -

E[e "] = lim E[e”»"%"] = lim E[(e”#7)%"] = ’}grgogn(e-#)

n—oo n—oo

oo\ (e 1) - (e — q)

Nun gilt m" (e_% —1) » —Afir n — oo und somit

_ (-gn
A+(1-gq)

Andererseits wissen wir, dass es ein W* gibt W* € (0, 00) fs.und W = 0- L=} + W* - L >0).

Damit ist

E[e "] =1 (1.34)

E[e™™]=P(W =0)+ (1-P(W = 0)E[e™"" ] =g+ (1-qE[™™]. (135
Es folgt
w0 (=@A)_ o (A-gAt _ 1-g
= e e T a0

Dies ist (wie man leicht nachrechnet) die Laplace-Transformierte der Exp(1 — g)-Verteilung.
Also ist fiir eine unabhangige exponentiell mit Parameter (1 — q) verteilte Zufallsvariable W*

0 : mit Wahrscheinlichkeit g,
W= (1.37)

W* . mit Wahrscheinlichkeit 1 — g.
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2 Verwandte von Bienaymé-Galton-Watson-Prozessen

In diesem Kapitel schauen wir uns eine kleine Auswahl von Modifikationen von Bienaymé-
Galton-Watson-Prozessen an. Mehr findet man z.B. in Kapitel 3 von Jagers| (1975).

2.1 Gesamtpopulationsgrofie

Es sei (Z,)ns0 ein BGWP mit Zy = 1, m € (0, o), 02 € (0, oo]. Aulerdem nehmen wir wie iiblich
an, dass Annahme [1.4|erfillt ist. Wir definieren den Gesamtpopulationsgréf3enprozess (Y,)n>0
durch

n
Yo = ) Zp, n20, (2.1)
k=0

Y, ist also die Anzahl aller Individuen, die bis einschliefilich Zeit n lebten. Natiirlich gilt fiir

n— o

Y, 1 Yoo i= sz e N U {co). (2.2)
k=0
Offensichtlich gilt
P(Ye < ) =gq. (23)

Auf3erdem kann man nachrechnen

E[Y,] = {ﬁﬂl oy (24)
n+1 m=1
und
S {W((";m ~n+ ymt) : f 1 -
: =1
Es gilt
Bpsi1(s) = E[sZ0tZi+-+Znu1] = E[sZ1+--+Zni1]
= SE[E[s”"*%n11Z,]] = SE[(hn(5))"] = sg(hn(s)),

Die erzeugenden Funktion h,(s) := E[s"*] erfiillen also die folgende Rekursion

hns1(s) = sg(hn(s)). (2.6)
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2.1 GesamtpopulationsgrofSe

Fiir die erzeugende Funktion A (s) := E[s"] folgt

heo(s) = sg(heo(s))- (2.7)

In den folgendem zwei Lemmas diskutieren wir zunachst die Eindeutigkeit und dann Existenz

von Lésungen der Gleichung (2.7).
Lemma 2.1. Die Gleichung hat hiochstens eine analytische Losung auf [0, 1].

Beweis. Seien he, und h zwei analytische Losungen von (2.7). Mit der Konvexitat von g erhalten
wir

lhoo (s) = A(s)| = s1g(hoo(s)) = g(A(s))] < smlha(s) — h(s)].

Fiir s € [0, m™!) folgt damit heo(s) = h(s) und da die Funktionen analytisch sind folgt damit
Gleichheit auf dem gesamten Einheitsintervall. O

Lemma 2.2. Die Lésung von ist gegeben durch
heo(s) = gh™'(s), s € [0, 1), (2.8)

wobei fz(s) =sq/g(sq) ist.

Beweis. Wir betrachten zunachst den einfacheren Fall m < 1. In diesem Fall ist ¢ = 1 und somit
ist Y, eine fast sicher N-wertige Zufallsvariable. Insbesondere ist ho, : [0, 1] — [0, 1] bijektiv.
Wir ersetzen s durch Azl (s) in und erhalten s = hzl(s)g(s) bzw. hz}(s) = s/g(s), was in
diesem Fall der Behauptung entspricht.

Istm > 1,so0ist g € (0, 1) und in diesem Fall betrachten wir einen BGWP mit der erzeugenden
Funktion g(s) = g(gs)/q. Man tiberzeugt sich leicht davon, dass es sich bei g in der Tat um eine
erzeugende Funktion handelt.

Wegen ¢’ (1) = g’(q) < 1ist dieser neue BGWP subkritisch. Sei heo die zugehorige erzeugende
Funktion der Gesamtpopulation. Nach dem Argument fiir den Fall m < 1 muss heo analytisch
sein. Es gilt

eols) = s3i(heo(s)) = sg(q”f:“))

bzw.

Ghoo(s) = 59(qheo (s)). (2.9)

Also ist qugo eine analytische Losung von (2.7) und damit gilt he = ghe,. Wie wir oben gesehen
haben ist hs, die Inverse von

s sq
g(s)  g(sq)’
was die Behauptung fiir den Fall m > 1 beweist. O
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2.1 GesamtpopulationsgrofSe

Beispiel 2.3 (Binires Verzweigen, kritisch oder subkritisch). Es sei p € (0,1/2] und sei die
Nachkommensverteilung gegeben durch py = 1 — p und p, = p. Die Gleichung ist dann

hoo(s) = s(1 = p) + sp(hes(s))’

mit den Losungen

hos) = 1++/1—4s%p(1-p)

2ps

Weil ho(s) < 1 gelten muss und 2ps < 1 ist, ist die gesuchte Losung gegeben durch

heos) = 1—+/1—4s%p(1-p)

2ps
= 2k—3 " _
=SB - ) - st

k=1

mit n!! = ]_[l.[:éﬂ_l(n -2i)=n(n-2)(n—-4)---

Fiir folgendes Resultat erinnern wir an die Notation p;; = P;(Z,+1 = j), wobei P; fiir die
Verteilung des BGWP (Z,,),,»¢ steht, wenn Z, = i ist. Wie zuvor schreiben wir P fiir P;.

Satz 2.4 (Dwass). Unter der Annahme {Yo, < oo} gilt
N . D
Pi(Yoo =) = }Pj,j—i, ieN, j>i (2.10)
Insbesondere gilt
N )
P(Yo =j) = ;Pj,j—h jeN. (2.11)

Fiir den Beweis benotigen die folgende Version des Ballot Theorems, den wir hier ohne Beweis
angeben.

Satz 2.5. Es seien X1, Xy, ... eine Folge No-wertiger Zufallsvariablen und sei Sy = Z};l X; mit
So = 0. IstE[X1] < 1, dann gilt

P(S < k fiirallek € N) = 1 - E[X;]. (2.12)

Beweis von Satz[2.4 Die erzeugende Funktion von Y., bei Start mit Z, = k ist gegeben durch
(heo(s)F = D" Pr(Yeo = m)s". (2.13)
n=k

Die Beweisidee ist, eine andere Reihenentwicklung fiir (he(s)) zu finden und dann einen
Koeffizientenvergleich zu machen.
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2.1 GesamtpopulationsgrofSe

Fir s € [0, 1] seien X;(s), X2(s), - . . unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit

k
P(X,(s) = k) = 25 ke N, (2.14)

g(s)

Ferner sei Sg(s) = 272, X;(s) mit So(s) = 0.
Nehmen wir zunachst m < 1 an. In diesem Fall gilt Y., < oo fast sicher. Ferner gilt

wobei die Ungleichung einer Konsequenz der Konvexitit von g ist. AuBlerdem gilt E[X;(1)] = m.
Nach Ballot Theorem gilt

P(S,(s) <n, furallene N) =1— 59 (s)’
9(s)
und nach dem Gesetz der grofien Zahlen gilt
Sn(s) n—co  S¢ (S) <1, se€ [O, 1).

n g(s)

Fiir jedes k € N gilt also S, (s) > n — k fast sicher nur fiir endlich viele n und somit folgt
1= Z P(Sn(s) = n—k,Spi;(s) <n—k+jfiralle j € N)
n=k

= P(S;(s) < j firalle j € N) > P(Sp(s) = n—k).
n=k

Man kann zeigen (Ubung!), dass

SJ

(g(s))"

P(Sn(s) = j) = P(Sn(1) =)

gilt, und wir erhalten

n—k

L= R(S;(s) <jfuralle j € N) ) P(S() = n =) L
(2.15)
) (1 i Sn—k

) ;P(snu) =n-R o

sg’(s)
g(s)
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2.1 GesamtpopulationsgrofSe

Seiu = hl(s) = dann gilt

9(3)’

59'(s) _ hoo(u)g' (heo(u))
9(s) 9(hoo (1))

Dabei folgt die letzte Gleichheit aus der Tatsache, dass h., die Gleichung 16st.
Leiten wir he(u) in der Gleichung ab, so folgt

heo () = g(heo(u)) + ug’ (heo (u) )R, (u)

_ sg'(s) ,,
- g(s) + g(s) hoo(u)’

und nach elementaren Umformungen erhalten wir

sg') _ 96) _ glhe(w) _ he(®)
90 M) | Ro(w) | uhl ()

= ug’ (heo(u)).

Nun setzen wir u =

g(s und s = he(u) in (2.15) ein und erhalten

n

u
uh' <u> Z PG (1) == 0 G e

bzw.

n._(u) ZP (1) = n—k)u"".

Integration dieser Gleichung von 0 bis s unter Beachtung von h(0) = 0 liefert

(9

k
(heo(s))F = Z “B(S4(1) = n = k)s".

n=k

Da (he(s))* die erzeugende Funktion von Y, bei Z; = k ist, folgt nun mit einem Koeffizienten-
vergleich

k k k
Pi(Yoo = 1) = —P(Sn(1) =n—k) = ~Pi(Zi =n—k) = —pn .

was die Behauptung fiir den Fall m < 1 beweist.

Sei nun m > 1 und damit g € (0, 1). Wie in Beweis von Lemma|[2.2] setzen wir §(s) = g(sq)/q
und bezeichnen mit Ao, die Lésung von (2.9). Wir haben im Beweis von Lemma gesehen,
dass heo(s) = qfloo (s) ist. Seien p; ¢, k > 0 die Koeffizienten der Potenzreihe von ¢/, d.h. §/(s) =
25 Pjks®. Dann gilt

. 7(sq) < . S _
§) == = D Pz = kg sk = ) pigt sk
k=0 k=0
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2.1 GesamtpopulationsgrofSe

und es folgt pji = pjqu_j fiir alle j, k € Ny. Fiir Ao, konnen wir den Fall m < 1 verwenden und
somit gilt

A N k. n o k n
(hes(s)* = ¢ (o)) = ¢ ) —Prnks” = ) —punis”.
n=k n=k

was die Behauptung auch fiir den Fall m > 1 zeigt. O

Bei dem nachsten Satz betrachten wir nur den Fall Z; = 1. Eine Version davon fir Z; = k,
k € N kann aber gezeigt werden.

Satz 2.6 (Pakes). Es gelten folgende Aussagen:
(a) Im subkritischen Fallm < 1 mit 6* < oo gilt fiir alle e > 0

Y, o?

n  m(l-m)

> €

lim P( Zn > o) =0. (2.16)
(b) Im kritischen Fall m = 1 mit 0 < oo gilt fiir allet > 0
8

Y,
lim P(—" <t

n—oo nz

Zn > 0) = F(). (2.17)

Dabei ist F eine Verteilung mit Laplace-Transformierter

[oe] 2 —O'\/E
f e V! F(dy) = L, t>0. (2.18)
0 1- o\/ﬂe‘f"/ﬂ

(c) Seim > 1 und seien C, und W wie im Satz und W wie im Satz Dann gilt

Y —00 mW Y —00 mW
n I, T und 25 T fastsicher. (2.19)
Cp m-—1 mn m-—1

und zeigen, dass die auf {Z,, > 0} bedingte Laplace-

m(f—m)
2

Transformierte von Y, /n gegen die Laplace-Transformierte des Dirac-Mafles in m konver-
Y,/n

Beweis. (a) Wir setzen 6 =

giert. Dazu genigt es (wegen exp(—uY,/n) = exp(—u) und exp(—u) € (0,1) furu > 0) zu

zeigen
E[s™/"|Z, > 0] —2 s%, s € (0,1). (2.20)

Mit h%(s) = E[s¥"1z,-0)] gilt

(™) = B (s

E[s™/"Z, > 0
[ " ] 1 _gn(o)

(2.21)
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2.1 GesamtpopulationsgrofSe

Fiir die Funktionenfolge (h?),>¢ gilt (Ubung!)
hg =0, n+1(s) = sg(h%,(s)), h(,)lJrl >h’ und K01 he. (2.22)

Insbesondere erfiillt die Folge (h%), dieselbe Rekursion wie die Folge (h,), und beide
konvergieren gegen h., mit dem Unterschied, dass h, | he gilt. Letzteres ist wegen h,.1(s) =
E[s%0t+ZntZnu] < E[s%0t-tZn+1] = h,(s) Klar. Es gilt also % < he, < hy, fiir alle n > 0.

Mit y(s) := 59" (heo($)), @n = ¥ " (hy — heo) und ¢, := y ™" (heo — h?) gilt

hn(s) - h(,),(s) — Yn(s)(ﬁon(s) + ¢n(s)>
1 _gn(o) 1 _gn(o)

Nun schauen wir uns zunéchst die Funktionen ¢, genauer an. Fiir s € (0, 1] und n € N, folgt

mit (2.6), und ho(s) = s

an(S) =

, s€[0,1], n € Ny. (2.23)

1
m(hn(s) — heo(s))

s —hoo(s) 77 hj(s) = hoo(s)
i) ()~ he(s)
o(8) g(hj—1(s) — g(ho(s))
S)) l_[ '

hj-1(s) = hoo(s)

Nach n-maliger Anwendung des Mittelwertsatzes auf die einzelnen Faktoren im obigen Produkt
folgt

9'(nj(s))
Pn(s) = 1_[ 7 (e s)) (2.24)

fiir geeignete n; mit hoo < 1; < hj;. Es gilt
0 < hj(s) = hoo(s) = 5(g(hj-1(s)) = g(heo(5))) < g(hj-1(s)) = g(hoo(s)) < m(hj-1(s) = heo(s))
und somit
0 < hj(s) = heo(s) < ... <.
Es folgt
0< g (1;(9)) =g (heo(5)) < ¢'(hj=1(5)) = 9" (heo(s)) < g (1) ™!

und damit konvergiert die Reihe }132,(g'(n;(s)) — g’ (hwo(s))) gleichméBig auf [0, 1]. Das Pro-
dukt in konvergiert damit auch gleichmaflig auf jeder kompakten Teilmenge von (0, 1].
Insbesondere konvergiert ¢, auf (0, 1] monoton wachsend gegen eine Funktion ¢s. Diese
Konvergenz ist nach Satz von Dini auch kompakt gleichmafig. Damit folgt

lim @n(s"™) = (1) = lim @,(1) = 0. (2.25)

n—oo
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2.1 GesamtpopulationsgrofSe

Analog kann man zeigen, dass 1,, monoton fallend und auf (0, 1] kompakt gleichmaflig gegen
eine stetige Funktion /o, konvergiert. Damit gilt fiir s € (0, 1]

lim ¢, (s'/") = Yoo (1) = lim ,(1) = Lim g™ "(1 = g, (0)) = ¢(0), (2.26)

wobei ¢(0) der Grenzwert nach Satz existiert und ist positiv, da wegen o2 € (0, o) auch

die E{[Z; log Z;] < oo Bedingung erfiillt ist.
Wir miissen noch y"(s'/")/(1 — ¢,(0) betrachten. Mit h/_(1) = 1/(1 — m) gilt

Ly o)), = " et = £ - TZmIm gy

-m 1-m

Fiir ein geeignetes p(s) mit limsy; p(s) = 0 gilt
9'(heo(s)) = m(1 = (0 — 1= p(s))(1 - 5)).
Mit lim,, o n(1 — sl/”) = logs, folgt
(s = sm" (1= (0 =1 - p(s/™) (1= s")" & sm"e07V 108 = yns0,
Also ist

n(.l/n n.o 0
i LS M s (2.27)
noe1—g,(0) n-o01-g,(0) $(0)

Nun kénnen wir (2.25)), (2.26) und (2.27) benutzen um den Grenzwert von (2.23) und erhalten
(2.20), was den Beweis der Aussage (a) abschlief3t.

(b) Zu zeigen ist, dass die Laplace-Transformierte von Y, /n? gegen die in (2.18) angegebene
Laplace-Transformierte konvergiert:

Pn(e!/") — (e o oN2ETVE
1- gn(o) 1- ax/ﬂe“’\@’

Vergleicht man den Ausdruck in der Mitte mit rechter Seite von (2.21)), so sollte man zurecht
erwarten, dass die Beweisideen im kritischen und subkritischen Fall sich dhneln sollten. Im kriti-
schen Fall ist der Beweis aber aufwendiger und wir verweisen an der Stelle auf die Originalarbeit
Pakes (1971).

E[e /"' |Z, > 0] = 0.

(c) Wie in Beweis von Satz bezeichnen wir mit g;! die Inverse von g, auf [¢, 1] und fiir
ein s € (g, 1) setzen wir C, = 1/(1 — g,,*(s)). Nach Satz konvergiert Wy, = Z,/Cp £s. gegen
eine Zufallsvariable W. Fiir diese Zufallsvariable ist der linke Aussage in zu zeigen.

Im Beweis von Satz haben wir bewiesen, dass

< 1 - gi(s) <m

my < <
° 1—gr-1(s)
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2.2 Wachsende Anfangspopulation

fir alle my € (1, m) und alle k > J(s, mg) mit geeignetem J(s, mo) € Ny. Mit Argumenten wie
dort kann man zeigen

|
n—j o 1 9; (s)

i < -9 )
O T 1-g,'(s)

— & < m"‘j.
Cj

Zue € (0,m—1) setzen wir | = J(s,m —¢) und v = sup{n : W, > (1 +£)W} Vv J.Firn > Jgilt

Yo _ Y, N Zi G
C, Cy S C; Cy
Y n
v % _ o) n
< Cn+(1+£)W.Z (m—c¢)
j=v+1
< £+ (1+£)(m—€)W'
Cn m—e—1
Es folgt
Y, w
lim sup = < o f.s.
n—oo n m-—1

Wegen C,,/Cp—; — m/ fiir n — oo gilt fiir alle k > 0

k

k
Y, Lni Cu_; — )
liminf == > lim inf O o w E m7 fs.
n—oo n—oo

n 7=0 n—j Cn

Mit 372, m = ﬁ = - folgt nun der erste Teil von (2.19). Der Zweite Teil folgt daraus. (Zur

m-1
Ubung kann man versuchen den obigen Beweis fiir den zweiten Teil von (2.19) zu modifizieren.)
m}

2.2 Wachsende Anfangspopulation

Bis jetzt haben wir uns meistens Verzweigungsprozesse (Z,),>o mit Zy = 1 oder Z, = k
fiir ein festes k € N angeschaut. In diesem Abschnitt betrachten wir Verzweigungsprozesse
mit wachsender Anfangspopulation. Es sei 7, eine gegen oo aufsteigende Folge natiirlicher
Zahlen und (Z,,(rk))nen, sei BGWP mit Z; = ri. Wir werden Grenzwertsatze fiir (Z,(r,))nen,
beweisen, die auf Lamperti|(1967) zuriickgehen.

Satz 2.7 (Superkritischer Fall). Gilt m € (1,) und o? € (0, ), dann gilt fiir alleu € R

. Zn(rn) —ram” _
lim P(mna < u) — B(u), (2.28)

wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.
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2.2 Wachsende Anfangspopulation

Beweis. Sei (Z,) BGWP mit Z; = 1 und fiir j € N seien (Z,;) unabhingige Kopien von (Z,).
Wir setzen (vgl. (1.5))
a?m" 1 (m" - 1)

m-1

0% =Var[Z,] =

Dann gilt (i steht fiir Gleichheit in Verteilung)

Zn(rn) —rpm™ a1

'n
= (Znj —m™).
Gn\/a Gn\/ﬁ; ™

Nach dem Zentralen Grenzwertsatz von Lindeberg-Feller (siehe Satz 15.43 in [Klenke|(2013))
konvergiert die Folge auf der rechten Seite in Verteilung gegen eine standardnormalverteilte
Zufallsvariable, wenn die Lindeberg-Bedingung gilt. Diese ldsst sich hier wie folgt formulieren:
Fir alle § > 0 gilt

n—oo

1
?E[(Zn - m")zﬂ{(zn_mn)z>5zgrzlrn} —> 0. (229)
n
Es bleibt also diese Bedingung nachzuweisen. Mit W,, = Z,,/m" und W = lim, ., W,
Es gilt

Zn—m" Wn—l n—oo wW-1
Xp = = " = X,
On on/m oc/Nm2 —m

in L? und fast sicher (vgl. Satz und Satz . Damit gilt fiir alle § > 0

n—oo

E[X21 xz5 500,y — O, (2.30)
was gleichbedeutend mit (2.29) ist. Die Behauptung (2.28) folgt nun mit

m?"otr,/(m? — m) m?"(m —1) n—co
2 = 2 -1 1.
Chln (m? —m)m™1(m" - 1)

O

Bevor wir die Resultate fiir den superkritischen und den kritischen Fall beweisen erinnern
wir an einige (moglicherweise unbekannte Begriffe).

« Sei T eine Poisson verteilte Zufallsvariable mit Parameter A und seien X, X», . .. unab-
hangige (auch von T) identisch verteilte Ny-wertige Zufallsvariablen mit erzeugender
Funktion f. Ferner Sei

n
S, = Zxk mit Sy = 0.
k=1
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2.2 Wachsende Anfangspopulation

Die Zufallsvariable St hat dann die erzeugende Funktion (vgl. Lemmal1.9)

[ee)

E[SST] = Z(f(S))nP(T =n)= A (s)-1)

n=0

Die Verteilung von St (auch fiir allgemeine reellwertige Zufallsvariablen Xj) heifit com-
pound Poisson-, zusammengesetzte Poisson- oder bewertete Poisson-Verteilung. In dem spe-
ziellen Fall diskreter Zufallsvariablen X} spricht man auch von einer diskret zusammen-
gesetzter Poisson-Verteilung.

+ Sei T wie oben und seien Yy, Y3, ... von T unabhéngige Zufallsvariablen mit Verteilungen
Qn. Dann hat Y7 die Verteilung

(o)

P(Yr €)= Y P(Yy €T =mP(T =n) = ) Ou()

n=0 n=0

A"
e

n!’

Diese Verteilung heif3t Poisson-Mischung der Verteilungsfamilie Q,. Zusammengesetzte
Poisson-Verteilungen sind natiirlich spezielle Beispiele von Poisson-Mischungen.

Ubung 2.8. Seien X, X», . . . unabhingig identisch verteilt mit X; ~ Exp(f) = ['(1, ) fiir ein
B > 0. Ferner T sei Poisson verteilt mit Parameter A unabhéngig von Folge (X}, )nen. Wir setzen
Y, =S,

(a) Welche Verteilungen haben Y, Yy, ...?

(b) Zeigen Sie: Die Laplace-Transformierte von Y7 ist gegeben durch

E[e Y] = ¢ M/ (F+u), (2.31)

Fiir das folgende Resultat miissen wir an frithere Notation erinnern in dem Fall m € (0, 1)
erinnern. Wie in Satz seien im Fall by = lim,_,. P(Z, = k|Z,, > 0), k € N und sei f die
zugehdrige erzeugende Funktion. Ferner sei ¢ = lim,_,.o m "P(Z, > 0), was nach Satz[1.2¢]
positiv ist, wenn 3>, prklogk < oo gilt.

Satz 2.9 (Subkritischer Fall). Esseim € (0, 1).

(i) Gilt 37 pxklogk < oo und istry, ~ am™ fiir ein a > 0, dann gilt

lim E[s%(")] = exp{ac(f(s) - 1)}. (2.32)

n—oo

(ii) Gilt rym™ — oo und 0% < oo, dann gilt fiir alleu € R

( Zn(rn) — ram” <u)
Yy g

wobei @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

lim P

n—oo

= ®(u), (2.33)
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2.2 Wachsende Anfangspopulation

Bis auf triviale Grenzwerte sowie andere Normierungskonstanten sind die beiden obigen Vertei-

lungen eindeutig.

Die Aussage (i) im obigen Satz besagt, dass Z,(r,) asymptotisch diskret zusammengesetzt
Poisson-verteilt. Grob kann man das so umformulieren: Es iiberleben im Schnitt Poisson mit
Parameter ac viele der urspriinglichen r,, Familien. Jede der tiberlebenden Familien ist gemafy

der Verteilung (b )ren verteilt.

Beweis von Satz[2.9 Wir beweisen nur die Aussage (i). Beweis von (ii), sowie die im letzten Satz

angesprochen Eindeutigkeit sind Ubungsaufgaben.

Seien Z, und Z,; wie im Beweis von Satz Wir setzten Yy; = 1(z,;>0).- Dann ist Yy;

Bernoulli verteilt und nach Satz gilt
rmP(Ypj =1) ~am™"P(Z, > 0) 2%, ac.

Mit dem Poisson-Konvergenzsatz folgt

(D) oy = ) 22 eroe 8
=1 :

Mit f,,(s) = E[s?"|Z, > 0] (im Beweis von Satzhaben wir f, T f gezeigt) gilt

E[sZn ()] = iE“r_"l §Znj i Yo = k]P(i Ynj = k)
k=0 " j=1 Jj=1 =1

= y (fn(s))kp(rzn Ynj = k) ﬂ) eaC(f(s)—l).
k=0 j=1

Satz 2.10 (Kritischer Fall). Es seim = 1 und 0% < co.
(i) Istr, ~ an fiir ein a > 0, dann gilt fiir alleu > 0

lim E[e #4n(m)/n] = exp{—2au/(2 + uaz))}.

n—oo

(ii) Gilt r,n — oo, dann gilt fiir alleu € R

lim P

n—oo

(% < u) = O(u),

wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

(2.34)

(2.35)

Bis auf triviale Grenzwerte sowie andere Normierungskonstanten sind die beiden obigen Vertei-

lungen eindeutig.
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2.3 BGWP mit Immigration

Die rechte Seite von (2.34) kann man zu

exp{— 2” }
— tu
o

was gerade (2.31) mit A = % und f = % entspricht. Also handelt es sich um die Laplace-
Transformierte einer Poisson-Mischung von Gamma-verteilten Zufallsvariablen ist bzw. um

die zusammengesetzte Poisson-Verteilung von Exp(%) verteilten Zufallsvariablen (vgl. mit

Satz [1.23(iii)).

Beweis von Satz[2.10 Wir geben wieder nur eine Beweisskizze von (i) an, was dhnlich zum
subkritischen Fall ist. Wir verwenden dieselbe Notation. Nach Satz gilt

n—ooo 24
rmP(Ynj = 1) ~ anP(Z, > 0) — =

Mit Poisson-Konvergenzsatz folgt

I'n k
p(; Yy = k) 225 ¢ 72e/o" —(2“;:!’2) .

Fir u > 0 gilt

'n

E[evZnmin] = Zp(i Yoy = k) (ELe ™%/ Z, > 0])"

k=0 Jj=1
0 2\k
n—oo —2a/c? (2a/0°) 2 k —2au/(2+uc?)
Z ¢ k! (02u + 2) - ’
k=0
wobei wir E[e"%4"/"|Z, > 0] — ﬁ im Beweis von Satz iii) gesehen haben. O

2.3 BGWP mit Immigration

Bei einem Verzweigungsprozess mit Immigration wird wie zuvor die Generation zur Zeit
n + 1 aus den Nachkommen der Individuen der n-ten Generation gebildet, zusitzlich kommen
(unabhéngig viele) Individuen dazu, deren Anzahl gemaf einer vorgegebenen Verteilung verteilt
ist.

Es sei die Familie {&,x : n € No, k € N} wie in Deﬁnition Zusitzlich sei {{, : n € Ny} eine
Folge u.i.v. No-wertiger Zufallsvariablen (auch unabhingig von den £’s) mit erzeugender Funk-
tion h. Ein Bienaymé-Galton-Watson-Prozess mit Immigration (BGWPI) ist eine Markovkette
Y := (Yn)n>o, die durch

Y

Y, = g() und Yo = Z 'gnk + §n+1, ne NO (236)
k=1

rekursiv definiert ist. Man konnte an dieser Stelle auch mit einer beliebigen ganzzahligen nicht-
negativen Zufallsvariablen Y| starten. Die Notation wird dadurch aber ein wenig komplizierter.
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2.3 BGWP mit Immigration

Natiirlich ist nur der Fall P({, = 0) < 1 interessant, da andernfalls Y,, = 0 fiir alle n ist. Unter
der Voraussetzung P({, = 0) < 1 ist der Zustand 0 natiirlich nicht mehr absorbierend.

Wir geben nun noch eine alternative Definition von (Y},),»¢, die moglicherweise auf den
ersten Blick weniger intuitiv ist als ist. Sie ist jedoch etwas besser geeignet zur Analyse
der erzeugenden Funktionen von Y,.

Sei (Z,(j))ns0,j € Ny eine Folge unabhangiger BGWP mit derselben Nachkommensverteilung
(Pr)keN,, g die erzeugende Funktion der Nachkommensverteilung und g, wie vorher die (n-
fachen) Iterationen von g. Die Anfangspopulationen Zy(0), Zy(1), Zy(2), . . . seien unabhéngig
und identisch verteilt mit (derselben) Verteilung (ax)xen, auf Ny mit ap < 1. Nun kénnen wir
Y := (Yn)n>o wie folgt alternativ definieren

n
Yoo = Zzn_j(j), n e N,. (2.37)

Jj=1

Man sieht leicht, dass die beiden Definitionen von Y dquivalent sind. Hier ist Z,,_;(j) die Anzahl
der Nachkommen der zum Zeitpunkt j Immigrierten nach n — j Generationen. Je nachdem ob
m=g’(1-) = 1,(< 1,> 1) ist, nennen wir BGWPL Y kritisch, (subkritisch, superkritisch).

Wir setzen 7, = 0(Zr(j) : 0 < j+ k < n). Mit

gilt
Yo =Y, + Zo(n),
wobei nach Voraussetzung Z,(n) unabhangig von Y, und von ¥, ist. Damit gilt fs.
P(Y, = j, Zo(n) = k|Fn-1) = P(Y, = jlFa-1)P(Zo(n) = k).
Auflerdem gilt
P(Y, = j|Fn1) = P(Y, = jIYn1) = (p™);  fs.auf (Y, =i},

wobei p*! die i-fache Faltung der Verteilung (px)ren, bezeichnet. Damit kénnen wir die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten der Markovkette (Y,),en, berechnen:

J
pij =P(Yp =jlYp1=1i) = ZP(Y;[ =j—k,Zy(n) = k|Yp_y = i)
k=0

P(Y;, = j — klYp1 = )P(Zo(n) = k)

M- T

®*)j-kax-

A
I

0
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2.3 BGWP mit Immigration

Nun betrachten wir die erzeugenden Funktionen von BGWPI. Sei dazu

ha(s) =E[s"™], h(s)= > sfax und g(s) = > spr,
k=0 k=0

hy, ist also die erzeugende Funktion von Yy, h die erzeugende Funktion der Immigrationsvertei-
lung und g die erzeugende Funktion der Nachkommensverteilung. Wie tiblich bezeichnen wir
mit g; die k-te Iteration von g.

Es gilt

E[s""|Fp_1] = E[s"|Y,_1 JE[s%M] = (g(s)) " h(s) fs.

und wir erhalten fiir h,, die folgende Rekursionsformel

hn(s) = h(s)hn-1(g(s))- (2.38)
Mit gilt
h(s) = | [ BP9 = [ | ) BI™1200) = Kla
j=0 J=0 k=0
=[] D @nit) ar =] [ hignss)) = | [ (g;(s))-
j=0 k=0 j=0 j=0

Also gilt hy, | he fir n — oo, wobei die Funktion A, die Gleichung
how=h-hxog (2.39)

16st. Die Funktion ho, ist eine erzeugende Funktion, wobei nicht ausgeschlossen ist, dass die zu-
gehorigen Zufallsvariable, sagen wir Y., mit positiver Wahrscheinlichkeit den Wert co annimmt.
Das kann dann ausgeschlossen werden, wenn he(1—) = 1 ist, dann ist P(Y, € Ny) = 1.

Da der Prozess Y nicht mehr in 0 absorbiert wird, liegt es nahe sich zu fragen ob und unter
welchen Bedingungen es gegen nicht-triviale Zufallsvariablen konvergiert. Man muss also A
untersuchen.

Satz 2.11. Essei Y ein subkritischer BGWIL Dann konvergiert Y,, in Verteilung gegen eine Zufalls-
variable Yo, (die moglicherweise mit positiver Wahrscheinlichkeit den Wert oo annimmt) deren
erzeugende Funktion he, eine Lésung der Gleichung (2.39) ist. Ferner gilt

ho(1-) =1 & > aglogk < oo, (2.40)
k=2

in diesem Fall gilt Yo, < oo fis. AufSerdem ist in diesem Fall he, ist die einzige Losung von
he(1-) = 1.

Fiir den Beweis brauchen wir eine Aussage, die mit “4hnlichen Mitteln” wie Lemma m
bewiesen werden kann.
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2.3 BGWP mit Immigration

Ubung 2.12. Sei (qk )keN, eine Verteilung auf Ny und sei f die zugehdrige erzeugende Funktion.
Dann gilt

Dleklogk <o e > (1= f(1-6") < oo, Y5 € (0,1). (2.41)
k=2 n=0

Beweis von Satz[2.11l Wir haben schon gesehen, dass h,, | he gilt. Bleibt noch (2.40) zu zeigen
und dass he in diesem Fall die einzige Losung ist.
Mit Lemmal |1.25|ist es leicht zu sehen, dass

hw=ﬁhogj
=0

genau dann auf [0, 1] gleichmaflig konvergiert, wenn

D (1= h(g;(0)) < e

Jj=0

gilt. Nach gilt

1-mF < ge(0) < 1-0bF

fiir ein b € (0, 1). Zusammen mit (2.41) zeigt das (2.40).
Seien nun ¢ und i/ zwei Lésungen von (2.40). Dann gilt

lp = =|hllpog—1yogl
<|pog—yoygl
= |hllgp © g2 = ¢ © gal

| o g2 —1 o gl

. ZPpogn—yogal

IA

Wegen g, (0) T 1 konvergiert die rechte Seite gegen 0, sofern ¢(1-) = /(1-) ist. O
Fiir einen Beweis des folgenden Satzes verweisen wir auf Theorem 3.1.2 in[Jagers| (1975).

Satz 2.13. Istm = 1, 0% = ¢”’(1-) < oo und 0 < a := h’(1) < oo dann konvergiert Y, /n in
Verteilung gegen eine gamma verteilte Zufallsvariable mit Dichte

1 a-1_-x/p
= > 0, 2.42
w(x) F(a)ﬂ"‘x e x > (2.42)

wobei a = 2a/0? und B = 0 /2. Insbesondere ist im Falle a = c/2

w(x) = ——e¢ a5, (2.43)

02/2
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2.3 BGWP mit Immigration

Bemerkung 2.14. In Satz iii) haben wir bereits gesehen, dass Z,, /n bedingt auf {Z,, > 0}
gegen eine Zufallsvariable mit Dichte w(x) aus (2.43) in Verteilung konvergiert. Zusammen mit

obigem Satz folgt also daraus, dass das Bedingen auf {Z,, > 0} und Immigration mit Mittelwert
02 /2 denselben Effekt haben.

Fiir einen Beweis des folgenden Satzes verweisen wir auf Theorem 12.3 in Lyons| (2014) bzw.
etwas anders und umfangreicher auf Theorem 3.1.3 in Jagers|(1975).

Satz 2.15. Fiirm € (1, 00) gilt

(i) Ist ¢, ax logk < oo, dann konvergiert Y, /m" f.s. gegen einen f.s. endlichen Grenzwert.

(i) Ist 33, ax logk = oo, dann giltlimsup,, _,, Y,/c" = oo fs. fiir jedes ¢ > 0.
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3 Einige Anwendungen

Verzweigungsprozesse haben viele Anwendungen in verschiedenen Gebieten, wie z.B. Biologie
und Physik. In diesem Kapitel stellen wir zwei dieser Anwendungen aus der Perkolationstheorie
und der Theorie der zufilligen Graphen vor. Wir orientieren uns an Biskup| (2007). Mehr,
ausfithrlicher und auch mit anderen Methoden werden solche Anwendungen in|van der Hofstad
(2014) behandelt.

3.1 Kantenperkolation auf regularen Baumen

Ein Graph G = (V,E) besteht aus einer Menge V von Ecken (engl. vertex) und einer Men-
ge E von Kanten (engl. edge). Ein Graph heiflt zusammenhdngend, wenn fiir jedes Paar von
Ecken v,w € V es einen Pfad zwischen v und w gibt, d.h. es gibt eine Folge von Kanten
e; = (v1,02), €2 = (V2,03), ..., €k = (Vk,Vk4+1) in E mit v; = v und v+ = w. Eine Schleife ist
ein selbstvermeindender Pfad mit demselben Start- und Endpunkt. Zwei Ecken v, w € V heiflen
Nachbarn oder benachbart, wenn (v, w) € E ist.

Ein reguldrer (gerichteter) Baum Ty, fiir eine ganze Zahl b > 2 ist ein zusammenhéngender
Graph ohne Schleifen bei dem bis auf eine Ecke, genannt Wurzel alle Ecken b + 1 Nachbarn
haben. Die Wurzel hat b Nachbarn und wird mit @ bezeichnet. Fiir v # 0 nennen wir den
Nachbar, der auf dem eindeutigen (kiirzesten) Pfad zu 0 liegt als “Eltern(teil)” von v und die
restlichen b Nachbarn als “Kinder” von v. Die Wurzel hat keine Eltern und b Kinder.

Definition 3.1 (Kantenperkolation auf einem Graph). Fiir einen Graphen G = (V,E) und
p € [0,1] seiw = {w, : e € E} eine Familie unabhéngiger identisch verteilter Zufallsvariablen
mit

P(we=1) =p=1-P(we =0).

Das Kantenperkolationsmodell auf G mit Kantenwahrscheinlichkeit p ist der zuféllige (Sub-)Graph
G,, = (V, E,) mit

E,={e€E:w, =1}

In einem Perkolationsmodell interessiert man sich typischerweise fiir Existenz (und Anzahl)
von unendlich groflen Zusammenhangskomponenten, und fiir Typische Grofle von Zusammen-
hangskomponenten, wenn sie fast sicher endlich sind. Im Folgenden werden wir P, E, usw.
schreiben um die Abhangigkeit der betreffenden Gréfien und Funktionen von dem Parameter p
zu betonen. Wir setzten

0(p) = P, (IC0(0)| = o0) (3.1)
x(P) = Ep[IC0 (0)1] (3.2)
¥p(s) = E,[s'“ @1, s € [0,1]. (3.3)

In dem folgenden Satz fassen wir die wichtigsten Resultate zu Kantenperkolation auf T'.
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3.1 Kantenperkolation auf reguldren Bdumen

Satz 3.2. Betrachte auf'T'y, mit b > 2 Kantenperkolation mit Parameter p und setze p. = 1/b.

(i) Es gilt 0(p) = 0 fiirp < p. und O(p) > 0 fiir p > p.. Auflerdem ist die Funktion p — 0(p)
stetig auf [0, 1], streng wachsend auf [p., 1] und es gilt

2b*
0(p) ~ b—l(p_pC)’ Pl pe. (3.4)
(ii) Fiirp < p. gilt
Pe
) = 3.5
xp) =2 (3.5)
und insbesondere gilt y (p) T oo fiirp T pe.
(iii) Fiirp = p. gilt
Py (IC(0)] 2 1) = O(n™"%). (3.6)

Bevor wir diesen Satz beweisen diskutieren wir den Zusammenhang zwischen Verzweigungs-
prozessen und Kantenperkolation auf Badumen.

Lemma 3.3. Sei X,, die Anzahl der Ecken in C,,(0), die Abstand n zur Wurzel haben. Dann ist
(Xn)n>o wie ein BGWP mit Nachkommensverteilung (pi)ren, mit

b\, k b—k .
Dp = {(k)p (1-p) : wenn0<k<b, (3.7)
0 : sonst.

Beweis. Sei V,, die Menge der Ecken in T}, mit Abstand n zur Wurzel. Gegeben X, seien
vy, ...,vx, die Ecken in E, (0) N V,,. Mit

§n+1,j =#Hu € Vygr : (Ujau) € E,}
gilt offensichtlich

Xn+1 = §n+1,1 +...0+ §n+1,Xn-

Dies ist eine Summe unabhéngiger identisch verteilter Zufallsvariablen unabhéngig von X,,.
Die Zufallsvariablen ¢ sind Binomial verteilt mit Parametern b und p, was die Behauptung
beweist. ]

Korollar 3.4. (i) Die Perkolationswahrscheinlichkeit 8(p) ist die in [0, 1] maximale Losung
der Gleichung

0=1-(1-pb)°. (3.8)

(ii) Die erzeugende Funktion der Komponentengréfie 1, (s) ist fiirs € (0,1) und p € (0,1) die
eindeutige Losung der Gleichung

Y =s1-p+pP)’, (3.9
die in (0,1) liegt.

43



3.1 Kantenperkolation auf reguldren Bdumen

Beweis. Die erzeugende Funktion der Binomialverteilung mit Parametern b und p ist gegeben
durch

b
Zsk() (1-p)t% = (1-p+ps)’.

Es gilt natiirlich {|C,, (0)| = oo} = {X,, > 0,Vn} und somit ist die Aussterbewahrscheinlichkeit
q = 1 — 6(p) die kleinste Losung von ¢g(s) = s. Damit folgt (i) leicht.
Fiir (ii) seien vy, . . ., vx, die Nachbarn von 0 in C,,(0). Dann gilt

Co(0) = {0} U 50)(7)1) U...u Ew(UXl),

wobei C,,(v) fiir v # 0 die Zusammenhangskomponente von v in dem Unterbaum von T,
mit Wurzel in v bezeichnet. Die Vereinigung ist disjunkt und die C,,(v)’s sind untereinander
unabhingig und genauso verteilt wie C,,(0). Es folgt

Pp(s) = SEpLsCo () o sCo@)] = 53 pr (g, ()K= 5(1 = p + pyp(s))”
k=0
was zeigt. Die Eindeutigkeit der Losung fiir s € (0, 1) folgt aus der Konvexitit der Abbildung
Y+ F(Y) = s(1 = p + py)? und weil auBerdem F(0) > 0 und F(1) < 1 gilt. O
Ubung 3.5. Geben Sie 6(p) in den Fillen b = 2 und b = 3 explizit an.

Ubung 3.6. Zeigen Sie, dass es ¢, C € (0, o) gibt mit P,(|C,,(0)| > n) < Ce™" fiir alle n.

Lemma 3.7. Fiiralles < 1 gilt

%_”s(s) - gs"—lppch(@n > ) (3.10)

Beweis. Mit a, = P,(|C,(0)| > n) gilt

:is"pp(|c 0) =n) = is" ~ aps1)
n=1

n=1
—a1+Z s"—s"Na, =14 (s—1) Zs" !
n=1 n=1
Elementare Umformungen liefern (3.10). O

Beweis von Satz[3.2 (i) Die Funktion ¢, definiert durch ¢(8) = 1 — (1 — p)?, ist konkav auf
[0, 1] und es gilt

$(60) = pb6 — (g)p292 +0(67). (3.11)
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3.1 Kantenperkolation auf reguldren Bdumen

Die Fixupnktgleichung 6 = ¢(0) hat dann fiir pb < 1 nur die Lésung 6 = 0 in [0, 1]. In dem Fall
pb > 1 gibt es die zwei Losungen 8 = 0 und 8 = 0(p) > 0. Dass es die zweite Losung gibt, folgt
aus ¢(1) < 1.

Um zu zeigen, erinnern wir an b = 1/p. und schreiben wie folgt um

$(6) = 9+b0((p—pc) - bz;lpZ(l +o(1))0). (3.12)

Fiir die positive Losung 8 = 0(p) von ¢(6) = 9 sollte der Ausdruck in den Klammern verschwin-
den und es folgt

2

(P —pe)(1+0(1)) = 2 (P —pe)(A+0(1)) plpe. (3.13)

2
00) = G b-1

(ii) Fiir miissen wir x(p) = ¢/, (1) berechnen. Wir setzen f(x) = 1 - /,(s). Dann lasst
sich die Gleichung wie folgt schreiben

f(s)=1=s(1-pf(s)". (3.14)
Ableiten an der Stelle s = 1 liefert
fi()=-1+bpf'(1) (3.15)

und es folgt ¥;(1) = —f'(1) = 1/(1 = pb) = pc/(pc — p)-
(ili) Wir zeigen in dem Spezialfall b = 2. In diesem Fall kann man die Gleichung
nach f(s) auflosen, und die auf (0, 1) positive Losung ist gegeben durch

£(s) = %(«/1 “5-(1-9). (3.16)
Nach gilt
s{L_S)s = Zs"Pp(lcw((D)l > n). (3.17)

Wir mussen also die linke Seite in eine Taylorreihe um s = 0 entwickeln und dann einen
Koeffiezientenvergleich machen. Es gilt

f@s) (1 _ N0 (20)(x)\"
31_3—2(\/1_3—1)—2;(’1)(4) (3.18)
und wir erhalten
P, (IC0(0)] > n) = 2(2:)4i (3.19)

Mit Stirling-Formel, n! = (n/e)"V2zn(1 + o(1)), rechnet man leicht nach

o2 L 2200 o (3.20)
n 4" Vrn
was die behauptete Asymptotik fiir P,(|C,,(0)| > n) zeigt. O
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3.2 Erdés-Rényi Graph

3.2 Erdés-Rényi Graph

Sei K, der vollstdndige Graph mit Knoten {1, .. ., n}. Dabei nennen wir einen Graph vollstindig,
wenn alle Knotenpaare durch eine Kante verbunden sind. Fiir p € [0, 1] behalten wir eine Kante
unabhingig von den anderen mit Wahrscheinlichkeit p und 16schen sie mit Wahrscheinlichkeit
1 — p. Den (Perkolations-) Graph, den wir auf diesen Weise bekommen bezeichnen wir mit
G(n, p). Wir schauen uns hier ein Resultat zur (asymptotischen) Verteilung einer Zusammen-
hangskomponente an. Natiirlich ist viel mehr Interessantes bekannt; wir verweisen an dieser
Stelle auf 'van der Hofstad| (2014).

Im Folgenden betrachten wir fiir @« > 0 und n > «a den Graph G(n, «/n) und bezeichnen mit
C(1) die Zusammenhangskomponente der “1” in diesem Graphen. Ferner setzen wir fiir ¢ > 0

Oc n(a) = P(IC(1)| = en). (3.21)
Satz 3.8. Der Grenzwert
O(a) = liﬁ)l lim 6, ,(a) (3.22)

existiert fiir alle & > 0 und ist gegeben durch die maximale Losung der Gleichung
0=1-¢, (3.23)
Insbesondere gilt (o) = 0 fiira < 1 und 6(ax) > 0 fiira > 1.

Die Gleichung besitzt die triviale Losung 6 = 0 und fiir @ < 1 ist es auch die maxi-
male Losung. Die letzte Aussage des Satzes kann man sich leicht iiberlegen. Aufierdem sieht
man leicht ein, dass 6(«) die Uberlebenswahrscheinlichkeit eines Verzweigungsprozesses mit
Nackommensverteilung gegeben durch Pois(«) ist.

Da K, kein Baum ist, ist es weniger offensichtlich, dass man fiir den Beweis von Satz
eine Verbindung mit Verzweigungsprozessen ausnutzen kann. Eine Verbindung wird durch den
folgenden Such- bzw. Erkundungsalgorithmus einer Zusammenhangskomponente hergestellt.
In jedem Schritt des Algorithmus werden alle Ecken eines Graphen in drei Kategorien: aktiv,
neutral und inaktiv. Zum Zeitpunkt 0 ist nur die Ecke 1 aktiv und alle anderen sind neutral. Zu
jedem Zeitpunkt k > 1 fithren wir folgende Schritte durch:

(i) Wahle unter den aktiven Knoten v den mit dem Kleinsten Index.
(ii) Finde alle neutralen Nachbarn von v in dem Graphen und setze deren Status auf “aktiv”.
(iii) Setze den Status von v auf “inaktiv”.

Dieser Algorithmus bricht ab wenn es keine aktiven Knoten mehr gibt. Zu diesem Zeitpunkt
sind alle Ecken in der Zusammenhangskomponente C(1) gefunden.

Sei Ay die Anzahl der aktiven Ecken beim k-ten Schritt des Algorithmus. Insbesondere ist
A = 1. Ist beim k-ten Schritt v die aktive Ecke mit dem kleinsten Index (die Ecke also die in
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3.3 Verzweigungsprozesse in zufilliger Umgebung

Schritt (i) gewahlt wird), dann bezeichnen wir mit L die Anzahl der neutralen Nachbarn von v.
Es gilt

Apg1 = A+ L -1 (3.24)

und n — k — Ay, ist die Anzahl der neutralen Ecken nach dem k-ten Schritt. Damit folgt sofort
das folgende Resultat.

Lemma 3.9. Bedingt auf Ay ist Ly ~ Bin(n — k — Ak, a/n).

Wir bezeichnen wie zuvor mit T, den regulidren Baum und mit C(0) die Zusammenhangs-
komponente der Wurzel (. Ferner schreiben wir Pg,, und P, fiir die Verteilungen in Perkolati-
onsmodellen auf K,, bzw. T',. Die Kantenwahrscheinlichkeit ist in allen Fallen a/n.

Lemma 3.10. Firm < nundr < n—m gilt
P, (ICO) 2 r) < Pk, (IC()| 2 r) < Pr, (ICO)] 2 7). (3.25)

Beweis. Wir erkunden mit Hilfe des Suchalgorithmus gleichzeitig
Wenn k + Ax < n — mist, wenn also bis zum k-ten Schritt des Suchalgorithmus weniger als
n —m Ecken der Zusammenhangskomponenten gefunden wurden, dann gilt
O

3.3 Verzweigungsprozesse in zufilliger Umgebung

Wie der Name schon vermuten lasst, ist die Evolution eines Verzweigungsprozesses in zufalliger
Umgebung (engl. branching process in random environment (BPRE)) wie die des “gewdhnli-
chen” Verzweigungsprozesses mit dem Unterschied, dass sich die Nachkommensverteilung
von Generation zu Generation dndern kann. Man denke beispielsweise an eine Population von
Pflanzen mit einem Lebenszyklus von einem Jahr, bei der die Nachkommensverteilung von
Wetterverhaltnissen beeinflusst wird.

Zum ersten mal wurden BPRE in (Athreya and Karlin/[1970, |[Smith and Wilkinson|[{1969)
eingefithrt. Wir halten uns hier an die Darstellung in (Birkner et al.|2005).

Es sei A die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafie auf Ny, ausgestattet mit Totalvariationsab-
stand Polnisch ist. Ferner sei Q eine A-wertige Zufallsvariable und II = (Qy, Qs, . . .) eine Folge
von u.iv. Zufallsvariablen mit derselben Verteilung wie Q.

Definition 3.11. Eine Folge Z := (Z,)n=0,1,... von No-wertigen Zufallsvariablen ist ein Ver-
zweigungsprozess in zufalliger Umgebung 11 falls Z, unabhéingig von II ist und gegeben II die
Folge Z eine Markovkette ist mit

i
P(Zn :jlzn—l =il = (ql,qz, .. )) = P(Z gl(cq") =])
k=1

fir allen > 1,i,j € Ny und ¢, g2, . . . A. Dabei sind .fl(qi), §2(qi), ... ulv. g; verteilt.
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3.3 Verzweigungsprozesse in zufilliger Umgebung

Im Folgenden nehmen wir immer Z, = 1 f.s. an. Mit Z kann man wie folgt eine Irrfarht
S = (8¢, Sy, . ..) assoziieren. Sei Sy = 0 und definiere die Inkremente von S durch X,, = S,, — S,,_1,
n > 1, wobei

Xn = log ) yQu(ly}),
y=0
u.i.v. Kopien von
X =1log )" yQ({y})
y=0

sind. Wir nehmen an, dass X fs. endlich ist. Dann gilt
iy = E[Z,|T] = en f.s.
Je nach Verteilung von Q ist gibt es drei Méglichkeiten:
1. Superkritischer Fall: Wenn lim,_,., S,, = oo f.s. gilt, dann ist g, — oo fs.
2. Subrkritischer Fall: Wenn lim,,_,, S, = —oo f.s. gilt, dann ist p, — 0 f.s.

3. Kritischer Fall: Wenn limsup,,_,., S, = oo und liminf, ,, S, = —oo fs. gilt, dann ist
limsup,_,, pin = oo und liminf, e p, = 0 fs.

Wir betrachten nun die Aussterbewahrscheinlichkeiten in diesen Féllen. Fiir m < n gilt
P(Z, > 0|I) < P(Z,, > O|I]) < pp
und es folgt
P(Z, > 0|II) < 222“”’ = exp (rrgg Sm) .

Im kritischen und subkritischen Fall konvergiert die rechte Seite f.s. gegen 0 und deswegen gilt
in diesen Fillen auch nach Mitteln iiber IT (wie intuitiv erwartet werden konnte)

P(Z, > 0) —5 0, f.s.

Anders als bei “gewohnlichen” Verzweigungsprozessen ist es bei BPRE auch im superkritischen
Fall moglich, dass die Population fast sicher ausstirbt. Starke Fluktuationen der zufilligen
Umgebung wirken namlich wie “Katastrophen” auf die Population. Allgemein gilt das folgende
Resultat, dass in (Smith|[1968| Smith and Wilkinson!1969) bewiesen ist.

Satz 3.12. Es sei E[|X|] < oo, dann ist die Uberlebenswahrscheinlichkeit des BPRE Z positiv, d.h.

lim P(Z, >0) >0

n—oo

genau dann, wenn

E[X] >0 wund E[log(l1- Q({0}))] > —co.
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3.3 Verzweigungsprozesse in zufilliger Umgebung

Die Bedingung E[X] > 0 impliziert, dass Z superkritisch ist, was nach oberen Uberlegungen
notwendig fiir Uberleben mit positiver Wahrscheinlichkeit ist. Die zweite Bedingung besagt
insbesondere, dass die Wahrscheinlichkeit fiir “Katastrophen” Q({0}) nahe an 1 ist,

vernachlissigbar klein ist.

Beispiel 3.13. Fur! € (0, 1) setze q;(0) = 1-Iund ¢;([2/11) = I. Dadurch ist eine einparametrige
Verteilung auf N, definiert mit Mittelwert

mp=1-[2/I1>1.
Sei nun der Parameter [ Realisierung der Zufallsvariablen L mit Verteilung
P(L < x) =C(-logx)™*, x€(0,1).

Dabei ist & € (0, 1) fest und C ist eine Normierungskonstante. Wir setzen Q = q;, wenn L = [
ist. Dann gilt

E[X] = E[log(L - [2/L1] > 0

und

1 1 1+a
E[log(1 - Q({0}))] = E[logL] = ~C f log - alog)~1] = ~C 1B 0

_ C . 1+a _
= T dmos ) ==
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