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Vorwort

Die vorliegende wissenschaftlich-praktische Arbeit befasst sich mit dem Konfigurati-
onsraum eines ebenen Gesténges, den man sich als vereinfachten Greifarm eines Roboters
vorstellen konnte. Es besteht aus drei Doppelarmen, die in einem gleichseitigen Dreieck
angeordnet und verankert sind. Es gibt ein mittleres Gelenk, das die Doppelarme mitein-
ander verbindet. Es wurde untersucht, wie der Konfigurationsraum aufgebaut ist und wie
er in Abhéngigkeit von bestimmten Parametern aussieht. Die Arbeit beinhaltet weiter-
hin die Betrachtung des Konfigurationsraums als Fliache. Er kann als zwei verschiedene
Flachentypen vorkommen. Daraus hergeleitet ist der zweite Teil der Arbeit, der sich mit
dem Ubergang dieser Flichentypen ineinander beschéftigt.

Abstract

The current scientific-practical work is dealing with the configuration space of a plain
linkage, which can be regarded as a simplified version of a grabbing arm of a robot.
It consists of three double cranks, which are arranged in an equilateral triangle and are
anchored. There is a link in the middle, that connects the double cranks. The construction
of the configuration space depending on certain parameters was investigated. Further, this
work contains the analysis of the configuration space as a surface. This space can occur as
two different types of 2-dimensional surfaces in 3-dimensional space. Due to this fact, the
second part of the work considers the topological transformation of one type of surface
into the other.
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1 Einleitung

Bevor ich zur eigentlichen Beschreibung meiner Aufgabe komme, méchte einem wich-
tigen Begriff meiner Arbeit einige Worte widmen - der Topologie. Vielleicht wissen eini-
ge, dass ein Topologist keinen Unterschied zwischen einem Doughnut und einem Becher
macht. Aber was vebirgt sich eigentlich dahinter? Die Topologie ist einerseits ein wich-
tiger, aber relativ junger Zweig der Mathematik, der sich im Laufe des 19. Jhd. aus der
Geometrie entwickelte. Sie befasst sich z.B. mit geometrischen Objekten im Raum und
mit Rdumen im Allgemeinen. Die Bedeutung der Topologie als mathematischer Begriff
wird in dieser Arbeit spéater erldutert.

Im Rahmen dieser Facharbeit habe ich mich mit einem Problem aus der Topologie
beschéftigt. Die Aufgabenstellung konnte man zunéchst auf physikalisch-mechanischer
Ebene folgendermaflen formulieren: Zuerst haben wir drei identische Doppelarme in der
Ebene, die jeweils aus zwei Stangen — einer kleinen und einer grofien — gebaut sind. Diese
Doppelarme sind an dem Ende der groflen Stange fest verankert, und zwar so, dass die
drei Verankerungspunkte die Eckpunkte eines gleichseitigen Dreiecks ergeben wiirden. Die
bisher freien Enden der Doppelarme werden nun aneinander befestigt, und zwar durch ein
verbindendes Gelenk. Somit wird die Bewegungsfreiheit der Arme eingeschréankt, aber die
kleinen Stangen sind immernoch zueinander flexibel. Man koénnte sich vorstellen, dass
diese Konstruktion fiir einen Roboterarm benutzt wird, der z.B. Objekte bis zu einer
bestimmten Grosse zeichnen soll. Dazu wird an dem Gelenk, das die kleinen Stangen
miteinander verbindet, ein Stift befestigt. Objekte welcher Form und welcher Grosse lassen
sich nun mit diesem Stift zeichnen? Oder mit anderen Worten: Welche Bewegungsfreiheit
hat der Punkt, in dem sich der Stift befindet? In welchem Raum kann er sich bewegen
und wie dndert sich dieser, wenn z.B. die Léngen der Stangen verdndert wird? Diese
Fragen zu analysieren und eine umfassende Charakterisierung dieses Konfigurationsraums
zu erarbeiten war meine Aufgabe. Dabei hatte ich diesen Raum zunéchst hauptséichlich
auf aussere Merkmale untersucht, wie Aussehen und Form. Doch im Laufe der Arbeit
habe ich mich immer mehr in die mathematischen Betrachtungen vertieft.

Am Anfang meiner Arbeitszeit war das volle Ausmafl der Problemstellung noch nicht
zu sehen und ich befasste mich mit den moglichen Formen der ebenen Fléiche, in dem
sich der besagte Punkt bewegen kann, in Abhéngigkeit von bestimmmten Parametern.
Weiterhin galt es, zu zeigen, dass der gesamte Konfigurationsraum als Flache dargestellt
werden kann, und die Klasse der Fliche mithilfe der Eulerschen Charakteristik zu berech-
nen. Dabei stellte sich heraus, dass der Konfigurationsraum nicht immer ein-und-dieselbe
Fliche war, sondern in typischen Fillen eine Flache vom Geschlecht 3 und in einigen
Fillen eine Kugeloberfliche. Aus dieser Erkenntnis heraus, stellte sich ein neues Problem,
ndmlich wie es passieren kann, dass die Fliache vom Geschlecht 3 plotzlich ihre Henkel
verliert und zur Kugeloberfliche wird. Um diesen Ubergang zu beleuchten, musste ich
bestimmte geschlossene Kurven (Geodédten) suchen, die sich dabei zusammenziehen. Am
Ende entsprach die Losung dieses Problems eleganterweise einem bekannten Modell. Diese
Arbeit stellt meine Ergebnisse in der oben beschriebenen Reihenfolge ihrer Ausarbeitung
dar.

Zwischen den Erlaterungen der Ergebnisse gebe ich zweimal einen Einblick in die
notwendige Theorie. In Kapitel 3 geht es u.a. um Flicheneigenschaften und den Eulerschen
Polyedersatz. Im néchsten theoretischen Teil (Kapitel 5) werden die Grundlagen zu den
Homotopieklassen und auch zum Begriff der Kriimmung dargelegt.



Abbildung 1: Hier sind drei Modelle der Raumzeit dargestellt. Zu dem ersten schreibt S.
Hawking: ,Eine Hypothese ist die Kein-Rand-Bedingung, die Annahme, Zeit und Raum
seien endlich und bildeten eine geschlossene Fliche ohne Rand, sowie die Oberfliche der
Erde von endlicher Grifle ist, aber keinen Rand besitzt.”(siche [3]). Die anderen beiden
Modelle zeigen die Raumzeit einmal als Ebene und einmal als Sattelflache.

Berechnungen, wie sie in dieser Arbeit angestellt wurden, konnen beispielsweise in
der Physik und Robotertechnik verwendet werden. In der Mechanik und vor Allem in
der Entwicklung von Robotern ist der berechnete Konfigurationsraum eines oder meh-
rerer Gelenke — wie in dem Gestédnge — von Bedeutung. Nicht nur fiir eine zeichnende
Konstruktion, an der meine Aufgabe erklart wurde, sondern auch fiir alle méglichen Grei-
farme benotigt man eine dhnliche Analyse, wie in der vorliegenden Arbeit durchgefiihrt
wurde. Gerade in der heutigen Zeit, in der alle Maschinen energetisch moglichst effizient
sein miissen, sollte man wissen, ob man z.B. statt einen ganzen Greifarm zu bewegen,
lieber blof die ,,Fingergelenke” etwas verschiebt.

Die topologische Analyse von Fldachen im Allgemeinen findet heutzutage in vielen Na-
turwissenschaften, z.B. in der Astronomie und der Kosmologie, Anwendung. Besonders
seit Albert Einsteins Relativitéitstheorie und seiner Entdeckung der Raumzeit beschéftigen
sich viele Wissenschaftler mit der Form, der Dimension und der Kriimmung des Welt-
raums. Viele Theorien wurden zu dieser Thematik entwickelt, die z.B. von dem Physiker
Stephen Hawking beschrieben werden (Abb. 1), aber ein Grofiteil ist bisher unbewiesen.
In diesem Bereich hat die Topologie weiterhin noch viel Raum fiir Anwendungen.

Obwohl fiir diese Arbeit eine konkrete praktische Anwendung denkbar ist, beinhaltet
sie ausschliefilich mathematisch-theoretische Betrachtungen.



2 Der Konfigurationsraum des Gestinges

2.1 Das Modell

Auf der Abbildung 2 ist ein Gestédnge aus drei Doppelarmen zu sehen. Diese bestehen
jeweils aus einer groflen und einer kleinen Stange der Léngen R und r und die festen
Verankerungspunkte der grofien Stangen sind in einem gleichseitigen Dreieck ABC ange-
ordnet. Die Enden der kleinen Stangen sind durch ein Gelenk verbunden, ebenso wie jede
grofle mit der zugehorigen kleinen Stange. In unseren Betrachtungen werden die Stangen
als Strecken und die Gelenke als Punkte angesehen.

Der Raum den wir betrachten wollen, ist derjenige, in dem sich der mittlere Punkt O,
also das verbindende Gelenk zwischen den kleinen Stangen, befinden kann. Der Konfigu-
rationsraum hingegen beinhaltet sowohl die Position von O, als auch die verschiedenen
moglichen Stellungen der Gelenke fiir die jeweilige Position.

Abbildung 2: Die Projektion des Konfigurationsraums des Gesténges

Die Projektion dieses Konfigurationsraumes, bei der wir nur die Position des Punktes
betrachten und die Stellungen der Gelenke auler Acht lassen, betrachten wir nun erst ein-
mal fiir ein Doppelgelenk, wobei der interessante Punkt P sich in dem Ende der kleinen
Stange befindet (Abb. 3 ). In diesem Fall kann sowohl die grofie als auch die kleine Stange
eine volle Drehung ausfiihren, wobei sie immer in der Ebene bleiben muss. Die Stangen
sind idealisiert, d.h. sie kénnen sich gegenseitig und die Gelenke bei ihrer Bewegung durch-
kreuzen, ohne in die dritte Dimension ausweichen zu miissen. Den Verankerungspunkt der
groflen Stange nennen wir M. Nun betrdgt der Abstand zwischen M und P mindestens
R — r und hochstens R + r. Die Projektion des Konfigurationsraumes, nennen wir sie
Konfigurationsblatt, wird also durch die Radien R + r und R — r begrenzt.

Stellt man ihn in der Ebene graphisch dar, ergibt er einen 2-dimensionalen Ring. Da
aber zu jeder Position von P der Doppelarm mathematisch positiv (Stellung ,,+*) oder
negativ (Stellung ,—*) in Bezug auf die Verbindungsstrecke zwischen M und P einge-
renkt sein kann, gibt es zwei Konfigurationsblatter — zwei identische Ringe. Um aus der
einen Stellung in die andere zu gelangen, also den Doppelarm zur anderen Seite einzuren-
ken, muss er sich entweder maximal strecken oder die kleine Stange muss sich maximal



Abbildung 3: Die Bewegungsmoglichkeiten eines Doppelarms und ein zugehoriges Konfi-
gurationsblatt.

einklappen, denn die Stangen diirfen ja nicht den R? verlassen und einfach zur anderen
Seite geklappt werden. Im maximal ausgestreckten bzw. maximal eingeklappten Zustand,
befindet sich P am &ufleren bzw. am inneren Rand des Ringes. Aus dieser Position kann
sich der Doppelarm in jede der beiden Richtungen einrenken, das heifit, an den Réandern
kann man von einem Konfigurationsblatt in das andere gelangen. Die Rénder der beiden

Abbildung 4: Links: Zu einer Position von P gibt es jeweils zwei mogliche Stellungen des
Doppelarms. Rechts: Durch maximales Ausstrecken bzw. Einklappen kann der Doppelarm
seinen Einrenkungssinn &ndern.

Blatter werden also miteinander identifiziert und wir erhalten den gesamten Konfigurati-
onsraum des Doppelarms, der aus 2 Flachen, 2 gekriimmten Kanten und 0 Ecken besteht.
Damit ist die Eulersche Charakteristik : x = 0 — 2+ 2 = 0 (siehe Kapitel 3.3). An dieser
Stelle muss ich auf die folgenden Kapitel vorgreifen und verraten, dass diese Eulersche
Charakteristik der Gesamtfliche mit der des Torus iibereinstimmt. Bildlich kann man
sich vorstellen, dass die beiden Ringe an den Rédndern zusammengendht werden und der
Hohlraum zwischen ihnen mit Luft aufgepumpt wird.

6



Etwas schwieriger wird es nun bei dem Gestédnge. Die groflen und die kleinen Stangen
haben weniger Bewegungsfreiheit und kénnen sich nur noch innerhalb eines bestimmten
Winkels bewegen. In typischen Fiéllen kann sich der Punkt O innerhalb eines Sechsecks
mit gekriimmten Seiten bewegen (siehe Abb. 2). Die anderen Félle werden spéter beleuch-
tet. Die Form des Konfigurationsblattes ist u.a. von den Parametern R und r abhéngig.
Die bestimmenden Radien sind wieder R + r, der im Sechseck die konvexen Seiten, und
R — r, der die konkaven Seiten ergibt. Diesmal kann fiir jede Position von O jeder der
drei Doppelarme mathematisch positiv oder negativ eingerenkt sein (siche Abb. 5b). Also
gibt es 23 = 8 Moglichkeiten der Stellung der Arme fiir jede Position von O und damit
8 Konfigurationsblédtter. Wenn sich O auf einer der Kanten des Sechsecks befindet, ist
immer ein bestimmter Doppelarm entweder maximal ausgestreckt oder maximal einge-
renkt. Das bedeutet, dass man wieder iiber eine Kante in ein anderes Konfigurationsblatt
gelangen kann. In einer Ecke ist immer jeweils ein Doppelarm maximal eingerenkt und ein
Doppelarm maximal ausgestreckt. Beide haben die Moglichkeit, sich math. positiv oder
negativ einzurenken, d.h. in einer Ecke treffen 22 = 4 Konfigurationsbliitter aufeinander.

Abbildung 5:

a - ein Doppelarm kann math. positiv oder negativ eingerenkt sein
b - das gilt natiirlich fiir alle drei
¢ - an einer konkaven Seite ist einer der Doppelarme maximal eingerenkt

d - in einer Ecke ist ein Doppelarm maximal eingerenkt und einer maximal ausge-
streckt



2.2 Abhéangigkeit von den Parametern

Da die Basispunkte A, B, C sich wie die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks anordnen,
braucht man eine Grosse, die dieses Dreieck bestimmt. Man konnte natiirlich die Sei-
tenlinge L des Dreiecks ABC' als Parameter nehmen, jedoch hat diese wenig mit dem
Konfigurationsraum zu tun. Deshalb ist es sinnvoller den Umkreisradius Ly zu nehmen,
also die Entfernung der Eckpunkte vom Mittelpunkt. Die wichtigen Parameter sind dem-
nach R, r und Lg.

Abbildung 6:

Nun stellt sich die Frage, ob der Konfigurationsraum X iiberhaupt immer, d.h. fiir alle
R,r,Lr € RT, existiert und ob er stets die Form eines Sechsecks mit gekriimmten Seiten
hat. Auf beide Fragen lautet die Antwort nein. Lésst man den Parameter Lgr konstant
und verdndert nur R und r, mit R > r, so ergeben sich 7 Md&glichkeiten:

C
/,' \\\‘
/ R \
/
,/' Y\ \
/ M
’ P
4"’// \
A B

Abbildung 7: Die Félle 1 bis 3.

1. R und r sind so klein, dass R 4+ r < Lg. Das bedeutet, dass die Doppelarme sich
gar nicht treffen und dass X = ) (der Konfigurationsraum existiert nicht).

2. R+ r ist gerade so gross wie Lr und die Doppelarme treffen sich im Mittelpunkt
des Dreiecks ABC'. Allerdings hat diese Konstellation keine Bewegungsmoglichkeiten, also
besteht X nur aus einem Punkt.

3. R und r sind so, dass die Form des Konfigurationsblattes nur von R + r bestimmt
wird. Es entsteht ein Dreieck mit konvexen Seiten.



4. Hier sieht man das Sechseck mit 3 konkaven und 3 konvexen Seiten.

5. In diesem Fall wird das Konfigurationsblatt nur von R — r bestimmt. Man erhélt
ein Dreieck mit konkaven Seiten.

6. Die Situation ist dhnlich wie bei 2.: X besteht aus einem Punkt.

7. X =0, denn die Stangen sind zu lang.

=> O

Abbildung 9: Die Félle und 6 und 7.

Die Félle 1, 2 und 6, 7 sind sind nicht weiter von Bedeutung und werden im Folgen-
den nicht betrachtet. Die Félle 3 bis 5, ihre Konfigurationsraume und insbesondere die
Ubergéinge vom konkaven bzw. konvexen Dreieck zum Sechseck sollen genauer untersucht
werden. Zuerst miissen wir herausfinden, wie die Form des Konfigurationsblattes von den
Parametern R, r und Ly abhéngt.

Im Voraus kénnen einige Nebenbedingungen aufgestellt werden, die sich aus dem Mo-
dell ergeben. Erst einmal bilden die Strecken R, r und Lg immer ein Dreieck — AAM D,
ausser, wenn der Konfigurationsraum nur aus einem Punkt besteht oder die leere Menge
ist. Letztere sind aber Ausnahmefélle. In diesem Dreieck gelten folgende Dreiecksunglei-
chungen zwischen den Parametern:

R+ 1r > Lg, (2'1>
Lr+R >,
Lr+7r > R.



Abbildung 10: Der griine Bereich ist durch die Dreiecksungleichungen 77 mit Ly = 1
begrenzt. Nur dort diirfen sich die Paare (r,R) aufhalten.

Weiterhin, konnen wir in der Abb.10 das Dreieck AANM erkennen, in dem ein Zu-
sammenhang zwischen der Seitenlénge L und dem Umkreisradius Lg aufgestellt werden
kann. In einem gleichseitigen Dreieck ist der Umkreisradius gleichzeitig die Winkelhal-
bierende, deshalb ist der Winkel v = 30°. Weiterhin gilt: MN = sin(30°)Lr = Z2. Die
Ankathete von « ist % In diesem Dreieck wendet man jetzt den Satz des Pythagoras an
und kommt darauf, dass L = % bzw. L = /3Lg.

Wie schon erwihnt, gelten die oberen Aussagen fiir R > r und R,r,Lr € RT, aber
sowohl fiir die dreieckigen als auch fiir die sechseckigen Konfigurationsbléatter. Nun widmen
wir uns den Bedingungen fiir die verschiedenen Konfigurationsblattern.

2.2.1 Der Fall des konvexen Dreiecks

Wie schon bekannt ist, ergeben sich die konvexen Seiten eines Konfigurationsblattes immer
aus den drei Bogen vom Radius R + r, egal welche Form es hat. Auch bei dem Sechseck
haben wir zunéchst ein konvexes Dreieck. Dann werden aber die Ecken dieses Dreiecks
durch die Bogen vom Radius R—r praktisch “abgeschnitten”, sodass ein Sechseck entsteht.
Das Konfigurationsblatt bleibt aber ein konvexes Dreieck, wenn R —r dessen Ecken nicht
erreicht bzw. gerade noch erreicht. Das bedeutet, dass die Lange R —r kleiner bzw. gleich
Ly minus eine bestimmte Strecke ¢ sein muss, wobei 6 dem Umkreisradius des konvexen
Dreiecks entspricht.

Die Strecke ¢ lasst sich natiirlich durch die drei Parameter ausdriicken. Dazu benuzen wir
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Abbildung 11: Das konvexe Dreieck.

wieder den Satz des Pythagoras im Dreieck ADBE und ersetzen é durch ?L R-

L L L 3
2 _ (TR 2 Y2 _ (KR 2, Y72
(R+71)° = ( 5 +9) +(2) (2 +9) +4LR
L 3
(7R+5)2 = (R+1)° =L,
§ = \/(R+r)2_§L§—% (2.5)

Bemerkung: Die Wurzel bei 2.5 ist wohldefiniert, denn:
2 B9
3
(R+7)" > T Ly

4

R+TZ ?LR

— wahre Aussage, denn R +r > Lg.

Nun kénnen wir § (Ungl. 2.5) in die Ungleichung 2.4 einsetzen und vereinfachen:

R—r < gLR—\/(RJrT)?—%L%

3 3
(R+71)* — ZL% < ZL% —3Lg(R—7)+ (R+7)?

3L% —3Lp(R—71)—4Rr > 0 (2.6)

Diese Ungleichung ist also die Bedingung fiir ein konvexes Dreieck. Nun wére es prak-
tisch, sie nach einer der Variablen umzustellen, zum Beispiel R. Nach dem Umstellen,
erhalten wir:
3L R(L R —+ T) 3

R < _2r
= 3L+ 4r r# —gbn
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Um sich diese Ungleichung veranschaulichen zu kénnen, muss man annehmen, dass
Lpr konstant ist, z.B. setzt man Lz = 1. So kénnen wir R nur in Abhéngigkeit von r
darstellen:

R< 30Er) (2.7)

3+ 4r

Abbildung 12: Hier ist die Ungleichung 2.7 dargestellt, dabei ist R > 0 und r > 0.
Die Funktion hat eine Polstelle bei r = —%, aber sie ist nicht im Definitionsbereich des
Konfigurationsraums. W#hlt man ein (R,r)-Paar aus dem blauen Bereich, erhdlt man ein
konvexes Dreieck als Konfigurationsblatt.

2.2.2 Der Fall des konkaven Dreiecks

Bei dem konkaven Dreieck ist die Bedingung &dhnlich wie bei dem konvexen, aber diesmal
muss der Radius R + r grosser bzw. gleich Lg plus ein bestimmtes § sein. Die Strecke
entspricht hier dem Inkreisradius des konkaven Dreiecks.

Cc

Abbildung 13: Das konkave Dreieck.
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Hier miissen wir, bevor wir ¢ ausrechnen kénnen, zuerst die Strecke x durch die Parameter
R, r und Lg ausdriicken. Hierfiir wird wieder der Satz des Pythagoras im Dreieck AF BM
verwendet.

L? 3
(R—r)*= x2+zz x2+ZL%

T = \/(R —r)?— ZL% (2.9)

Bemerkung: Die Wurzel bei 2.9 ist wohldefiniert, wenn gilt:

Wie in der Abb. 13 zu sehen ist, gilt 6 = LTR — x. In diese Gleichung setzen wir nun
die Gleichung 2.9 fiir z ein und bekommen ¢ in Abhéngigkeit von den Parametern.

Lgr Lpr 3
0= 7—3:: 7—\/(R—T)Q—ZL2R

Jetzt setzen wir § in die Ungleichung 2.8 ein und erhalten die Bedingung fiir ein
konkaves Dreieck.

R+r > ;LR—\/(R—T)Q—ZL%

—3L% +3Lr(R+7)—4Rr > 0 (2.10)

Beim Umstellen nach der Variable R ergeben sich zwei Félle mit unterschiedlichem
Relationszeichen:

3LR(LR—T) .. 3
1 > —— 2 f -L
)R > 3L, dr tir r < Lg,
3Lr(Lr — 1) . 3
2 < — f —Lg.
VRS =4 =gk

Zur Veranschaulichung dieser zwei Ungleichungen setzen wir auch hier L =konst.,
z.B. Lr = 1. Nun erhalten wir:

3(1—r) 3
)R > fi 3
)R > 34 <o,
3(1—r) 3
2 < fii —. 2.11
)R < 34 > (2.11)



-2

Abbildung 14: Hier ist die Ungleichung 2.11 im 1. Quadranten dargestellt. Die Funktion
hat bei r = %, deshalb wird der Wert aus dem Definitonsbereich ausgeschlossen. Wahlt
man ein (R,r)-Paar aus dem roten Bereich, erhalt man ein konkaves Dreieck.

Es gibt noch eine andere Menge von Konfigurationen, die ein konkaves Dreieck ergibt.
Es gibt Félle, in denen die Radien so sind, dass man ein konkaves Dreieck und noch
drei kleine Dreiecke erhélt, die nicht mit diesem verbunden sind (siehe Abb. 15). Diese
kleinen Dreiecke sind von dem konkaven Dreieck aus nicht erreichtbar und damit ergibt
diese Konfiguration praktisch auch einem konkaves Dreieck als Konfigurationsblatt. Solche
Félle treten unter ganz bestimmten Bedingungen ein. Die erste ist, dass die Radien so
gewdhlt werden miissen, dass ein sechseckiges Konfigurationsblatt mit dem selben R + r
sich zum Teil aulerhalb des Dreiecks ABC' befinden wiirde.

Der Grenzfall ist eine solche Konfiguration, bei der jeweils zwei Ecken des Sechsecks
auf einer Seite des Dreiecks liegen. Hier kann man im Dreieck ... den Kosinussatz mit einer
grofler-Relation aufstellen:

(R+7)*>(R—r)"+3L5 —2(R—7)-V3Lg - cos60°
(Rot7)> 2 (R=r)*+3L% = (R—1) V3L
R*+2Rr+1*> R* —2Rr +1° + 3L} — (R—r) - V3Lg

4Rr+V3Lg- R > 3L+ V3L v
R(4r + V3Lg) > 3L} + V3Lg - r
R 3Rt VBLe-r

4r +/3Lg

Zusétzlich zu dieser Bedingung muss auch gelten, dass R — r grofler ist, als die halbe
Seitenldnge des Dreiecks ABC"

3
R—T>§LR.

Wenn das Gleichheitszeichen gelten wiirde, wiren die drei kleinen Dreiecke mit dem mitt-
leren noch jeweils durch einen Punkt verbunden und wir héitten ein Sechseck.
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Abbildung 15: Die Konfiguration mit einem konkaven Dreieck und drei davon getrennten
Dreiecken zéhlt auch zu den konkaven Dreiecken.

2.2.3 Der Fall des Sechsecks

Die Bedingung bzw. Bedingungen fiir ein Sechseck kann man einfach aus den Bedingungen
fiir die Dreiecke herleiten. Wenn R — r > Lz — 0; und gleichzeitig R +r < Lg + 0s,
entsteht ein Sechseck. Es miissen also die Ungleichungen (1-3) mit jeweils umgekehrtem
Relationszeichen gelten:

1)  3L% —3Lg(R—7r)—4Rr <0

2) —3L%+3Lgr(R+7)—4Rr <0

Stellt man diese nach R um, sieht man, dass die Fallunterscheidung diesmal nicht
notwendig ist. Der Fall fiir > 2Lp bei 2) ist schon in 1) enthalten. Es muss gelten:

3LR(LR+T) . 3
1 _— t R —=L
) R > 3Lt 4 mit r € R, r # 1Lr
3LR(LR—T) .. 3
DR < ———= f < =Lnp.
) 3Ly — Ar WS e

2.2.4 Zusammenfassung

Um einen Gesamtiiberblick iiber die Abhéngigkeit der drei Formen der Konfigurations-
blatter von Parametern zu erhalten, stellen wir alle Ungleichungen zusammen graphisch
dar (Abb. 16). Dazu benutzen wir wie in den vorigen Beispielen Lr = 1. Allerdings tritt
ein Problem auf: fiir » > 1 iiberschneiden sich die Bereiche des konkaven und des kon-
vexen Dreiecks, was logisch gesehen nicht moglich ist. Dabei kommt uns die Bedingung
R > r zu Hilfe. Stellen wir sie auch graphisch dar, fillt der Teil mit der Uberlappung
weg und wir erhalten einen Bereich, in dem alle drei Formen des Konfiguationsblattes zu
sehen sind. Um von dem Bereich des konkaven in den des konvexe Dreiecks zu gelangen,
muss der Bereich des Sechsecks iiberquert werden. Das entspricht auch den physikalischen
Uberlegungen: man kann ausgehend von einem konvexen Dreieck durch Vergrosserung
des Radius R — r nicht sofort ein konkaves Dreieck bekommen, ohne zwischendurch ein
Sechseck als Konfigurationsraum zu erhalten, und umgekehrt.
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Abbildung 16: Das endgiiltige Phasendiagramm mit den Bereichen des Sechsecks, des
konkaven und des konvexen Dreiecks. Es gilt: r, R € Rund R > r.

2.3 Nomenklatur

Zu jedem Punkt, den das Gesténge erreichen kann gibt es 8 mogliche Stellungen der
Gelenke, denn jeder Doppelarm kann in Bezug auf die Verbindungsstrecke zwischen dem
jeweiligen Verankerungspunkt und O mathematisch positiv oder negativ eingerenkt sein.
Zu jeder Stellung der 3 Doppelarme gehort demnach ein Sechs- bzw. Dreieck. Um diese
auseinander halten zu konnen, miissen sie auf irgendeine Weise durchnummeriert werden.
Dazu wird der Einrenkungssinn von jedem Doppelgelenk registriert — ist es math. positiv
eingerenkt, wird ein ,,+“eingetragen, ist es math. negativ eingerenkt, ein ,—*“. So entsteht
zu jedem Sechs- bzw. Dreieck jeweils ein Vorzeichentripel, wobei das erste Vorzeichen
zu dem Doppelgelenk A gehort, das zweite zum Doppelgelenk B und das dritte zum
Doppelgelenk C.

Abbildung 17: Hier zwei Beispiele fiir die Bennenung der Konfigurationsblétter.
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Auf diese Weise sieht man an der Stellung der Doppelarme in welchem Sechs- bzw.
Dreieck sich O gerade befindet (Abb. 17) und kann sich einen genauen Uberblick dariiber
verschaffen, welche Konfigurationsbldatter an welche grenzen und wie.

2.4 Die Bewegung im Konfigurationsraum

Solange sich O innerhalb eines Konfigurationsblattes bewegt, behalten die Doppelarme
ihren Einrenkungssinn und nur die Winkel zwischen den Stangen dndern sich. Um diesen
zu adndern gibt es mehrere Moglichkeiten. Wir betrachten zunéchst den Fall mit dem
dreieckigen Konfigurationsblatt, wobei man unterscheiden muss, ob die Seiten konvex
oder konkav sind.

Um den Einrenkungssinn eines Doppelarms in einem konvexen Dreieck zu &ndern,
muss man ihn ausstrecken, sodass sein Ende sich auf der seinem Verankerungspunkt ge-
geniiberliegenden Kante befindet. Dann gelangt man, durch Einrenken des Doppelarms
in die andere Richtung, in ein anderes Dreieck, dessen Tripel sich in genau einem Vorzei-
chen von dem Tripel des Ausgangsdreiecks unterscheidet, namlich in dem Vorzeichen des
anders eingerenkten Doppelgelenks. In einem konkaven Dreieck besteht der Unterschied
nur dadurch, dass man den Doppelarm nicht ausstrecken sondern einklappen muss.

Um den Einrenkungssinnn von zwei Doppelgelenken gleichzeitig zu dndern, miissen
beide ausgestreckt werden, so dass sich der Punkt O in der Ecke befindet, die den Veran-
kerungspunkten der beiden Doppelgelenke gegeniiber liegt. Von hier aus haben die Gelen-
ke vier Moglichkeiten: erstens konnen sie natiirlich in ihre Anfangsstellung zuriickgehen,
zweitens konnen sich beide in die andere Richtung einrenken, drittens kann das erste
Gelenk den Einrenkungssinn dndern und das zweite nicht und vierstens andersherum.
In einer Ecke grenzt das Ausgangsdreieck also an 3 weitere. Dabei hat es mit zwei die-
ser Dreiecke auch eine Kante gemeinsam, und zwar die, die sich rechts bzw. links von
der Ecke befindet. Beim Ubergang in eines dieser beiden Dreiecke #ndert sich nur ein
Vorzeichen. Mit dem dritten Dreieck hat das Ausgangsdreieck aber nur diese eine Ecke
gemeinsam. Beim Ubergang éndern sich zwei Vorzeichen des Tripels. Bei einem konkaven
Dreieck miissen die beiden Doppelarme wiederum einklappt werden und O befindet sich
dann in der Ecke zwischen den Verankerungspunkten. Die Bewegungsmoglichkeiten sind
analog zu den oben beschriebenen.

In einem sechseckigen Konfigurationsblatt gehort zu jedem Doppelarm eine konka-
ve und eine konvexe Seite. Es gibt also zwei Mo6glichkeiten seinen Einrenkungssinnn zu
andern: entweder er wird ausgestreckt, wobei sich O auf der zugehorigen konvexen Seite be-
findet, oder er wird eingeklappt und O ist auf der konkaven Seite. Nach beiden Ubergéngen
befindet sich O aber im gleichen Sechseck, das sich wieder in einem Vorzeichen des Tri-
pels vom Ausgangssechseck unterscheidet. Das heifit, zwei Sechsecke sind immer an zwei
Kanten miteinander ,,verklebt“, ndmlich an denen, die sich gerade gegeniiberliegen.

Uber eine Ecke kann man wieder den Einrenkugssinn von zwei Doppelarmen #ndern
und es treffen sich dort auch immer vier Konfigurationsblitter. Es gibt aber fiir je zwei
Doppelarme zwei zugehorige Ecken. Die erste ist zwischen der konkaven Seite des ersten
und der konvexen Seite des zweiten Doppelarms. Die zweite ist logischerweise zwischen
der konvexen Seite des ersten und der konkaven Seite des zweiten Doppelarms. Wenn
sich O in der ersten Ecke befindet ist der erste Doppelarm eingeklappt und der zweite
ausgestreckt. In der zweiten ist es umgekehrt.
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3 Theoretische Grundlagen zu Fldchen

3.1 Der Flachenbegriff

Bevor wir den Konfigurationsraum des Drei-Doppelarm-Systems als Flédche charakterisie-
ren konnen, ist es notwendig, zuerst den Begriff | Flache“zu beleuchten. Welche Eigenschaf-
ten muss ein Objekt haben, um eine Fliache zu sein, und wie kann man diese klassifizieren?
Um diese Fragen zu kléren, fiihren wir zunéchst eine anschauliche Flachendefinition ein:
Eine Fldche sieht lokal aus wie eine Kreisscheibe (siche Abb. 18). Dazu ergénzen wir, dass

Abbildung 18: Dieser Torus (links) ist eine Fléche, da jede Umgebung wie eine Kreisscheibe
aussieht (z.B. die schraffierte Kreisfliche auf dem Bild). Der Kérper rechts jedoch, der
aus zwei Kegeln ohne Grundfliche besteht, ist keine Flache. An der Stelle, an der die
beiden Kegel sich beriihren, kann man eine beliebig kleine Umgebung nicht durch eine
Kreisscheibe ersetzen.

es auf einer Fliache moglich sein muss, lokal ein Koordinatensystem anzugeben. Weiterhin
sei es erlaubt, dass sie Knicke besitzt, d.h. nicht glatt ist. Eine glatte Flache wére z.B.
die Oberflidche einer Kugel, also eine Sphére. Auf dieser lésst sich ein stetig verlaufendes
(differenzierbares) Koordinatensystem angeben, aufier an den Polen, das keine sprunghaf-
ten Richtungsénderungen eines Vektors beinhaltet. Das ist z.B. auf der Oberflache eines
Wiirfels nicht der Fall, deshalb ist diese nicht glatt (siche Abb. 19).

Abbildung 19: Eine Sphére und eine Wiirfeloberfliche mit Koordinatensystem.

Beide sind in unserem Sinne Fléchen und topologisch gesehen sind sie sogar als gleich
zu betrachten. Die Wiirfeloberfliche W ist fiquivalent zur Sphire S?, obwohl sie unter-
schiedliche Darstellungen besitzen

§* ={(z,y,2) e R*|2” + 9y + 2" = 1},

W= AUuBUC, mit
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A={(z,y,2) eR*||z| =1, [y| <1, |2[ < 1}
B={(z,y,2) eR*||z| <1, |y| =1, || < 1}
C={(z,y,2) eR*| 2| <1, Jy| < 1, |2] = 1}.

Diese beiden Flichen sind in den dreidimensionalen Raum R? eingebettet, aber das
trifft nicht auf alle Flachen zu (siehe Abb. 26). Die Beziehung zwischen der Wiirfeloberflache
und der Sphére lisst sich mit dem Begriff der topologischen Aquivalenz oder des Hom6omorphismus
erklaren, zu dem wir nun kommen. Allgemein heiflen zwei Mengen X und Y homdomorph
zueinander, wenn es eine bijektive Abbildung f : X — Y gibt, wobei f und f~! ste-
tig sind. Diese Abbildung heifit dann Homdomorphismus. Eine bijektive Abbildung ist
diejenige, welche jedem Element der Menge X genau ein Element der Menge Y zuord-
net und umgekehrt (Eineindeutigkeit). Auf zwei Fléchen tibertragen, lautet die Definition
folgendermaflen:

Definition 3.1 Zwei Flichen sind homdomorph, wenn zwischen ihnen ein Homdomorphismus

(biektive Abbildung) besteht.

Zwischen den oben betrachteten Fléchen besteht also ein Homdomorphismus. Eine Moglichkeit,
diese ineinander zu iiberfiithren, zeigt die Abbildung 20. Hier werden die Punkte auf der
Wiirfeloberflache durch Projektion vom Mittelpunkt M des Wiirfels zu Punkten auf der
Kugeloberflache.

Abbildung 20: Ein méglicher Homéomorphismus zwischen der Wiirfel- und der Kugelo-
berflache.

Bei dieser Projektion stellt sich die Frage, was mit den Kanten und Ecken passiert,
denn eine Kugeloberflache besitzt weder das eine noch das andere. Aber darauf werden
wir spéater noch zu sprechen kommen.

3.2 Der Simplizialkomplex

Eine Flache ldasst sich in Simplices zerlegen. Zum Beispiel besteht die Wiirfeloberfliache
aus acht 0-Simplices, zwolf 1-Simplices und sechs 2-Simplices. Offensichtlich stimmen diese
Zahlen mit den Anzahlen der Ecken, Kanten und Seiten {iberein. Demnach entspricht zum
Beispiel der 1-Simplex einer Kante, also einem Geradenstiick. Nach Definition ist ein 1-
Simplex A! die Menge aller Punkte (x¢, z;) ?, die zum R? gehoren, fiir die gilt, dass zg

8In diesem Fall entspricht xy der x-Koordinate und x; der y-Koordinate in der Ebene
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und z; stets groBer bzw. gleich 0 sind und die Summe der Koordinaten in jedem Punkt 1

ergibt (Abb. 21).
Alz{($0,$1)ER2|ZL‘Z‘ZO VOi<i<l A I’0+l‘1:1}

Ein Standartsimplex der Dimension n (Abb. 22) lasst sich folgendermaflen darstellen:

X4
A \
0 ,1' X

Abbildung 21: Der A entspricht der Funktion z; = 1 — o im Intervall [0;1].

A" ={(zg, 71, ..., zn) ER"™M |2, >0V 0<i<n A zo+a+ ...+, =1}

Der n-Simplex ist die Menge aller Punkte mit den Koordinaten (xg, 21, ..., z,) im (n+1)-
dimensionalen Raum, fiir die gilt, dass alle x; mit 0 < ¢ < n gréfler bzw. gleich 0 sind und
die Summe der Koordinaten in jedem Punkt gleich 1 ist. Ein allgemeiner n-Simplex ist ein

v
v, 3

Yy

Vo Yo
v
o v,
Uy

0-Simplex 1-Simplex 2-Simplex 3-Simplex =
(Punkt)  (Strecke) (Dreiecksflache) ((volles) Tetraeder) .

Abbildung 22: Hier einige Standartsimplices.

topologischer Raum, welcher zu A™ homéomorph ist. Um auf das Beispiel des 1-Simplex

zuriickzukommen, ist jedes Geradenstiick homéomorph zu A!, also ein allgemeiner 1-
Simplex.

Definition 3.2 Fin topologischer Raum ist ein Paar (X, O), bestehend aus der Menge X
und einer Menge O von Teilmengen von X (genannt offene Mengen), fir die gilt:

1. Beliebige Vereinigungen von offenen Mengen sind offen.

2. Der Durchschnitt von je zwei offenen Mengen ist offen.
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3. 0 und X sind offen.

Man nennt O die Topologie des topologischen Raumes (X, O). Was bedeutet aber offen
oder der dazu komplementére Begriff abgeschlossen?

Zunichst stellen wir uns den Raum R? vor und darin eine Kugel, einen s.g. Ball B mit
dem Radius 7, wobei » € R und r > 0. Dann heif3t

B, = {(x,y,2) e R*|2® + > + 2* < r?}

offener Ball in R?, denn hier gehoren die Punkte der Obeflichensphiire nicht dazu. Dagegen
gehoren diese dazu, wenn 22 + 3% + 22 < r2. Dann haben wir einen abgeschlossenen Ball.
Fiir den n-dimensionalen Raum R" hitten wir einen Ball mit dem Radius » € R (r > 0)
und dem Mittelpunkt x mit den Koordinaten x4, ..., x,, € R". Dann wére

By(x) = {(y1, s yn) ER" [ (21 = y1)? + oo+ (20— yn)* <77}

ein offener Ball. Das heiit, der Ball ohne seine Randpunkte (siehe Abb. 23) ist offen,
wéahrend der Ball mit seinen Randpunkten abgeschlossen ist. Mithilfe des offenen Balles
lasst sich schliefSlich die offene Menge definieren:

Definition 3.3 Die Menge A C X mit X = R" heifit offen & Vax € A3Ir >0: B.(z) C
A. Sie ist genau dann abgeschlossen, wenn ihre Komplementirmenge X \ A offen ist.

.
hd

Randpunkt

innerer Punkt Ausserer Punkt

Abbildung 23: Zur Erkldrung eines Randpunkts benutze ich hier das Beispiel mit n = 2
und A, als die Menge aller Punkte eines Rechtecks. Ein innerer Punkt ist der, dessen hinrei-
chend kleine Umgebung stets innerhalb des Rechtecks liegt. Ein d&uflerer Punkt ist dement-
sprechend derjenige, dessen hinreichend kleine Umgebung stets aulerhalb des Rechtecks
liegt. Die Umgebung eines Randpunktes liegt allerdings immer innerhalb und auflerhalb
des Rechtecks gleichzeitig, egal wie klein sie ist. Die Menge A wére abgeschlossen, wenn
die Randpunkte des Rechtecks zu A gehoren wiirden, und offen, wenn dies nicht der Fall
wire.

Jetzt wissen wir zwar, was ein Simplex ist, aber mit einem einzelnen kann man noch
nicht so viel anstellen. Interessanter wird es, wenn man mehrere Simplices zusammen-
nimmt. Dabei entsteht ein Simplizialkomplex:
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Abbildung 24: Die Dreiecke A und B werden an ihren Hypothenusen . verklebt*.

Definition 3.4 FEine Menge K von Simplices im R™ heifit ein Simplizialkomlex, wenn
qgilt:

1. Mit jedem seiner Simplices enthdlt K auch dessen simtliche Teilsimplices.

2. Der Durchschnitt von je zwei Simplices von K ist entweder leer oder ein gemeinsa-
mer Teilsimplez.

3.3 Die Eulersche Charakteristik

Zunéchst kann man sich einen Simplizialkomplex mit zwei Simplices vorstellen, z.B. zwei
gleiche, rechtwinklige Dreiecke in der Ebene, die nebeneinader gelegt werden. In diesem
Fall ist der Durchschnitt der beiden die leere Menge. Es ist aber mdéglich aus ihnen z.B.
ein Rechteck zusammenzulegen. Dazu muss man sie an ihren Hypothenusen a und b
miteinander identifizieren oder — mit anderen Worten — sie entlang dieser “verkleben”.
Man bildet mit Hilfe einer Funktion, die bijektiv und stetig sein muss, die Seite a auf das
Dreieck B ab (bzw. umgekehrt). Danach gehoren alle Punkte der Seite a auch zur Seite b
und umgekehrt und die beiden Seiten werden als eine betrachtet (Abb. 24).

Der entstandene Simlizialkomplex hat nun nicht mehr sechs Seiten, sondern nur noch
fiinf. Er gehort, wie alle Polygone, zu der Homdomorphieklasse der Kreischeibe. Um das
festzustellen, rechnet man seine Eulercharakteristik (oder Eulerzahl) nach dem Eulerschen
Polyedersatz aus.

Eulerscher Polyedersatz: Sei P ein endlicher Polyeder im R3. Seine Eulersche Cha-
rakteristik y errechnet sich aus der Anzahl der Ecken F minus die Anzahl der Kanten K
plus die Anzahl der Seitenflichen F":

xX=FE—-K+F (3.1)

Das Viereck, das aus zwei Dreiecken “zusammengeklebt” ist, hat 4 Ecken, 5 Kanten
und 2 Seiten (oder Flichenstiicke). Daraus ergibt sich, dass x = 4 — 5+ 2 = 1. Bei
einer Kreischeibe haben wir 1 Flachenstiick und ihren Rand betrachten wir als 1 Kante,
die durch 1 Ecke mit sich selbst verbunden ist. Die Eulerzahl betréagt ebenfalls 1, denn
x =1—1+1= 1. Ein gewohnliches Polygon hat immer genauso viele Kanten wie Ecken,
deshalb ist ihre Differenz immer 0. Dazu wird die Anzahl der Flachenstiicke addiert, die
immer 1 ist. Somit ist die Eulerzahl auch immer 1.

Weiterhin kénnen wir feststellen, dass ein Viereck, dass aus zwei Dreiecken geklebt
wurde, dieselbe Eulerzahl besitzt wie ein normales Viereck. Und tatséchlich spielt es keine
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Abbildung 25: Fiir die Tkosaederoberfliche betriagt x; = 12 — 30 + 20 = 2, fiir die Tetra-
ederfliche betrigt xo =4 — 6 +4 = 2. Es gilt: x; = x2 = x(S$?) = 2.

Rolle, ob das Viereck oder allgemein das Polygon in eine beliebige Anzahl von Dreiecken
zerteilt, also trianguliert ist. Solange diese Dreiecke miteinander verklebt bleiben, dndert
sich nichts an der Topologie dieses Polygons. Er behélt ja nach der Triangulierung seine
urspriingliche Form, nur an der Kombinatorik der Ecken, Kanten und Seiten &ndert sich
etwas. Die Invarianz der Eulerzahl beim Triangulieren ist fiir ein Polygon einfach zu zeigen.
Wir haben ein konvexes Polygon mit y; = E; — K+ F;. Wenn wir ein Dreieck abtrennen
wollen, verbinden wir eine beliebige Ecke des Polygons mit der zweitnéchsten Ecke durch
eine Strecke. Die Anzahl der Ecken bleibt dabei konstant, Fy = F;. Es kommt eine Kante
und eine Seite hinzu: Ky = K7 + 1 und F5, = F; + 1. Nun ist

Xe=Fy— Ko+t Fh=F —Ki—1+Fh+1=E —K +F =x1.

Analog verhélt es sich mit Polyedern, denn sie gehoren alle zur Homdomorphieklasse
der Sphére. Diese kann man sich als 2 zu Halbsphéren geformte Kreisscheiben vorstellen,
die von 1 Kante zusammengehalten werden, die wiederum durch 1 Ecke mit sich selbst
verbunden ist. Das ergibt y = 1 — 1 + 2 = 2, also haben alle Polyeder die Eulersche
Charkteristik 2. Die verschiedenen Polyeder entstehen durch Triangulierung der Sphére.
Sie kann sowohl in beliebig viele Dreiecke zerlegt werden, als auch in beliebig viele gleiche
oder verschiedene Polygone, denn alle Polygone bestehen aus Dreiecken. Trianguliert man
die Sphére z.B. in vier gleichseitige Dreiecke, bekommt man einen Tetraeder (siehe Abb.
25). Bei der Triangulierung in sechs Quadrate entsteht ein Wiirfel. Die Triangulierung
eines Polyeders entspricht im Prinzip der eines Polygons, denn die Seiten der Polyeder
sind immer Polygone.

An dieser Stelle kommen wir nocheinmal auf den Homéomorphismus zwischen der
Sphére und der Wiirfeloberfliche. Bei der in der Abbildung 20 gezeigten Projektion er-
halten wir eine Sphére mit Kanten und Ecken, die noch vom Wiirfel stammen, mit anderen
Worten: die Kugeloberfliche ist in Quadrate mit gekriimmten Seiten zerlegt. Da wir aber
wissen, dass diese Zerlegung fiir die Topologie nicht von Bedeutung ist, konnen wir die
Kanten und Ecken weglassen und erhalten eine normale Sphére.

3.4 Die Einteilung der Flichen

Mit Hilfe des Eulerschen Polyedersatzes kann man Flachen in Homoéomorphieklassen ein-
teilen und z.B. herausfinden, ob zwei gegebene Fliachen ineinander {iberfiihrt werden
konnen. Fliachen, die orientierbar und geschlossen sind, gehéren zu einer der Homéomorphieklassen,
die von der Sphére mit einer bestimmten Anzahl n von Henkeln gebildet wird. Orientier-
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Abbildung 26: Das Mobiusband (links) ist nicht orientierbar, genauso wie die Kleinsche
Flasche (rechts), denn beide haben nur eine Seite. Die Kleinsche Flasche ist auflerdem
ein Beispiel fiir eine Fliche, die nicht in den R3 eingebettet werden kann, weil sie sich
sonst selbst schneidet (siehe Bild). Das Mébiusband dagegen ist nach unserer Definition
gar keine Flédche, denn es hat einen Rand, an dem die Umgebung natiirlich nicht zu einer
Kreisscheibe homéomorph ist.

S E

Abbildung 27: Hier sieht man, dass der Torus eigentlich eine Sphére mit einem Henkel ist.

bar ist eine Flache, wenn sie zwei Seiten besitzt, wie die Sphére oder der Torus. Dement-
sprechend ist sie nicht orientierbar, wenn sie nur eine einzige Seite hat, wie z.B. das
Mébiusband oder die Kleinsche Flasche (Abb. 26). Der Begriff “geschlossen” beinhaltet
eigentlich zwei Dinge: die Fléche ist einerseits kompakt, d.h. sie breitet sich nicht in die
Unendlichkeit aus, und andererseits hat sie keinen Rand.

Die Anzahl n der Henkel entspricht dem s.g. Geschlecht g der Fliache: n = g. Dieses
steht in Beziehung zur Eulerschen Charakteristik. Es gilt:

X =2-—2g. (3.2)

Ist wiederum y gegeben, so kann man ¢ ausrechnen:

g="—. (3.3)

Anhand der Gleichung 3.2 kann man sehen, dass die Sphéare mit y = 2 die grofite
Eulerzahl und die kleinste Anzahl von Henkeln, ndmlich n = 0, besitzt. Wére y > 2,
miisste n < 0 sein, was aber unmoglich ist. Die erste Homoomorphieklasse unter den
Fléachen ist deshalb die der Sphire. Die zweite ist die des Torus oder der Sphére mit
einem Henkel, mit y = 0 (Abb. 27). Diese Eulerzahl stimmt mit der der Polygone iiberein.
Das léasst sich damit erkldren, dass der Torus durch das “Verkleben” von den jeweils
gegeniiberliegenden Seiten eines Rechtecks entstehen kann. Weitere Homoomorphieklassen
sind in der Tabelle 1 zu sehen.
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Homd&omorphieklasse ‘ Eulerzahl ‘ Geschlecht ‘

@ X =2 g=20

—
<<> N
/"\‘ /’7 ’\ /’ﬁ\
(<> L S
= ~_ 7 X = —4 g = 3

Tabelle 1: Hier sind einige Homdomorphieklassen dargestellt.

4 Der Konfigurationsraum als Fliche

4.1 Nachweis der Flicheneigenschaften

Mithilfe der Fldchendefinition, der Eulerschen Charakteristik und dem Nachweis be-
stimmter Flacheneigenschaften kénnen wir das Aussehen unseres Konfigurationsraumes
genau bestimmen. Zunédchst muss gezeigt werden, dass er iiberhaupt eine Fléche ist. Ein
Konfigurationsblatt, ein ebenes Sechs- bzw. Dreieck, ist homéomorph zur Kreisscheibe
und somit hat auch jeder innere Punkt eine Umgebung, die wie eine Kreisscheibe aus-
sieht. An einer Kante sind immer genau zwei Sechs- bzw. Dreiecke “verklebt”, deshalb
hat ein Randpunkt eines Konfigurationsblattes zwei Umgebungen — eine aus dem einen
und eine aus dem anderen Sechs- bzw. Dreieck, die jewiels hombomorph zu einer halben
Kreisscheibe sind und sich zur einer ganzen zusammenfiigen. An den Ecken sind immer
vier Sechs- bzw. Dreiecke “verklebt”, deshalb hat ein Eckpunkt vier Umgebungen, von
denen jede homoomorph zu einem Viertel einer Kreisscheibe ist. Diese ergeben zusammen
wieder eine Kreisscheibe. Somit ist gezeigt, dass der Konfigurationsraum um jeden Punkt
herum lokal wie eine Kreisscheibe aussieht, also eine Flache ist.

Um herauszufinden, ob er zu einer der Hom6omorphieklassen aus dem Kapitel 3.4
gehort, miissem aber noch einige Eigenschaften festgestellt werden, ndmlich Orientier-
barkeit und Geschlossenheit. Unser Raum ist erstens kompakt, weil er aus genau acht
Sechs- bzw. Dreiecken besteht. Zweitens hat er keinen Rand, denn an jeder Kante sind
bekanntlich zwei und in jeder Ecke vier Sechs- bzw. Dreiecke miteinander “verklebt”.

Der Nachweis der Orientierbarkeit wird anschaulich gefiihrt. Diese Eigenschaft bedeu-
tet, dass man die Flache praktisch in zwei Farben anmalen konnte, denn sie héatte zwei
Seiten. Bei dem Konfigurationsraum geht man von einem beliebigen Sechseck aus und
malt es auf einer Seite rot und auf der anderen griin an. Dabei ist genau definiert, wann
ein Sechseck auf der Vorderseite rot und wann griin ist. Die Vorderseite ist die, bei der die
Verankerungspunkte A, B und C mathematisch positiv angeordnet sind. Ist in dem Tripel
des Sechsecks das Produkt der Vorzeichen positiv (z.B. “——+"), wird die Vorderseite rot
und die Riickseite griin angemalt. Genau umgekehrt ist die Farbung, wenn das Produkt
negativ ist (z.B. “— ++"). nun beginnt man bei einem beliebigen Sechseck, z.B. “4++",
mit der Einfarbung. Das Produkt der Vorzeichen ist positiv, also wird es oben rot und
unten griin. Nun nimmt man eines der Sechsecke, die an einer Kante an das erste Sechseck
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grenzen. Beim Ubergang iiber diese Kante in das zweite Sechseck #ndert sich genau ein
Vorzeichen im Tripel und damit wird ihr Produkt negativ. Hier wird die Vorderseite griin
und die Riickseite rot. Betrachten wir nun blof3 diese beiden Sechsecke als “verklebt”. Da-
mit bei beiden die Vorderseite nach oben zeigt, miissen sie an der Kante gefaltet sein, also
aufeinander liegen. In dem Fall wiirde man zuerst rote Farbe sehen und darunter griine.
Da aber die beiden Sechsecke sich, wenn sie in die Flédche “eingebaut” sind, nebeneinander
befinden, hat man bei beiden die rot angemalten Seite oben. Man befindet sich nach dem
Ubergang in das zweite Sechseck auf der selben Seite der Fliche. Auf diese Weise fiigt
man nacheinander alle Sechsecke an, bis man sich durch jedes Konfigurationsblatt bewegt
hat und wieder im ersten angekommen ist.

Man sieht, dass man nach dem Durchlaufen des gesamten Konfigurationsraums im-
mernoch auf der selben Seite der Fléache ist, ndmlich auf der roten. Damit gibt es keine
Moglichkeit auf die andere Seite der Fliache zu gelangen, d.h. sie sind nicht verbunden.
Also hat diese Flédche tatséchlich zwei Seiten und ist damit orientierbar. Fiir die beiden
dreieckigen Formen der Konfigurationsblétter geht der Nachweis analog.

Nun wissen wir, dass der Konfigurationsraum in eine der Homéomorphieklassen aus
der Tabelle 3.4 gehort, wenn seine Fldche nicht noch mehr Henkel hat. Fiir die Eulersche
Charakteristik, mit der wir das endgiiltig bestimmen, spielt die Kombinatorik der Ecken,
Kanten und Seiten die entscheidende Rolle. Deshalb miissen wir an dieser Stelle zwischen
der Form der Konfigurationsblatter unterscheiden.

4.2 Die Fliache vom Geschlecht 3

Betrachten wir zunéchst den Fall mit den sechseckigen Konfigurationsblatter. Wir wissen,
dass die gesuchte Fliache ein Simplizialkomplex, bestehend aus 8 “zusammengeklebten”
Sechsecken, ist. Die Anzahl der Ecken ist £ = %8 = 12, weil jede Ecke zu vier Konfigu-
rationsbliattern gehort. Die Anzahl der Kanten ist dementsprechend K = %8 = 24, weil
jede Kante zu zwei Sechsecken gleichzeitig gehort. Wir kénnen nun die Eulerzahl yg P
ausrechnen:

xXs=F—-—K+F=12—-24+8 = —4.

Demnach hat unsere Fldche das Geschlecht g = 3 (siehe Tabelle 3.4) und ist homéomorph
zur Shpére mit drei Henkeln. Thr wirkliches Aussehen ist nicht so einfach darzustellen,
unter anderem dadurch, dass immer zwei konkave bzw. zwei konvexe Seiten der Sechsecke
miteinander verklebt werden und eine nach innen bzw. nach aussen gewolbte Kante der
Fliche bilden. Die Einbettung dieser Fliche in den R?® in Abb. 28 entspricht aber zu-
mindest dem Kongruenzverhalten des Konfigurationsraums, denn alle acht Sechsecke sind
gleich. Im Weiteren wird deshalb diese Abbildung zur Visualisierung von Kurven u.i. auf
der Fliache benutzt.

4.3 Die Sphire

Die dreieckigen Konfigurationsblatter mit konvexen und die mit konkaven Seiten kénnen
als ein Fall betrachtet werden. Der Simplizialkomplex besteht wieder aus 8 Konfigurati-

onsblattern. Die Anzahl der Ecken ist diesmal F = % = 6 und die Anzahl der Kanten

Pys — Eulerzahl fiir die Fliche, die aus Sechsecken besteht.
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Abbildung 28: Hier sieht man eine symmetrische Einbettung der Fliche vom Geschlecht
3 in den R3. Eine 0 in den Tripeln entspricht einem “~” und eine 1 entspricht einem “+”.

ist K = % = 12. Die Eulerzahl yp € ist:
xp=E—-K+F=6-12+8=-2.

Wir sehen, dass die Fliche diesmal homéomorph zur Sphére ist. Die Darstellung ist auch
einfacher: die Kugeloberfliche kann man ganz leicht in acht konvexe Dreiecke triangulieren
(siche Abb. 29). Im Fall des konkaven Dreiecks kann man sich einen Homéomorphismus
zur Sphére auch gut vorstellen.

4.4 Die Frage nach dem Ubergang

Wir wissen jetzt also, zu welchen Homéomorphieklassen der Konfigurationsraum in Abhén-
gigkeit von den Parametern gehoren kann. Ebenfalls ist aus dem Kapitel 2.2.4 bekannt,
dass man beim Verdndern der Parameter zunéchst ein konkaves Dreieck, dann ein Sechseck
und schliellich ein konvexes Dreieck als Konfigurationsblatt bekommt (oder umgekehrt).
Fiir den Konfigurationsraum wiirde das bedeuten, dass er zuerst wie eine Sphére aus-
sieht, dann wie eine Fldche mit ¢ = 3 und am Ende wieder wie eine Sphére. Dabei gibt
es offensichtlich zwei Grenzfille, zwei Arten von Parameterkonfigurationen, fiir die der
Konfigurationsraum weder eine Sphére, noch eine Flache mit ¢ = 3 ist, sondern etwas
dazwischen. An dieser Stelle ergibt sich die Hauptfrage der gesamten Untersuchungen,
nédmlich was mit den Fldchen beim Anndhern an einen Grenzfall passiert und wie dieser
Ubergang eigentlich aussieht.

¢xp — Eulerzahl fiir die Fldche, die aus Dreiecken besteht.
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Abbildung 29: Hier ist die Sphére aus den konvexen Dreiecken zusammengesetzt. Durch
die Beschriftung sieht man, welche Konfigurationsblatter an welche grenzen.

Die Beantwortung dieser Fragen bendtigt genauere Kenntnisse iiber den Konfigurati-
onsraum und dazu miissen einige neue Begriffe aus der Topologie eingefiihrt werden.

Abbildung 30: So kann man sich eine Umformung der ,klassichen” Fldche mit drei Hen-
keln, wo man diese gut erkennt, in die Fldche des Konfigurationsraums vorstellen, die mit
der kanonischen Polygonzerlegung kompatibel sein muss.
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5 Theoretische Grundlagen zu Homotopieklassen

5.1 Kurven auf Flichen

Der Begriftf der Homotopie bezieht sich auf Kurven, die sich auf der Ebene oder auch auf
anderen Fléchen befinden. Eine Kurve auf einer Fliche ist eine stetige Abbildung ¢, die
jedem Punkt eines Intervalls [a,b] einen Punkt auf der Fldche zuordnet. Eine geschlossene
Kurve ist diejenige, bei der der Anfangspunkt mit dem Endpunkt {ibereinstimmt, d.h.
c(a) = c(b).

Gegeben seien zwei Kurven ¢ und ¢’ iiber dem selben Intervall [a, b]. Eine Homotopie
von ¢ und ¢ ist eine stetige Abbildung des Rechtecks [a,b]x[0,1], die auf der unteren bzw.
oberen Kante mit den Kurven ¢ und ¢’ iibereinstimmt, auf eine Flidche. Eine Homotopie
von geschlossenen Kurven bildet die Punkte der gegeniiberliegenden vertikalen Seiten
des Rechtecks auf gleiche Punkte ab. Die beiden Kurven heiflen homotop: ¢ ~ ¢’. Die
Voraussetzung ist, dass die Kurven sich auf einer zusammenhéngenden Fldche befinden.
Die Familie aller zueinander homotoper Kurven heiit Homotopieklasse (¢). Die Lange
einer Kurve ist stets grofler bzw. gleich 0.

Satz 5.1 Fiir geschlossene, glatte Flachen gilt: In jeder Homotopieklasse befindet sich
mindestens eine Kurve die das Lingeninfimum dieser Klasse einnimmdt.

Auf der Sphére gehoren alle geschlossenen Kurven zur 0-homotopen Klasse, sie lassen sich
immer auf einen Punkt zusammenziehen.

Seien ¢y, ..., ¢, Homotopieklassen von geschlossenen Kurven. Wir nennen diese Erzeu-
ger, wenn jede andere geschlossene Kurve aus Repréasentanten von ¢y, ..., ¢, zusammenge-
setzt werden konnen. Wenn die Erzeuger, aus denen eine bestimmte Kurve zusammenge-
setzt werden soll, sich weder schneiden noch beriihren, wahlt man einen beliebigen Basis-
punkt. Dann nimmt man jeweils einen solchen Représentanten, der durch den Basispunkt
verlduft. Nun beriihren sich die Erzeuger in dem Basispunkt und kénnen zusammengesetzt
werden.

Satz 5.2 Jede geschlossene, orientierbare Fliche vom Geschlecht g hat 2g Erzeuger.

Dabei ist es nicht eindeutig festgelegt, welche Homotopieklassen zu den 2¢g Erzeugern
gehoren.

Diese Begriffe sollen nun am Beispiel des Torus veranschaulicht werden. Sein Ge-
schlecht ist 1, also gibt es 2 Erzeuger der Fundamentalgruppe. Der erste ist die Homoto-
pieklasse der geschlossenen Kurven, die horizontal zum Radius des Torus um den Henkel
herumlaufen. Der zweite ist die Klasse der Kurven, die entlang des Radius um den Hen-
kel verlaufen. Die Erzeuger stehen immer senkrecht aufeinander. Man sieht, dass man
durch diese beiden Kurvenarten alle anderen Kurven beschreiben kann. Die Charakteri-
sierung einer beliebigen Kurve auf dem Torus beinhaltet nur die Anzahl der Durchléufe
der Kurven a und b. Man nimmt zunéchst an, dass alle Homotopieklassen den selben An-
fangspunkt — den Basispunkt haben. So kann man z.B. den Torus entlang der Erzeuger
aufschneiden und bekommt ein Viereck. Alle Kurven sind in diesem Viereck darstellbar.

Weitere interessante Kurven sind die Geodéten. Um sie zu definieren muss ein Léngen-
und Abstandsbegriff auf einer Flache gegeben sein. Ist dies der Fall, so lautet die Definition
wie folgt.
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Definition 5.3 Fine Kurve, auf der die Verbindung zweier hinreichend naher Punkte
stets ein Kurvenstiick darstellt, dessen Linge den Abstand dieser Punkte realisiert, heift
lokal kiirzeste Kurve oder Geodite.

Stellen wir uns einen schmalen Lichtstrahl vor, der sich bekanntlich geradlinig ausbreitet,
aber auf einer bestimmten Fléache bleiben muss. Dieser hat in jedem Punkt eine eindeutige
Richtung und wenn er zum Ausgangspunkt zuriickkehrt, ist sein zuriickgelegter Weg eine
geschlossene Geodite. Zum Beispiel auf der Ebene sind Geodéten einfach Geraden und
auf der Sphire sind es die GroBkreise (z.B. Meridiane). Am letzteren Beispiel sieht man,
dass man nicht zwingend die kiirzeste Verbindung zweier Punkte wiahlt, wenn man entlang
einer Geodite lauft.

Satz 5.4 Auf einer geschlossenen Fldache mit negativer mittlerer Kriimmung liegt in jeder
Homotopieklasse eine eindeutige Geoddite (Vgl. [6]).

5.2 Kriimmung einer Fliche

Es gibt Fliachen, bei denen die Kriimmung K leicht zu bestimmen ist, denn sie ist auf der
gesamten Fliache konstant. Zum Beispiel hat die Pseudosphére eine konstante negative
Kriimmung. Doch bei den allgemeinen Fliachen unterscheidet sie sich von Stelle zu Stelle.
In solchen Fillen kann man immernoch den Mittelwert fiir die Kriimmung bestimmen,
wenn man die Kriimmung in jedem Punkt bestimmt. Was ist aber die Kriimmung in ei-
nem Punkt? Um zum Beispiel das Vorzeichen dieser herauszufinden, legt man an diesem
Punkt die Tangentialebene an, also eine Ebene, die die Flache lokal nur in diesem einen
Punkt beriihrt. Nun gibt es drei Moglichkeiten:

1. Liegt die Fldache in einer unendlich kleinen Umgebung um den Punkt auf einer Seite
der Tangentialebene, so ist K > 0.

2. Punkte, in deren Umgebung die Fléache die Tangentialebene entlang einer Kante beriihrt,
haben K = 0.

3. Liegt die Flache zu beiden Seiten der Tangentialebene, ist K < 0.

Ein Satz ist fiir unseren Konfigurationsraum wichtig:

Satz 5.5 (Gaufs-Bonnet) Jede Fliche mit g > 2 hat eine negative mittlere Kriimmunyg.
Dabei muss sie nicht konstant sein.

6 Zwei Modelle des Ubergangs

Fiir den Ubergang der verschiedenen Konfigurationsrdume ineinander wollen wir folgende
Arbeitshypothese aufstellen:

Normalerweise entspricht das ,, Verschwinden” von Henkeln bei einer Fliche dem Zu-
sammenziehen von bestimmten ldngenminimierenden Kurven, welche eine Hilfte der Er-
zeuger liefern. Diese werden immer kleiner, bis sie zu einem Punkt geschrumpft sind, und
,verschwinden” schliefllich. Dieser Vorgang muss stetig ablaufen. Pro Henkel muss sich
genau eine solche Kurve zusammenziehen, also insgesamt g Kurven.

Bei der Flache vom Geschlecht 3 miissten sich also 3 Erzeuger zusammenziehen, damit
alle drei Henkel verschwinden. Zum Beispiel konnen zwei verschiedene Moglichkeiten so
aussehen:
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Abbildung 31:

Bei der ersten ziehen sich drei Kurven zusammen die jeweils einmal um ein ,,Loch” herum-
laufen. Dabei werden diese ,,Locher” immer kleiner, bis im Grenzfall nur noch drei Punkte
iibrig sind, die die obere Seite des topologischen Objekts mit der unteren verbinden. In
einem solchen Zustand ist dieses Objekt keine Fldche, denn die Umgebung der drei Punkte
sieht aus wie ein Doppelkegel. Dann reifit die Verbindung an diesen drei Stellen auf und
die Flache wird zu einer Sphaére.

Eine zweite Moglichkeit ist das Zusammenziehen der 3 Erzeuger, die jeweils einmal um
einen Henkel herumlaufen. Dabei werden die Henkel an einer Stelle immer diinner bis sie
schlieBlich auseinanderreiffen und die Flache keine Henkel mehr hat.

In beiden Féllen ist ein lokales Modell fiir das Verschwinden eines Henkels durch den
Ubergang vom 1-schaligen Hyperboloid zum 2-schaligen gegeben (siche Abb. 31). Der
1-schalige Hyperboloid hat die Darstellung:

{(z,y,2) eR?|2® +y* — 2" = 1}.

Im Grenzfall hat man einen Doppelkegel wie in Abbildung 18. Der 2-schalige Hyperboloid
hat dann die Darstellung:

{(2,y,2) eR?|2® +y* —2* = 1},

Aus diesem Modell des Zusammenziehens von Erzeugern ergibt sich die Hypothese fiir
die Frage nach dem Ubergang der Konfigurationsraume. Wir haben, ausgehend von der
Fliiche mit g = 3, zweimal den Ubergang zur Sphire. Einmal wird das Konfigurationsblatt
von einem Sechseck zu einem konvexen und einmal zu einem konkaven Dreieck. Nun stellt
sich die Frage, ob man die Ubergénge je nach ihrer Art einer der oben beschriebenen
Moglichkeiten zuordnen kann. Nun miissen die Erzeuger des Konfigurationsraumes, die
sich zusammenziehen, gefunden werden und dazu habe ich dessen Geometrie genauer
untersucht.

7 Die Geometrie des Konfigurationsraums

Die Geometrie auf dem Konfigurationsraum kann verschieden gewihlt werden. Die Wahl
dieser hingt von dem Verwendungszweck ab; in unserem Fall miissen Geodéten mit der
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Abbildung 32: Die Umgebung einer Ecke mit positiver bzw. negativer Eckenkriimmung.

gewdhlten Geometrie moglichst gut zu finden sein. Im folgenden wird deshalb eine Geome-
trie fiir den Konfigurationsraum gewéhlt, in der die Sechsecke flach sind und die Geodéten
zumindest zum Teil Geradenstiicke sind.

7.1 Die Kriimmung

Als erstes kann man mit Sicherheit sagen, dass die mittlere Kriimmung der Fléiche, die
aus Sechsecken besteht, nach Satz 5.5 negativ ist, denn das Geschlecht der Fléche ist
3. Beim Anblick der Abbildung 28 konnte man meinen, dass die Kriimmung des Konfi-
gurationsraums gleichméfig verteilt ist. Doch dieser Schein triigt, denn dieser ist zu der
dargestellten Flache nur homéomorph. In Wirklichkeit sind die Sechsecke eben, haben also
K = 0. Die negative und positive Kriimmung konzentriert sich an den Kanten, und zwar
sogar unendlich stark. An den Kanten, die aus den konvexen Seiten der Sechsecke entste-
hen ist K > 0. An denen, die aus den konkaven entstehen ist K < 0. Aber insgesamt
iiberwiegt die negative Kriimmung.

Um den Kriimmungstyp an den Ecken zu bestimmen, muss man wissen, wie grof3
die Innenwinkel in dem Sechseck sind. Sind sie kleiner als 90°, ist die Winkelsumme an
dem Eckpunkt auf der Flache kleiner als 360°. Diesen Eckpunkt mit den 4 anliegenden
Flachenstiicken kann man sich nédherungsweise wie die Ecke einer Pyramide, vorstellen,
also konvex. Die Eckenkriimmung ist positiv. Wenn die Winkel genau 90° betragen, er-
geben sie zusammen 360°, die Eckenkriimmung ist 0. Sind die Winkel grofier als 90°, ist
die Winkelsumme grofler als 360° und die Eckenkriimmung an diesem Eckpunkt ist ne-
gativ. Die Fldche in seiner Umgebung ist vergleichbar mit einer triangulierten Sattelflache.

An dieser Stelle folgt die Herleitung der Gleichung fiir den Innenwinkel des Sechsecks
in Abhéngigkeit von den Parametern R, r und L. Nehmen wir ein sechseckiges Kon-
figurationsblatt mit einem beliebigen Innenwinkel o (Abb 33). Da die Seiten gekriimmt
sind, entspricht der Innenwinkel in einer Ecke P dem Winkel zwischen den Tangenten an
den beiden Kanten in P. Wir zeichnen die Senkrechten zu den Radien R + r (griin) und
R—r (blau) in P. Der Winkel iiber « ist sein Scheitelwinkel, deswegen genauso grofl. Mit-
hilfe des Dreiecks APBC' kénnen wir den Winkel in Abhéngigkeit von den Parametern
darstellen. Zunéchst muss v durch a ausgedriickt werden. Der Winkel zwischen einem
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Abbildung 33: In dem Dreieck APBC' kann man eine Gleichung fiir o aufstellen.

Radius und der zugehorigen Senkrechten betragt 90° — a. Nun betrachten wir den Winkel
180° — a, bzw. seinen Scheitelwinkel. Dieser betragt:

180° —a=~v+2-(90° — a).

Damit ist v:
7=180°—a —2-(90° — «)

v =180° —a — 180° 4+ 2 - «
v = a.

Der Winkel v in dem Dreieck APBC kann also durch « ersetzt werden. Wir ersetzen
auBerdem L durch /3L r. Jetzt konnen wir problemlos den Kosinussatz mit « in diesem
Dreieck aufstellen:

3L% = (R+7)*+ (R—1)*=2(R* - r®) cosa.

Durch Umstellen dieser Gleichung nach cos(c«) bekommen wir eine Gleichung fiir den
Innenwinkel des Sechsecks in Abhéngigkeit von R, r und Lg:
3L —[(R+7r)*+(R—r)!] (R+r)*+(R—r)*-3L%

cosa = =

—2(R? —12) 2(R? — r?)

R*+2Rr +1r*+ R*> —2Rr +r* — 3L%
2(R? — r?)

cosa =
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2(R? +1r?) — 3L%
cos v = R (7.1)

Die Gleichung 7.1 ist in einem bestimmten Bereich definiert, denn es muss gelten:

2 2y ar?2
_1<2(R +7%) 3LR§1.

- 2(R? —r?)

Die erste Bedingung lautet:

2(R? +r%) — 3L%
2(R? — 12)
2R* +2r° — 3L%

—3L%
3

1Lk
/3

—Lp.
5 “R

—1

IN

R>r

—2R? 4 22

<
—4R?* <

R2

v

R

v

Die zweite Bedingung lautet:

2(R? +1r?) — 3L%
2R — 1) <1 R>r
2R* +2r® — 3L% < 2R* — 2r?
4r* < 3L%

V3

< —VLkp.
T~ 9 R

7.2 Die Metrik

Der Begriff der Metrik beinhaltet unter anderem den passenden Léngenbegriff auf dem
Konfigurationsraum und die Definition der lokal kiirzesten Kurven, der Geoditen.

Da die Konfigurationsblétter eben sind, haben sie im Inneren die euklidische Geometrie
und den euklidischen Langenbegriff. Befinden sich zwei Punkte in dem selben Konfigura-
tionsblatt, ist die kiirzeste Verbindung zwischen ihnen eine Strecke.

An dieser Stelle muss erwidhnt werden, dass die Metrik zwar fiir alle Formen der Kon-
figurationsbléitter gilt, aber die Regeln zur Weiterfithrung der Geodéten sind insbesondere
fiir die Sechsecke gedacht, weil wir Geodéten auf dem Konfigurationsraum der Sechsecke
suchen. Auf der Sphére ist die Suche nach geschlossenen Geodéten nicht interessant, da
sie alle zur selben Homotopieklasse gehoren.

Sucht man eine Geodéate, die durch mehrere Konfigurationsbléatter verlauft, so ist die
Sache etwas komplizierter. Man muss dabei natiirlich Kanten {iberqueren und deshalb
kldaren, welche die kiirzeste Verbindung zweier Punkte ist, die auf zwei verschiedenen
Seiten einer beliebigen Kante liegen. Wir kénnen uns die zwei Konfigurationsblatter, die
durch diese Kante “verklebt” sind, zunéchst in der Ebene aufgeklappt vorstellen. Auf
diese Weise sehen wir, dass die kiirzeste Verbindung zwischen den beiden Punkten immer
noch eine Strecke ist. Aber wir betrachten den wirklichen Konfigurationsraum und darin
liegen die Konfigurationsblétter direkt iibereinander. Bildet man jetzt die Strecke als den
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kiirzesten Weg zwischen zwei Punkten ab, sieht es aus, als wére er an der Kante reflektiert
worden. An einer Kante wird also eine Geodéte nach dem Reflexionsgesetz fortgefiihrt.
Auf diese Weise kénnen wir jetzt schon geschlossene Kurven auf dem Konfigurationsraum
finden, von denen wir die Geodéten heraussuchen kénnen, sofern wir die Ecke vermeiden
und nicht die Kanten selbst betrachten.

Diese Metrik nennen wir die , Billiardmetrik” , denn wenn man die Projektion des
Konfigurationsraumes ¢ nimmt, und die Bewegung des Punktes O entlang einer Kurve,
die durch mehrere Konfigurationsblatter verlauft, nachvollzieht, sieht es aus, als wiirde die
Kurve immer wieder an den Kanten reflektiert werden und stets im Sechs- bzw. Dreieck
bleiben. Diese Bewegung erinnert an die einer Billiardkugel.

Bei einer Kurve, die entlang einer Kante verlauft, muss man zwischen einer konkaven
und einer konvexen Kante unterscheiden. Ist die Kante konkav, so verlauft entlang dieser
tatsédchlich eine Geodéte. Eine noch kiirzere Verbindung zweier Punkte auf einer solchen
Kante wire eine Sekante durch diese Punkte, die aber wegen der Konkavitéat auflerhalb
des Konfigurationsraums liegen wiirde und demnach nicht existiert.

Anders ist es bei einer konvexen Kante. Sie kann niemals eine lokal kiirzeste Verbindung
sein, denn jede Kurve, die etwas ins Innere eines Konfigurationsblatts abweicht, wie im
Extremfall eine Sekante, ist kiirzer.

An den Ecken ist die eindeutige Fortfithrung einer Geodéte leider im Allgemeinen nicht
bestimmt. Es héngt von der Kriimmung an der jeweiligen Ecke ab, also von der Grofle
des Innenwinkels « eines Konfigurationsblatts.

Ist @ < 90° und damit K > 0, so ist die Umgebung der Ecke konvex. In diesem Fall ist
eine Kurve durch die Ecke nie die lokal kiirzeste, denn verschiebt man die Kurve nur ein
wenig zur Seite, sodass sie nicht mehr durch die Ecke verlauft, wird sie kiirzer.

Wenn o = 90° und K = 0 ist, ist der Konfigurationsraum in der Umgebung der Ecke
eben. So konnen Geodéten ganz einfach als Geraden durch die Ecken fortgefiihrt werden.
Und schlieBlich hat die Ecke eine sattelférmige, also konkave Umgebung, wenn K < 0 und
a > 90°. In diesem Fall verlduft eine ganze Familie von Geodéten durch die Ecken, denn
jeder Weg, der etwas von der Ecke abweichen wiirde, wére langer. Allerdings gibt es hier
keine eindeutige Regel zur Fortfithrung einer Geodite.

Nun wissen wir, wie die Geodéten lokal auf dem Konfigurationsraum aussehen. Fiir
den Ubergang suchen wir geschlossene Kurven die sich kontinuierlich zusammenziehen.
Diese Kurven miissen logischerweise bei einer beliebigen Konfiguration zu den kiirzesten
Kurven gehoéren. Eine gute Moglichkeit, solche Kurven zu finden, ist die Suche unter den
geschlossenen Geodéten, denn sie sind wenigstens lokal die kiirzesten. Hat man einige
Geodéten verschiedener Homotopieklassen gefunden, kann man unter ihnen die kiirzesten
heraussuchen und betrachten, was mit ihnen wihrend der Annéherung an den Ubergang
geschieht. Mein Vorgehen nach diesem heuristischen Schema wird in den folgenden Kapi-
teln beschrieben.

dEin universelles Konfigurationsblatt, das nicht zu einer bestimmten Doppelarmstellung gehért. Es ist
die Konfigurationsflache, in dem sich das Mittelgelenk des realen Gestidnges bewegen kann.
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8 Geodaten auf dem Konfigurationsraum

8.1 Eine Auswahl von Geoditen

Die Ubergiinge werden wir von dem Konfigurationsraum aus betrachten, der aus Sechs-
ecken besteht, also brauchen wir die geschlossenen Geodéten nur dort zu suchen. Um eine
solche Kurve zu finden, kann man z.B. einen Anfangspunkt in einem Konfigurationsblatt
und eine Richtung festlegen und dieser solange in den Konfigurationsblédttern geradlinig
folgen und den Weg an den Kanten reflektieren, bis man wieder am Anfangspunkt ange-
langt ist. Dabei sollte man im Allgemeinen Ecken vermeiden (siehe Kapitel 7.2). Ich hatte
mich fiir die experimentelle Methode der Geodétensuche entschieden und zeichnete einige
Konfigurationsbléatter mit verschiedenen Radien auf Papier. Dann probierte ich mithilfe
von Stift und Geodreieck einige Geodéten ausfindig zu machen. Die gefundenen Geodéten
sind in der Tabelle 8.1 dargestellt.

Die Geoditen, die ich durch Ausprobieren gefunden habe, sind natiirlich nur eine
kleine Auswahl aller méglichen, denn es gibt unendlich viele von ihnen auf dem Konfigu-
rationsraum.

8.2 Die kiirzesten Geodaten

Das Finden der kiirzesten Geodéten erfolgte ebenfalls experimentell mit dem Lineal. Ich
hatte die Lange jeder gefundenen Kurve ausgemessen, indem ich ihre Lénge innerhalb eines
Konfigurationsblatts mafl und mit der Anzahl der durchlaufenen Blatter multiplizierte
(sieche Tabelle 8.1). Das war moglich, weil die Geodéten aufgrund der ,Billiardmetrik”
symmetrisch sind.

Nur bei der Geodéte 6 habe ich fiir die Lénge gleich die hergeleitete Formel verwendet
und die jeweiligen Groflen eingesetzt. Wie man in der Tabelle x sieht, stellte sie sich als
eine der kiirzesten unter den gefundenen Geodéten heraus, ndmlich als zweitkiirzeste. Sie
verlauft entlang vier konkaver Kanten. Dabei muss sie natiirlich durch Ecken verlaufen
und das ist nur bei einem Innenwinkel von o > 90° moglich. Es muss also noch gezeigt
werden, dass dies im Bereich des Uberganges der Konfigurationsraume der Fall ist. Hierfiir
benutzen wir die Gleichung 7.1 fiir den Innenwinkel und setzen o > 90°. Da fiir 180° >
a > 90° gilt: —1 < cos(a) < 0, erhalten wir:

0> 2(R* +1r?) — 3L%
—  2(R*—1r2)
0> 2(R*+1r?) — 3L%
2R* < 313 — 27

L2 -9 2
ng/?’fffr. (8.1)

Veranschaulicht man diese Ungleichung auf dem Phasendiagramm, sieht man, dass der
Innenwinkel im Bereich des Ubergangs zum konvexen Dreieck immer 90° oder weniger be-

triagt (siche Abb. 34). Der Graph der Funktion R = 3%2_27", entlang dem der Winkel
genau 90° betrégt, schneidet den Bereich des konvexen Dreiecks erst in dem Punkt, der
sich auf der Geraden R = r befindet, also nicht mehr zum giiltigen Bereich des Konfigura-

tionsraums gehort. Damit ware das Problem mit dem Durchlaufen der Ecken gelést und

R>r
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‘ Geodite ‘ Aussehen ‘ Lénge in einem Konf.-blatt ‘ Blattzahl ‘ Beispiel ‘

1 Gy =2r 2
2 Gy =V3Lr —2(R—7) 4
3 Gy =V3(Lg — (R—7)) 6
4 Gi=V3(R+7r)— Lg) 6
5 Gs = /(3(Lr — R)2 +1?) 6
/ \
1,( . —(4Rr+3L%) —r
6 GG = (6 arccos(m) — 7T) . (R3 ) 4

Tabelle 2: Hier sind die von mir gefundenen Geodéten aufgelistet. Die Bilder stellen die
Geodéten nicht in einem bestimmten Konfigurationsblatt, sondern in dem universellen
Konfigurationsblatt dar. Man sieht also den gesamten Weg. Mit der Blattzahl ist die
Anzahl der durchlaufenen Konf.-blatter gemeint und die gemessenen Beispielwerte fiir die
Gesamtlinge gehoren zu der Konfiguration R=12cm, r=7,5¢cm und L = v/3 - 20 cm. Auf
die Herleitung der Gleichungen fiir die Lénge wird verzichtet.
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Abbildung 35: Hier sieht man die drei Homotopieklassen bzw. Geoditen, die sich beim
Ubergang zum konvexen Dreieck zusammenziehen. Sie sind griin gekennzeichnet.

gleichzeitig sehen wir, dass die Geodite 6 sich maglicherweise beim Ubergang zum Konfi-
gurationsraum des konvexen Dreiecks zusammenzieht. Die folgenden Bilder ... bestétigen
diese Vermutung sofort, denn bei diesem Ubergang werden die konkaven Kanten kon-
tinuierlich kiirzer, bis sie schliellich ganz verschwinden. Auflerdem gibt es drei solche
Geodéten: wir haben 12 konkave Kanten und eine solche Geodéate verlauft entlang von
vier Kanten. Damit haben wir jeweils eine fiir einen der Henkel der Fldche mit g = 3.
Wie der eigentliche Ubergang von dieser Fliche zur Sphire aussieht, wird im Kapitel 9.1
erldutert.

Nun brauchen wir Geoditen fiir den anderen Ubergang — den zum Konfigurations-
raum des konkaven Dreiecks. Betrachten wir die allerkiirzeste Kurve, die Geodite 1.
Ungliicklicherweise gibt es unendlich viele zu ihr homotope Geodéte mit derselben Léange,
denn sie verlduft entlang des Radius R + r. Auflerdem wird sie zwar etwas kiirzer, wenn
man sich an den Ubergang zum konvexen Dreieck annéhert, verschwindet dann aber ein-
fach, ohne sich zu einem Punkt zusammengezogen zu haben. Sie ist also nicht die gesuchte
Geodate.
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Abbildung 36: Die Geodéte 2 zieht sich beim Ubergang zum konkaven Dreieck zusam-
menziehen.

Abbildung 37: Wenn das Sechseck nicht im Dreieck ABC' liegt, verlauft die Geodéte durch
die Ecken.

Die drittkiirzeste ist die Gedéte 2. Sie verlduft entlang der Geraden durch jeweils zwei
Verankerungspunkte und damit senkrecht zu den konkaven Kanten. Betrachtet man einige
charakteristische Bilder fiir die Anniherung an den Ubergang, sieht man, dass sich diese
Geodaéte stetig zu einem Punkt zusammenzieht (siche Abb. 36).

Hier taucht aber auch ein neues Problem auf: sie existiert nicht, wenn sich die Gerade,
entlang derer die Geodite verlaufen sollte, auflerhalb des Sechsecks befindet. Es war zuerst
unklar, wie es sein kann, dass sie nur bei einigen Konfigurationen existiert. Dann konnte sie
eigentlich nicht zu den Erzeugern gehoren. Aber die Tatsache, dass ihr Zusammenziehen
kontinuierlich war, veranlasste mich dazu, genauer zu untersuchen, wie ihre Existenz von
den Parametern abhingt.

Wenn das Gleichheitszeichen gilt, miissen wir wieder die Innenwinkel unter die Lupe
nehmen. Im Diagramm sieht man, dass sie im Grenzfall genau 90° betragen und auflerhalb
des Existenzbereichs gréfer sind. Das wiirde bedeuten, dass diese Geodéte doch nicht
verschwindet, sondern dass sie, sobald a > 90°, einfach immer durch die Ecken verlauft
und nicht mehr senkrecht auf den konkaven Kanten steht (siche Abb. 37). Sie ist ein
anderer Vertreter dieser Homotopieklasse.

Die Gleichung fiir ihre Lénge ist in solchen Fillen natiirlich anders, aber ihr Verhalten
bei der Anndherung an den Ubergang ist genauso. Von diesen Homotopieklassen gibt es
aufgrund der Symmetrie wieder drei auf jedem Konfigurationsblatt zu sehen. Eine Geodite
aus so einer Homotopieklasse 1lduft durch vier verschiedene der acht Konfigurationsblétter,
also miisste es % = 6 Geodédten und damit 6 Homotopieklassen geben. Jeweils zwei
Geodéaten gehoren aber zur selben Klasse, was auf der Abb. 38 zu sehen ist, und damit
haben wir wieder jeweils eine Homotopieklasse pro Henkel.
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Abbild_ung 38: Hier sieht man die drei Homotopieklassen bzw. sechs Geodéten, die sich
beim Ubergang zum konkaven Dreieck zusammenziehen. Sie sind rot gekennzeichnet und
verlaufen immer sehr nah an dem konvexen Kanten, beriihren diese jedoch nicht.

Ich habe also auch Geoditen gefunden, die sich beim Ubergang zum konkaven Drei-
eck zusammenziehen und habe damit das Ubergangsproblems fast gelost. Es bleibt nur
noch, zu kldren, ob das Verschwinden der Henkel dem Modell des 1- und 2-schaligen
Hyperboloids entspricht, also der Hypothese.

8.3 Beispiel fiir die Bewegung der Doppelarme entlang einer
Geodite

Zur Besseren Vorstellung der Geodéten auf dem Konfigurationsraum, stelle ich am Beispiel
der Geodéte 1 die zugehorige Bewegung der Doppelarme dar. Wir kénnen zum Beispiel von
dem Sechseck “+ + +, ausgehen. Der Ausgangspunkt der Kurve ist auf der oberen Kante
des Sechsecks (Kante zu ++ —), der Doppelarm C' ist maximal eingeklappt. Dann bewegt
sich der Punkt O geradlinig auf die untere Kante zu, wo der Doppelarm ausgestreckt ist.
Bis jetzt hat die kleine Stange eine Drehung um 180° ausgefiihrt. Nun ist O im Sechseck
+ 4+ —, er bewegt sich wieder auf die obere Kante zu und der Doppelarm C' ist math.
negativ eingerenkt. Dabei klappt sich der Doppelarm wieder ein und seine kleine Stange
vollfiihrt eine weitere halbe Drehung. Der Punkt O ist wieder in seiner Ausgangsposition
und die kleine Stange hat eine volle Drehung gemacht.Die anderen beiden Doppelarme
andern bei der Bewegung entlang dieser Geodéte nur den Winkel zwischen der kleinen
und der groflen Stange, behalten aber ihren Einrenkungssinn.

9 Die Uberginge

9.1 Der Ubergang vom Sechseck zum konvexen Dreieck

Um die Transformq_tion der Fliache nachzuvollziehen, habe ich die drei gefundenen Geodéten,
die fiir den ersten Ubergang zur Sphére verantwortlich sind, auf der Einbettung des Kon-
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figurationsraums eingezeichnet. Zur Vereinfachung kann man die Kanten und Ecken weg-
lassen.

In Wirklichkeit ziehen sich die drei Geodéten gleichzeitig zusammen und die Henkel
verschwinden gleichzeitig. Aber um besser zu sehen, wie das im Einzelnen ablauft, kann
man die Geodéten sich nacheinander zusammenziehen lassen.

Wenn sich die erste Geodéate zusammenzieht, wird die Flache an einer Stelle immer
schmaler, bis sie dort nur durch einen Punkt verbunden ist. Die Umgebung dieses Punktes
sieht aus wie ein Doppelkegel. Das néchste Stadium wére das Aufreiflen der Flache an
dieser Stelle und das Verschwinden eines Henkels. Bei der zweiten Geodéte lduft es analog
ab. Dann haben wir einen Torus und die letzte Geodéte ist iibrig, die um den Henkel
verlauft. Zieht sie sich zusammen, wird das ,, Loch” des Torus immer kleiner, bis es zu
einem Punkt degeneriert. Der Doppelkegel befindet sich diesmal im Inneren der Fléiche
und sie reiflt im Inneren auf.

Abbildung 39:

Nimmt man diese drei Vorgénge zusammen, sieht die degenerierte ,,Flédche” im Grenz-
fall an zwei Stellen wie ein Doppelkegel aus. Das liegt daran, dass die beiden Geodéten
auf der linken Seite der Fliche sich umschliefen und sich so zusammenziehen, dass die
zwei Singularitdtspunkte sich in einem vereinigen. Die Doppelkegel bedeuten, dass der
Konfigurationsraum bei einer Grenzfallkonfiguration gar keine Flache ist.



9.2 Der Ubergang vom Sechseck zum konkaven Dreieck

Fiir die Darstellung des Zusammenziehens der Geodéten nehmen wir jeweils einen Re-
prasentanten aus einer Homotopieklasse. Zeichnen wir diese in die Fldche ohne Kanten
und Ecken ein, sehen wir, dass diese Geodiiten zu denen vom ersten Ubergang gespiegelt
sind, und zwar an der Achse, die die Fldche vertikal in der Mitte schneidet. Deswegen ist
klar, dass die Fliche sich hier analog zu dem ersten Ubergang verdndert.

9.3 Zusammenfassung

Wir haben fiir jeden Ubergang jeweils drei Homotopieklassen gefunden, die sich stetig zu
einem Punkt zusammenziehen und so zum Verschwinden der Henkel fiithren. Natiirlich sind
diese Homotopieklassen nicht die einzigen, die sich so verhalten, denn es gibt unendlich
viele Erzeuger und damit unendlich viele Homotopieklassen, die sich beim Verschwinden
der Henkel zusammenziehen.

Die Begriindung, dass die Geodéten 2 und 6 tatséchlich Beispiele fiir die gesuchten
Erzeuger sind, erfolgt durch die Tatsache, dass ihr Zusammenziehen bei jeweils einem der
Uberginge dem Modell aus dem Kapitel 6 entspricht. Allerdings sind die Geodétentypen
vermischt. Bei beiden Ubergéingen haben wir zwei Geoditen, die um ein ,Locher” der
Fliche herumlaufen, und und eine, die um einen Henkel herum verlauft. Auflerdem ver-
einigen sich zwei der drei Doppelkegel in einem Punkt, da zwei der Geodéten sich um-
schlieBen. Das und die Vermischung der Typen entspricht zwar nicht dem Modell, aber
grundsitzlich hat sich die Hypothese bestitigt. Der Ubergang der Fliche vom Geschlecht
3 erfolgt durch das Zusammenziehen von drei langenminimierenden Kurven und entspricht
dem Ubergang des 1-schaligen Hyperboloids in den 2-schaligen. Im Grenzfall ist der Kon-
figurationsraum keine Flache.

10 Zusammenfassung und weiterfithrende Problem-
stellungen

Im Laufe dieser Arbeit hat es sich oft so ergeben, dass mit einer neuen Lsung vor-
handener Probleme, neue Fragestellungen auftraten. Das wichtigste Beispiel dafiir ist die
Frage nach dem Ubergang der Flichen, die erst entstand, als ich feststellte, dass der Kon-
figurationsraum verschiedene Formen haben kann. Diese Frage machte dann einen grofien
teil der Arbeit aus, aber andere Probleme konnten in dieser Zeit noch nicht bearbeitet
werden. Einige von ihnen mdochte ich aber trotzdem ansprechen.

In meinen Berechnungen betrachtete ich nicht den gesamten Konfigurationsraum, son-
dern lie} solche Konfigurationen weg, die als Konfigurationsblatt ein konvexes Dreieck mit
Lochern ergeben. Sie ergeben sich wenn R+ r grofl und R — r klein genug sind. Die Kom-
binatorik der Kanten und Ecken ist hier viel komplizierter, denn so ein Dreieck hat sechs
Kanten.

Eine Moglichkeit die Aufgabe zu erweitern ist, die Bedingung R > r wegzulassen und
alle R,r € R zu erlauben. Dadurch wiirden sich auch andere Konfigurationen ergeben.
Man konnte auch die Verankerungspunkte frei wahlen, sodass sie sich nicht mehr in einem
gleichsetigen Dreieck befinden. Dadurch wird der Konfigurationsraum unsymmetrisch.
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Abbildung 40: Das konvexe Dreieck mit drei Lochern.

Eine noch groflere Erweiterung der Aufgabe wire die Betrachtung der Konfigura-
tionsradume von Gestédngen mit einer anderen bzw. hoheren Anzahl von Doppelarmen.
Denkbar wire zum Beispiel eine vorerst weniger genaue Betrachtung solcher verschiedener
Konfigurationsrdume und anschliefend der Versuch eventuelle Zusammenhénge zwischen
der Anzahl der Doppelarme und z.B. dem Geschlecht der Flache zu finden.

Eine etwas andere Richtung wire die Parametrisierung des Konfigurationsraums fiir
das von mir untersuchte Gestédnge. Man kénnte eine Funktion aufstellen, die die Familie
von Konfigurationsrdumen beschreibt. Mit dieser konnte man dann z.B. ein Programm
zur Darstellung der Konfigurationsblatter und des -raums schreiben, in Abhéngigkeit aller
moglichen Parameter, die in der Funktion beinhaltet sind.
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