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1. a) Zeige (3 Punkte): Ist einen-dimensionale MannigfaltigkeitM ein Produkt von Spḧaren,

M ≈ Sk1 × . . .× Skr , k1 + . . . + kr = n,

so gibt es eine EinbettungM → Rn+1. (≈= diffeomorph zu)

b) (1 Punkt)Beschreibe eine EinbettungS1 × S1 → R3 mit elementaren Funktionen.

2. a) Es seif̄ Keim einer differenzierbaren Abbildung(M,p) → (N, q) zwischen Mannigfaltigkeiten
mit Rang Dpf = r.
Zeige (2 Punkte): Ex. UmgebungU(p) so daßRang Dp′f ≥ r f.a.p′ ∈ U(p).

b) Es seiG(n, k) die Grassmann-Mannigfaltigkeit aus Aufgabe 4. Blatt1. Betrachte darin das kano-
nische ElementRk = Rk × {0} ⊂ Rn und die Teilmengen

Gi(n, k) = {U ∈ G(n, k) | dim U ∩ Rk = i } .

Zeige (2 Punkte): JedesGi ist eine Untermannigfaltigkeit vonG(n, k) und bestimme die Dimen-
sion.

c) optional (2 Punkte): Bestimme die Diffeomorphieklasse vonGi(n, k).

3. Es seiM eine glatte Mannigfaltigkeit,p ∈ M und Ep der Ring der glatten Funktionenkeime inp.
(En = E0(Rn)) Es seimp ⊂ Ep das maximale Ideal der Keime, die inp verschwinden.

a) Zeige (2 Punkte): mn ⊂ En ist erzeugt von den Keimen̄x1, . . . , x̄n der Koordinatenfunktionen.

b) (2 Punkte): Es seim2
p = { f̄ · ḡ | f̄ , ḡ ∈ mp }. Zeige: Es gibt einen kanonischen Isomorphismus

mp/m2
p
∼= (TpM)∗

auf den zuTpM dualenR-Vektorraum.Hinweis: Finde eine kanonische nicht-degenerierte Biline-
arformmp/m2

p × TpM → R.

4. a) SeiM eineC2-Mannigfaltigkeit,p ∈ M . Dann bezeichne mitf ′(p) = Dpf das Differential einer
Funktionf ∈ C1(M, R). Bezeichne mitCrit f = { p ∈ M | f ′(p) = 0 } die Menge der kritischen
Punkte vonf .
Zeige (2 Punkte): Die “zweite Ableitung” vonf , d.h. die HessescheHf(p) = f ′′(p) ist genau
dann wohldefinierbar inp, wennp ∈ Crit f , und dann istf ′′(p) eine symmetrische Bilinearform
aufTpM .

b) Verifiziere im Detail, daß

[·, ·] : X(M)× X(M) → X(M),
[X, Y ](f) = X(Y (f))− Y (X(f)) f.a.f ∈ C∞(M, R),

eine wohldefinierte Lie-Algebra-Struktur auf demC∞(M)-Modul X(M) der glatten Vektorfelder
einer glatten MannigfaltigkeitM definiert.

Rückgabe: Mittwoch, 29.10.03, in der̈Ubung.


