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KAPITEL V

Integration

V.1. Das Riemannsche Integral

Voraussetzung: [a, b] C R sei ein kompaktes Integral iiber das integriert werden soll.
f:[a,b] — R sei eine beschrinkte Funktion (nicht notwendigerweise stetig!).
V.1.1. DEFINITION.
Eine Zerlegung Z von [a, b] ist eine endliche, geordnete Teilmenge {zo, 21, ..., 2n} C
[a,b] mit a = 20 < 21 < ... < z, = b, n € N beliebig.
z; heiflt i-ter Zerlegungspunkt,
L(Z) := max;—1,.. n(2 — zi—1) die Zerlegungslinge,
U(f,Z) =31 1(z — zi—1) inf,,_, ., f die Untersumme von f bzgl. Z,
O(f,Z) =37 (zi — zi-1)supy,, , ., f die Obersumme von f bzgl. Z.
Seien Z[, ) := { Z Zerlegung von [a,b] } die Menge aller Zerlegungen und 7, Z’ €
Z(q,5)- Dann heifit Z’ eine Verfeinerung von Z genau dann, wenn Z C Z".
V.1.2. BEMERKUNG. (1) ZcZ = L(Z') < L(2),
(2) 2,7 € Zlqp) = ZUZ' € 2[4y und dies ist eine Verfeinerung von Z und
Z', d.h. Zjqy) trégt eine Teilordnung.

V.1.3. HILFSSATZ. Es seien Z,Z' € Ziq4), Z C Z' und k = #(Z' \ Z). Dann gilt
(1) U(f,2) <U(f,Z2") <U(f, Z) + 2keL(Z),
mit ¢ = supy, 1 | f]-
BEWEIS. Zu (1): Es sel Z = {zg,...,2n} und £ € [a,b] mit £ € Z. Dann exi-
stiert eini € {1,...,n} mit z;_1 < & < z;. Setze dann Z* = {z0,...,2i-1&, Ziy -+ -, Zn }s
und es folgt Z C Z*, und somit

U(f,z*)-U(f,2) = (f*zi—l)[ infg]er(Zi*g) inf f— (2 —2-1) inf f.

2i—1, \Zi [zi—1,2i]
aus inf,,_ .4 f <infp,,_ | g f undinf,, ., f <infj ., f folgt dann
U(f,2) <U(f,Z"),
und somit
< le—zal-| inf fl + |s—&l-| inf f] + |5— 2] | inf f]
[zi—1,E] [€,2i] [zi—1,24]

< 2|Zz 7Zi_1|C S ZCL(Z)

Wir wenden nun die 1-Punkt-Verfeinerung Z* von Z k-mal an, d.h. Induktion nach
k und erhalten die Behauptung.
(2) ergibt sich analog. O

V.1.4. HILFSSATZ. Es gilt U(f, Z1) < O(f, Z2) fiir alle Z1,Z> € Z, ).

BEWEIS. Betrachte Z;, Zy C Z1 U Zy =: Z'. Dann ergibt Hilfssatz V.1.3
U(f7 Zl) < U(f7 Z/) < O(fa Z/) < O(fa Z2)7
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6 V. INTEGRATION

mit der mittleren Ungleichung aus der Definition. (]

Als Konsequenz erhalten wir:

{U(f,Z)| Z € 24y} ist oberhalb beschriinkt,
{O(f,Z2)| Z € Z4p} ist unterhalb beschréinkt,

und wir definieren

V.1.5. DEFINITION.
das untere Riemannsche Integral

b
/f(x)dx = sup U(f,2)

ZGZ[a,b]

und das obere Riemannsche Integral

—b
/f(x)d:r = _inf O(f,2).

Tt

ZGZ[be]
V.1.6. BEISPIEL. (1) Betrachte f: [0,1] — R, f(x) = 22 und die Zerlegung Z,, = {0, 1, 2
n € N. Dann gilt
"1 fi—1 I\ (i—1)2 14,
U Z’I’L == —_ = — [ p—
(f, Zn) ;nf< - ) n; — nggz
1 (m=Ym-zn 1 1 1
n3 3 3 2n 6n2’
und
“ 1./ 1 — 1(n+3Hn+1)
o(f, zZ,) = —fl-) == 2=z 2
(£.2n) ;nf n) ngg R
DR
3 2n 6n?’
1
(2) Sei £:0,1] = R, f(@) =47 €L Offenbar ist f beschriinkt,
0, zeR\Q.
und es gilt fiir alle Zerlegungen Z
e U(f,Z)=0, dainf f = 0 fiir alle Teilintervalle von [0, 1],
e O(f,Z) =1, dasup f = 0 fiir alle Teilintervalle von [0, 1],
—1
also folgt i;f(a:)dx =0und [,f(z)dr =1.
V.1.7. HILFSSATZ. Es gilt fir alle Zerlegungen Z € Z[, y
b —b
v(r.2) < [ s < [ s < o(1.2).
BEWEIS. folgt direkt aus der Definition. t

V.1.8. HILFSSATZ. Fiir alle € > 0 existiert ein § = §(e) > 0 so daf fir alle Zerlegungen
Z € Ziap mit L(Z) <6 gilt:

b —b
OS/ flx)de — U(f,Z) <e und 0<0O(f,2) — / fx)dz <e.

Eine Konsequenz hieraus ist, dafl zur Berechnung dieser unteren und oberen Rie-
mannschen Integrale Zerlegungs-Folgen (Z,) C 2[4 mit L(Z,) — 0 geniigen.

33



V.1. DAS RIEMANNSCHE INTEGRAL 7

BEWEIS. Es sei € > 0 gegeben und wir wihlen eine Zerlegung Z, € Z|, ;) mit

fbf(x)dx —U(f, Z,) < §, welche nach der Definition des unteren Integrals als eine
§ﬁpremum von Untersummen existiert.

Sei nun m = #Z, die Anzahl der Zerlegungspunkte und setze § =
Sup(, p) | f|- Dann gilt fiir alle Z € Z, ) mit L(Z) < ¢

€

Troc mit ¢ =

b
(1) / F@)dz — U(f,Z) < e.

Dies sieht man mittels Z’ = Z, U Z, also #Z' \ Z = k < m, und Hilfssatz V.1.3
liefert dann

2) U(f. 2"~ U(f, Z) < 2keL(Z) < 2meL(Z) < %
Andererseits folgt aus U(f,Z’) > U(f, z,), da} auch

b
(3) / faydz ~U(f,2) < 5.

Somit folgt (1) aus der Addition von (2) und (3). O

V.1.9. DEFINITION.
Eine beschriinkte Funktion f: [a,b] — R heifit (Riemann-) integrierbar auf [a, b]
genau dann, wenn ihr unteres und oberes Riemannsches Integral iibereinstimmen.
Dies ist dann das Riemannsche Integral von f, also

/if(x)dx = /if(x)dx =: /ab flz)dx.

Wir bezeichnen mit R([a,b],R) die Menge der auf [a,b] Riemann-integrierbaren
Funktionen.

V.1.10. BEMERKUNG.
Falls f Riemann-integrierbar ist so ist das Integral fab f(z)dz berechenbar durch
eine Wahl einer Zerlegungsfolge (Z,)nen C Zjq) mit L(Z,) — 0, als

b
/ flz)de = lim U(f, Z,) = nan;oO(f, Zy) .

n—oo

Dies folgt aus Hilfssatz V.1.8.

V.1.11. BEISPIEL.
Betrachte wieder f(x) = 2 aus Beispiel V.1.6.(1) mit derselben gleichmiifigen
Zerlegung Z,. Dann gilt

U(f, Zy) ! 1+1 Ly O(f,Zn) /1 2d

= - — — —_—— — = = .

R R T R T A Ml

V.1.12. Satrz (Riemannsches Integrabilitéitskriterium). Es sei f: [a,b] — R eine be-
schrinkte Funktion. Dann gilt

[ R.-integrierbar < Ve > 037 € Zi,y5.d. O(f,Z2) - U(f,Z) <e.

BEWEIS. ”=": Sei € > 0 gegeben und wéhle §(¢/2) > 0 wie in Hilfssatz V.1.8.
Dann finden wir eine Zerlegung Z € Z,; mit L(Z) < ¢ und es folgt aus der
Gleichheit von unterem und oberen Riemannschen Integral O(f,Z) — U(f,Z) < e.

—b
?<": Falls f nicht integrierbar ist so ist [_f(x)dx —f;f(a:)dac =: €, > 0 und somit
gilt auch O(f,Z) —U(f,Z) > €, > 0 fiir alle Zerlegungen Z im Widerspruch zur
rechten Seite. O



8 V. INTEGRATION

V.1.13. DEFINITION.
BEs sei Z = {20,...,2n} € Zlgp und &1,..., 7, € [a,0] mit 2,y < & < 2 fa.
i =1,...,n. Dann definieren wir die Zwischen- oder Riemannsumme als
S(,Z,€) ==Y (2 —z-1)f(&)-
i=1
Offenbar gilt U(f,Z) < S(f,Z,£) < O(f,Z), und fiir alle € > 0 existiert ein §(e) >
0, so daf} fiir Riemann-integrierbare f die Abschétzung

b
‘/fwmwfﬂﬂZQ <O(f,2)~U(f, 7)< ¢

fiir alle Zerlegungen Z mit L(Z) < § gilt.

V.1.14. DEFINITION.
Falls (Zx)ken C Z[q,) eine Folge von Zerlegungen mit L(Zz) — 0 ist und jeweils

Zwischenpunkt-Tupel §(k) zu Zj gegeben sind mit zg < f%k) <z <..< 2y <
57(53 < Zp,., 50 heiBt Sy = S(f, Zi, £®) eine Riemann-Folge.

V.1.15. Satz. Sei f: [a,b] — R beschrinkt. Dann ist f Riemann-integrierbar genau dann,
wenn ale Riemannfolgen konvergieren, und in diesem Fall konvergieren die Rie-

mannfolgen gegen das Integral f; f(z)dz.

BEWEIS. ”=": Wir wissen bereits: Aus f integrierbar folgt | [ f(z)dz—S(f, Z,€)| <
e fiir alle L(Z) < 6(e) und somit konvergieren nach Hilfssatz V.1.8 alle Riemann-
folgen.
7<«<": Wir nehmen nun an, daf} alle Riemannfolgen konvergieren.
Schritt 1: Bs seien S, = (f, Zx,£®)) und S}, = (f, Z1,,¢'*)) Riemannfolgen. Dann ist
auch 71,71, 75,7}, ... eine Zerlegungsfolge mit L(...) — 0 und Sy, 5], 52,55, ...,
ist eine Riemannfolge, also ebenfalls konvergent. Daher muss fiir die Teilfolgen
Gleichheit lim Sy, = lim S} =: o gelten. Also ist der Grenzwert o = lim Sy un-
abhéngig von der Wahl der Riemannfolge.
Schritt 2: Wir betrachten U (f, Z) = Y1 (2 — zi—1) inf[,,_| ., f fiir eine gegebene
Zerlegung Z und fixieren € > 0. Wir finden &; € [z;,-1,2] fiir alle i = 1,...,n, so
daB

€
inf < ;) < inf + .
Zi—1,%i) / f(f ) 2i—1,2i] ! 2(b — a)

Dann gilt U(f, 2) < S(f, Z,6) < U(f, Z) + Le.

Schritt 3: Es sel nun Z7, Zs, .. . eine Zerlegungsfolge mit L(Zy) — 0. Nach Schritt
2 finden wir entsprechende Folgen von Zwischenpunkt-Tupeln ¢%) so daf 0 <
S(f, Z, W) — U(f, Zy) < § fiir alle k € N. GemaB Hilfssatz V.1.8 existiert ein

ko(e) € N mit fbf(z)d:c —U(f, Zy) < § fiir alle k > k,(€). Also folgt

<e fa k>k,.

b
‘/ fla)dz — S(f, 2k, €™)

Da S(f, Z,€®) = o folgt ‘fbf(x)dx _ 0’ < e fiir alle € > 0.

—b
Schritt 4: Mit genau analoger Argumentation fiir [ JJf(@)dx folgt

/Zf(x)dac =0 = /Zf(x)dx

Somit ist f Riemann-integrierbar und das Integral gleich o. O
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V.2. Riemann-Integrierbarkeit
V.2.1. SATzZ. Jede monotone Funktion f: [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

BEWEIS. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit nehmen wir an, daf§ f mono-
ton wachsend ist, also wegen f(a) < f(z) < f(b) f.a. z € [a, b] auch beschrankt.

Sei un Z,, = {20,...,2,} die gleichméflige Zerlegung mit z; = a + (b —a), i =

0,...,n. Dann gilt wegen der Monotonie
n ' b—a n
U(f, Zn) = Z(Zi_zi—l)[ if f=— > fzio),
i—1 Zi—1,%i et

O, Z0) = =23 fa).

n

i=1
Also gilt O(f, Zn) — U(f. Zn) = =2[f(b) — f(a)]. Sei nun n > w 0

folgt O(...)=U(...) < e. Also ist geméfl dem Riemannschen Integrabilitétskriterium
V.1.12 die Funktion f integrierbar. ]

V.2.2. SaTz. C%[a,b]) C R([a,b],R).

V.2.3. DEFINITION.
Es sei X C R eine Teilmenge und f: X — R eine beliebige Funktion. Dann heifit
f gleichm#flig stetig genau dann, wenn

Ve>036>0: |z—2/|<d = |f(z)— f(a')] <e.
Beachte, 6 = d(e, f), also ¢ ist unabhingig von x € X.
V.2.4. BEISPIEL.

Die Funktion Inz is auf (0,00) stetig aber nicht gleichméBig stetig. Beweis siehe
Ubung. Verwende: Fiir 0 < z < 2’ gilt:

Inz' —lnz<e & 2’ —x<z(e —1).

V.2.5. LEMMA. Sei f € C°([a,b],R), so ist f gleichmdfig stetig auf [a, b].

BEWEIS. Zu zeigen ist: Ve 36 > 0 Va,2’ € [a,b]: |z —2/| < é = |f(z) —
f(2")| < e. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehme also an, da8

Je, >0V0 > 03w, 2’ € [a,b] mit |z —2'|<d und |f(z)— f(a')] > €.

Fixiere dieses €, > 0 und betrachte eine Folge §,, = % — 0. Somit erhalten wir

T, @ € [a,b] mit |z, — 2| < 2 — 0und |f(z,) — f(2,)] > €.

Da [a,b] ein kompaktes Intervall ist, gilt nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf,
daB fiir eine geeignete Teilfolge (np)ren Tn, — 2o und x;, — x7,. Da |2, —x;,| — 0,
gilt z, = z.

Mit der Stetigkeit von f folgt nun f(z,,) — f(z,) und auch f(z;, ) — f(z,) im
Widerspruch zu |f (2, ) — f(z;,, )] > €, > 0 fiir alle & € N, O

BEWEIS VON SATz V.2.2. Es sei Z,, € Z,) eine beliebige Zerlegung, also

O(f, Z,) = U(f, Zn) = Z(,zz — zi,l)([ sup ]f — [zvinfz | f) .
i=1 Zi—1,%i i—1,%1
Da f stetig ist, nimmt die Funktion auf jedem Teilintervall [z;_1, z;] ihr Maximum
f(&)und Minimum f(n;) an, an Punkten &, n; € [zi_1, 2].
Nach dem obigen Lemma ist f auch gleichmiflig stetig auf [a,b]. Sei nun € > 0
beliebig, dann finden wir ein § = 0(;%;, f) > 0 so da8 [f(z) — f(y)| < ;= fiir alle
|z — 2’| < ¢ gilt.
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Sei Z € Zjqy) eine Zerlegung mit L(Z) < 0, also [f(&) — f(n:)] < 3= fiir alle
i=1,...,n. Somit gilt

n € n
00U Z0)-UlJ. 22) = La=as-) (HE)=1 ) < 5, Da—sims) =c.
Nach Satz V.1.12 ist f also Riemann-integrierbar. O

V.2.6. SATZ. Es seiena <b < cund f: [a,c] — R mit fi, € R([a,b]) und fip,q € R([b,c]).
Dann gilt auch f € R([a,c]) mit

[
/acf(x)dx - /abf(a:)dx + /bcf(x)dx.

BEWEIS. Sei € > 0. Wihle Z; € Z[a,b] und Zs € Z[b,c] mit O(f‘[mb],Zl) -
U(f|[a,b]7Z1) < % und O(f‘[b,c], Zg) — U(f‘[b’c],Zg) < % Dann bilde die Zerlegung
Z = Z1UZy € Z[a’c] und es gilt O(f, Z) = O(f‘[a’b], Z1)+O(f‘[b’c], Zo)und U(f,Z) =
U(fitap: 1) + U(fip.e)s Z2)-

Also erfiillt f wieder das Riemannsche Integrabilitétskriterium V.1.12. O

V.2.7. SATZ. Es sei f € R([a,b]) und [c,d] C [a,b]. Dann ist auch f.q € R([c,d]).

BEWEIS. Es sei € > 0 gegeben. Wir finden eine Zerlegung Z, € Zj, 3 mit
O(f,Z,) —U(f,Z,) < e. Nehmen wir {c,d} hinzu, also Z' = Z, U {c, d} so gilt fiir
diese Verfeinerung ebenso O(f,Z') — U(f,Z’) < e. Einschrinkung auf [c, d] liefert
Z'N[e,d =Z € Zle,q), also

O(fije.a)s Z) = U(f(e,ap, Z) <e.
O

V.2.8. DEFINITION.
Die Notation fiir das Integral wird folgendermafien erweitert: Sei f € R([a,b]) und
[, 8] C [a,b], dann definieren wir

| 1@ =0,
/; f@)da - —/j F2)dz .

V.2.9. Sarz (Additivitit). Fir alle f € R([a,b]) und o, 3, € [a,b] gilt

/: f(z)dz = /j fz)dx + /; f(z)dx.

BEWEIS. Folgt unmittelbar aus Satz V.2.6 und Satz V.2.7. (]

V.2.10. SAaTz (Linearitét). R([a,b]) ist ein reeller Vektorraum und f — f; f(z)dx ist ein
lineares Funktional auf R([a,b]).

BEWEIS. Betrachte Riemannfolgen, also (Z,) C Zj4 mit L(Z,) — 0 und
Zwischenpunkt-Tupeln (™. Dann folgt die behauptete Linearitét aus der fiir die
Riemansummen und der Konvergenz der Riemannfolgen, sowie Satz V.1.15,

SONf, Zy, €M) = AS(f, Zy, €™),
S(f+ 9, Zn, &™) = S(f, Zn, ™) + S(g, Zn, €™),
fir alle f,g € R([a,b]), A € R. O
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V.2.11. Sarz. f € R([a,b]) = |f] € R([a,b]).
BEWEIS. Es gilt fiir I = [2;_1, 2] C [a,b] (Beweis Ubung!)
sup |f| —inf | f| < sup f —inf f.
I I I I

Also

O(f1,2) = U(1f1. 2) = 3 _(z = zi-1) (sup|f| — mf |f]) < O(f,2) ~U(f,2) < ¢
i=1

fiir Z fein genug. O

V.3. Integral-Eigenschaften
V.3.1. SaTz (Monotonie). Fir alle f,g € R([a,b]) gilt

b b
f(z) > g(z) fir alle © € [a,b] = / f(x)dz > / g(x)dx.

BEWEIS. Wie im Beweis der Linearitdt folgt auch diese Monotonie aus der
entsprechenden Eigenschaft fiir Riemannsummen und den Grenziibergang L(Z,,) —
0. Betrachte also eine Riemannfolge S(f, Z,, &™), es gilt

S(f, Za, €M) = 3 (" = =) £(€0)

>3 = AT (€)= (g, 2, €7)
Die Behauptung folgt dann fiir lim,,_, - O

V.3.2. Sarz (Integralabschiitzungen). Fir f € R([a,b]) gilt:
(1) m < f(x) <M fir alle z € [a,b] = m(b—a) < fab f(x)dz < M(b—a),
(2) JJ f@)dw < (b= a)sup,ega /()
BEWEIS. Folgt aus der Monotonie, Satz V.3.1 O

V.3.3. SaTz (Dreiecksungleichung fiir Integrale). Sei f € R([a,b]). Dann gilt

|/abf<x)da:| < /ablf(x)dx.

BEWEIS. Nach Satz V.2.11 ist |f] integrierbar und die Monotonie und Linea-

ritit angewendet auf +f < |f| liefert :I:f: flx)dr < f; |f(z)]dx und somit die
Behauptung. O

V.3.4. SaTz. Seien f € R([a,b]) und g: [a,b] — R mit f(z) = g(x) fir alle bis auf endlich
viele z € [a,b]. Dann ist auch g € R([a,b]) und ffg(ax)dx = fab f(x)dx.
Dieser Satz besagt, dafl Riemann-integrierbare Funktionen integrierbar bleiben und
sich das Integral nicht verdndert, wenn die Funktionen an endlich vielen Stellen

verdndert werden. Endlich viele Punkte fallen fiir das Riemann-Integral also nicht
ins Gewicht.

BEWEIS. Betrachte die Differenz h(x) = f(x) — g(z). Also existieren endlich
viele Punkte {z1,...,%,} C [a,b] und Werte hq,...,h, € R mit

hiz) = {hi, falls = = x;,

0, sonst.



12 V. INTEGRATION

Durch geschickte Wahl der Zerlegungspunkte nahe genug um z; herum in Abhéngigkeit
von der Héhe h; finden wir eine Folge von Zerlegungen (Zy) C Zj, mit

—% < Uh, Z) < O(h, Zy) < % fiir alle k€ N.

Also ist h € R([a,b]) und f(f h(xz)dxz. Aufgrund der Linearitéit folgt dann die Be-
hauptung. O

V.3.5. SATz (Mittelwertsatz). Es seien f,g € C%([a,b]) mit g(z) > 0 fiir alle x € [a,b].
Dann existiert ein & € [a, b] mit

Lﬂummmzf@Lme.

Spezialfall: f: flz)de = f(&) - (b—a) fir g(xz) =1 fir alle x € [a,b].

BEWEIS. Seien m = miny, ) f und M = max[,p f. Minimum und Maximum
werden angenommen, da f stetig ist. Aus der Nichtnegativitit von g folgt nach der
Monotonie

m/abg(ac)dx < /ab f(@)g(z)dz < M/abg(x)dx.

Also existiert ein g € [m, M| mit p - ffg(x)da: = f: (x)g(z)dx. Da f stetig ist,
liefert der Zwischenwertsatz mindestens ein ¢ € [a,b] mit f(£) = p und somit die
Behauptung. O

Der folgende Satz besagt, daB fiir integrierbare Funktionen der Mittelwert sowohl
durch das normierte Integral als auch durch einen Grenzwert von Mittelwerten iiber
die gleichméfBig verteilten Zwischenpunkte

. b—a
T, =a+1- , 1=0,...,n
n

berechnet werden kann. Definiere fiir f: [a,b] — R den diskreten Mittelwert ., (f) :=
w2 fl@i).
n i=1 ?

V.3.6. SATZ. Falls f € R([a,b]) so existiert der Grenzwert p(f) = limy, o0 in(f) und ist
gleich dem Mittelwert

b
W) = 5= [ s,

BEWEIS. Mit der gleichméfigen Zerlegungsfolge z; = a + %(b — a) und Zwi-

schenpunkte 51-(”) = 2; gilt p,(f)-(b—a) = S(f, Zn,&™). Also folgt die Behauptung
unmittelbar aus der Voraussetzung der Integrierbarkeit. O

V.4. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und
Integrationsmethoden

Wir betrachten eine Riemann-integrierbare Funktion f: [a,b] — R und definieren
aufgrund von Satz V.2.7 die Integralfunktion F': [a,b] — R durch

F(a) :/ F(t)dt.
Es gelten

V.4.1. HiLrssaTz. F € C%([a, b)).
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BEWEIS. Seien z,y € [a, b], dann folgt aus Satz V.3.2 und V.3.3 die Abschitzung

IF(x) |/ I dt—/ F(t)dt] = |/ Sayit] < fo ol -sup 1]

Also ist F sogar Lipschitz-stetig.

V.4.2. HILFSSATZ. Sei f Riemann-integrierbar und stetig in z, € (a,b). Dann ist F' differen-
zierbar in x, und F'(z,) = f(x,).

BEWEIS. Betrachte
R(z,z,) = — F(z,) — f(x0) - (x — x,)

/ f()dt —/ f&)dt — / f(zo)d
= [ G0 - s,
Da f in z, stetig ist, existiert zu jedem € > 0 ein 6 = d(e, f, x,) mit |f(¢)— f(zo)| < €

fiir alle |t — x,| < 4. Seien nun |z — z,| < 4, so folgt |F(x) — F(x,)| < € |x — x,|.
Also gilt

lim Bz, z,)
T—To T — To

und die Behauptung folgt. O

=0

V.4.3. THEOREM. (a) (Erster Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Sei
f € C%a,b),R) und F(z) = [ f(t)dt. Dann ist F € C([a,b]) eine Stammfunkti-
on von f.
(b) (Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Sei F': [a,b] —
R differenzierbar auf [a,b] und F' integrierbar auf [a,b]. Dann gilt

b
/ F'(t)dt = F(z)|" := F(b) - F(a).
BeEweis. (a): Hilfssatz V.4.2.
(b): Sei Z € Zj44), Z = (20, - -,2n), und betrachte

F(b) — F(a) = ZF(@ — F(z_1).

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt aus der Differenzierbarkeit
von F auf [z;_1,%], i = 1,...,n die Existenz von Punkten &; € (z;_1,2;) so dafl
F(ZZ) — F(zifl) = F/(fl) . (Zi — Zi,1>, also
F(b) = F(a) = > (2 —z1)F'(&) = S(F', Z,€).
i=1

Sei nun (Z,,) C 2[4, eine Zerlegungsfolge mit L(Z,) — 0 und £ gemiB dem Mit-
telwertsatz gewéhlte Zwischenpunkte. Dann folgt aus der Riemann-Integrierbarkeit
von F' nach Satz V.1.15

F(b) — F(a) = S(F', Znaf(") —>/ t)dt fiir n — oo,

und somit die Behauptung. O
V.4.4. BEISPIEL. (1) Beispiele fiir Stammfunktionen als unbestimmte Integrale:
ofa:“da:—aﬂx +1 4 const fiir € R\ {—1},

o [Ldz =In|xz|+ const,
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. f 745z = arctan + const .

(2) Partialbruch-Zerlegung;: 17112 = (171,)1(1“/,) = %—i—l%ﬂ A=B= %, also

/da: _l/dl‘ +}/daz
1—22 2)1—-z2z 2) 1+=x

1 1 1
= ——In|l —z| + =In|l + x| + const = In St + counst .
2 2 1—2

V.4.5. Satz. (Partielle Integration)

f.g€C (b)) > / f(@)g(@)dz = f(x)g(z) - / f(@)g (@)de
BEWEISs. Produktregel (fg)' = f'g + f¢’ und Hauptsatz V.4.3. O

V.4.6. SATZ. (Substitutionsregel fiir unbestimmte Integrale) Seien I, J Intervalle in
R und f: I — R stetig, g: J — R stetig diﬁerenzierbar mit g(J) C I. Dann gilt fiir
= [ f(z)dz und Fi(z) = [ f(g(

Fyog = Fy + const .

BEWEIS. Kettenregel fiir Differentiation

& (Falo(9) = F2(0(0)) -9/(8) = F(0(0)) -4/ () = S Fi (1)
und Hauptsatz V.4.3 O
Anwendung;:

(1) Wéhle Substitutionsfunktion, z = g(t),
(2) berechne g'( ) = 9 "formal”: dz = ¢/(t)dt, ersetze (substituiere) [ f(z)dz

J f(al

(3) berechne Stammfunktlon Fi(t)=[f(g
(4) berechne t = g~1(x), geht nur wenn ¢’ (¢ ) 75 0 Fo( )= Fi(g~1(x)).
V.4.7. BEISPIEL

Ik m x>0
(1) wihle z = g(t) =t — 1, t > 1,
(2) ¢'(t) = 2t, de = 2tdt,
(8) | By = 2 ity = f(ﬁ—%) dt

=zt In(t — 1) — In(t + 1) + const = In =1 + const,

=
4 t=vVr+1,2>0, alsofm\/m = lnﬁ%i + const, fiir z > 0.

V.4.8. SATZ. (Substitutionsregel fiir bestimmte Integrale) Sei f: [a,b] — R stetig,
g: [a, B] — R stetig diff 'bar mit g([a, B]) = [a,b], g(a) = a, g(B) = b. Dann gilt

b 16
/ f(@)dr = / £ (o)) g (t)dt

BEWEIS. Betrachte die Stammfunktion F' von f, dann gilt nach der Kettenregel
F(g(t))/ = f(g(t))g'(t) und somit nach dem Hauptsatz V.4.3

F(b)— F(a) = F(g9(8)) — F(g(a)).
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V.5.

Unbeschrénkte Intervalle und uneigentliche Integrale
V.5.1. DEFINITION.

Sei f: [a,00) — R mit f,5 € R([a,b]) fiir alle a < b < co. Dann definieren wir
das uneigentliche Integral

b
/ f(z)dz = blirn f(z)dz, falls der Grenzwert existiert,
a a .
/ f(z)dx := lim f(z)dx, falls der Grenzwert existiert,

——
a oo a

und analog

in dem Fall von f: (00,b] — R. Fiir f: (c0,00) — R definieren wir

oo
/ f(z)dx / f(z)dx + / f(z)dx, falls beide Grenzwerte existieren
—o0

mit a € R beliebig.

V.5.2. BEISPIEL. (1) ffm efdr = limy_, _ fto eCdr = limy__ e”f|(t)

=1—lim;, e = 1.
2)
/ O — {hthoo hiﬂl ,a=—1
1

limg o & T ’1 ,a# —1
+00 ,a=—1,

_ 1

= o+l ,Oé<*].,,
+o00 ,a>—1

d.h. floo x®dx existiert/konvergiert genau fir a < —1.
V.5.3. DEFINITION.

Sei f: [a,b) — R unbeschrinkt und f, 4 € R([a,t]) fiir alle a < ¢ < b. Dann
definieren wir

/ fl@)dx = hm / f(x)dx, falls der Grenzwert existiert,

und analog fiir f: (a,b] = R, f: (a,b) — R.

V.5.4. BEISPIEL. (1)
1 ; 1 _
/ z%dr = l?mtw lﬁfﬂtl yo=-l
0 hmtloa—ﬂ‘t , o # —1
+oo0 ,a=-1
_ 1
= ot a>-—1,,
400 ,a< -1

)

d.h. fol x%dx existiert /konvergiert genau fiir o > —1.

(2) ffooo 11’;2 = limy_ arctanx‘g + limy e arctanx|(t) =7

V.5.5. SaTtz. (Cauchy-Konvergenzkriterium) Sei f: [a,

o0) — R Riemann-integrierbar
auf allen kompakten Teilintervallen. Dann gilt

/tt/ f(z)dx

/ f(x)dx existiert < Ye> 03z, > a s.d. <efa tt'>uxz,.
a
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BEWEIS. ”=": Sei v = faoo f(z)dx und e > 0. Dann existiert ein z, > a in
Abhéngigkeit von €, so dafl

/tt, flx)dx /at/ f(z)dz — /atf(x)d;v

/ " fw)da—n

IA

<

N ™
N

+ ‘7— /atf(w)dx

fiir alle t,¢' > z, .
”<": Es sei (¢,) C R eine Folge mit lim, o ¢, = 00 und 7, = f;” f(z)dz. Da

[ — Ym| = fci: f(a:)dz‘ < e fur alle m,n > n, mit n, € N grof§ genug so dafl
cn > T, fiir alle n > ny,, folgt daB (v, )nen eine Cauchy-Folge ist und somit existiert
der Grenzwert lim, oo Vn.

Wir behaupten nun daf} fiir jede solche Folge mit ¢,, — oo sich derselbe Grenzwert
lim~,, ergibt. Dies sicht man wie folgt. Seien (c,),(c),) zwei solche Folgen und
wir bilden dann die Reifiverschlufolge (¢,) = (c1,¢),¢2,¢h,...). Mit demselben
Argument wie vorher fiir (c,) ergibt sich wieder daf (,) konvergiert. Allerdings
sind nun (y,,) und (v;,) darin als Teilfolgen enthalten und miissen folglich denselben

Grenzwert haben. Also existiert lim;_, o f; f(x)dx. O

V.5.6. SaTz. Sei f: [a,00) — R mit f € R([a,b]) fir alle a < b und [°|f(z)|dz existiere.
Dann existiert auch f:o f(z)dz und
< [ 1@l

/:0 f(x)dx

BEWEIS. Zu jedem € > 0 existiert nach Voraussetzung wegen Satz V.5.5 ein
xo(€) > a so daf

/tt, f(x)dx

Also folgt die Behauptung wiederum mittels Satz V.5.5. O

t/
S/ |f(x)|dz < e fiiralle ¢/ >t > x,.
t

V.5.7. SaTz. (Majoranten- und Minorantenkriterium) Fs seien f, g: [a,00) — R. Dann
gilt: Falls

(a) |f(z)| < g(z) fir alle x > a und f;o g(z)dz ezistiert, dann konvergiert
auch [ |f(z)|dz, und falls

(b) 0 < g(z) < f(x) fir alle x > a und [ g(x)dz divergiert, so divergiert
auch [° f(x)dw.

BEWEIS. Es geniigt der Beweis von (a), (b) folgt dannunmittelbar aus (a).

Nach Voraussetzung an g und mittels Satz V.5.5 existiert fiir alle € > 0 ein x, > a
so daf fiir alle t/ >t > x,

/ " s < / " aie <c.

Also ist wiederum mittels Satz V.5.5 | f| auch endlich integrabel iiber [a,00). O

V.5.8. BEISPIEL. )
Wir behaupten, dafi das Integral ffooo e~ % dx konvergiert. Es geniigt offenbar zu
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. a2 . . N
zeigen, daf3 floo e~ % dx konvergiert. Wir betrachten folgende Abschétzung.

1
y>0=¢e' =1+y+5y°+... 2y

2
=y>lny fa. y>0 = 2°>mhr*fa x#0
2 1 2_1
= e P <e ™" =3

Nun existiert das Integral floo i—ﬁ und somit liefert Satz V.5.7 die Konvergenz von

floo e*“’Q, ohne dafl wir bislang den Wert des Integrals berechnen kénnen! Dieses

wird erst mit mehrdimensionalen Integrations-Methoden méoglich sein. Wir werden
zeigen, dafl

/ e dr = 7.

V.6. Erginzungen und Anwendungen

V.6.1. Funktionenfolgen.

V.6.1. DEFINITION.
Es sei X C C ein gegebener Definitionsbereich fiir Funktionen f,,, f: X — C,n € N.
Dann definieren wir die Supremumsnorm auf X durch

£l = sup [£(2)].
zeX

Wir sagen, die Folge (f,) konvergiert punktweise gegen f genau dann, wenn
fn(z) = f(2) fir n — 00, fa. zeX,

und wir sagen, die Folge (f,) konvergiert gleichmiflig gegen f genau dann,
wenn

lfn — fllx = 0 fiir n— oo.
Es ist leicht zu sehen, daf§ gleichméflige Konvergenz immer auch punktweise Kon-
vergenz impliziert. Dagegen ist die Umkehrung falsch wie folgendes Beispiel zeigt:
V.6.2. BEISPIEL.
Essei X = (—1,1) C Rund f,(z) = 2™. Da |z| < 1, konvergiert f,, — 0 punktweise.
Allerdings gilt
I fullc10) = sup |z|" =1 fa.neN
—1l<z<1

und somit konvergiert (f,,) nicht gleichmifig. Allerdings, wenn wir f,, auf ein be-
liebiges kompaktes Intervall [-1 +€,1 — €], 0 < € < 1, einschrinken, so konvergiert
(fnl=14e,1—q) gleichméBig gegen 0.
V.6.3. BEISPIEL.

Betrache eine Potenzreihe f(z) = Y p-axz" also Funktionenfolge von Polynom-
funktionen f,(z) = Y_j_,arz" auf einem Kreisscheibengebiet X = Br(0) C C.
Angenommen, (f,) ist normal konvergent, d.h. 3% o larz*|| 5L 0) = Soneo lar| RF
konvergiert. Dann gilt f,, — f gleichmifig auf Br(0).

V.6.4. SATZ. Es seien (fn), f: X — C wie oben und (f,,) C C°(X,C). Dann ist auch f stetig
auf X.

BeEweis. Vgl II1.3.1.
Sei z, € X. Es gilt fa. z€ X

[£(2) = f(zo)l < |F(2) = fu(2)| + [fn(2) = ful20)| + [fu(20) — f(20)]
< 2||f7 anX + |fn(z) - fn(zo)| .
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Sei € > 0. Wenn f,, — f gleichméiBig, so existiert ein n,(e/3) so da8
If = fall <§ fa. n>n,.
Da f,, in z, stetig ist, existiert ein 6 = 6(fy,, 2,) so dafl
€

| fro(2) = fro(20)| < 3
Fiir dieses § gilt dann |f(z) — f(2,)| < € fiir alle |z — z,| < 4. O

fa. |z—2z <9.

V.6.5. SATZ. Seien nun (f,) C R([a,b]), f: [a,b] = R mit f, — f gleichmidflig. Dann gilt

auch f € R([a,b]) und

b b
f(z)dz = lim / fn(z)dx
BewEIs. Es gilt fiir jedes Teilintervall I C [a, b],
SI}-pf = Sup(f - fn +fn) < Sup(f - fn) +51}pfn

< bup|f fn|+5u13fna

[a,b]
und wegen —inf f = sup(—f) haben wir
7i?ff < Sup(*f+fn) + Sup(*fn)

< Suplf fn‘ - Hlffn-
[a,b]
Also gilt fiir alle Z € Z|, y
k
O 2) = U 2) =3 ( swp f= il f)-(zi =)
i=1 Zi—1,%4 o

IA

2Hf_fnll[a,b](b_a) + O(fnaZ) - U(f’mZ)

Seinun € > 0 und n,(¢) € NsodaB || f—fn, || < 1(=a)- Dann folgt aus der Annahme
In, € R([a,b]), daB eine Zerlegung Z € Z, y) existiert mit O(fn,, Z) —U(fn,, Z) <
5. Also folgt O(f, Z)—U(f, Z) < e. Somit ist auch f auf [a, b] Riemann-integrierbar.
AuBerdem folgt aus |O(f, Z) — O(fn,Z)| < |If = full - (b = a) der Grenzwert

lim fn d:vf/f

n—oo

O

V.6.6. KOROLLAR. Seien (f,) C C'([a,b]) mit f, — f punktweise auf [a,b] und f, — g

gleichmipig auf [a,b]. Dann gilt: f € C([a,b]), f' =g € C°([a,b]) und

— lim f, = lim —fn
dx n—oo n—oo dx

BEWEIS. Aus (f,) € C'([a,b]) folgt (f/) € C°a,b]). Satz V.6.4 impliziert
dann g € C%([a, b]) und Satz V.6.5 den Grenzwert fiir alle = € [a, b]:

/f dtﬂ/ t)dt fir n — oo.

Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt dann

i (Ju(e) — fula)) = [ glo)ar

n—oo
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Andererseits gilt f,,(z) — f(z) und f,(a) — f(a). AuBerdem besagt der Hauptsatz
cbenfalls, da h(x) = [ g(t)dt differenzierbar ist mit #’(z) = g(x). Also folgt

f(z) = fa) = h(z) € C'([a,b])
und somit f € C*([a,b]), f' = g =lim f,. O

V.6.7. BEISPIEL.
Wir betrachten die Funktion f(x) = arctanz, x € R. Hierfiir gilt

1
/ —
Mittels der geometrischen Reihe folgt
o
f(z) = Z(—a:Q)k fa. |z|<1.
k=0
Wir betrachten die Potenzreihe f,(x) = >} 57 +)1 22k+1 mit Konvergenzradius 1

und erhalten gleichmiflige Konvergenz der Funktionenfolge (f,,) eingeschrinkt auf
jedes abgeschlossene Intervall [-1+¢,1 —¢] mit 0 < € < 1. Aus Korollar V.6.6 folgt
somit

— (-1
arctanr = Z S~ a2kl 4 oconst fa. —l<a<l.
= 2k +1

Da arctan0 = 0, folgt const = 0. Der Abelsche Grenzwertsatz zusammen mit der

Konvergenz von $.°°  &L°

ne0 3 nach dem Leibniz-Kriterium liefern dann
n+1

o0

arctan x T fa |z <1,

insbesondere

_q_1.1 _
= 3 5:F---—

— (-1
nz:%?n-i-l

V.6.2. Integraltest fiir Reihen.

13

V.6.8. SATZ. Es sei f: [m,00) — R eine monoton fallende Funktion, m € N, mit f(z) > 0
fiir alle x > m. Dann gilt

/ f(z)dz existiert < Z f(n) konvergiert.

m n=m

BEWEIS. ”=": Aufgrund der Monotonie kénnen wir auf jedem ganzen Teilin-
tervall

n+1
/ f(@)dz > inf f(z) = f(n+1)

[n,n+1]
abschétzen und somit gilt

M+1

S fn Z/ 2)de < /mMHf(x)dx.

n=m-+1

Da f(z) > 0 fiir alle x > m und das uneigentliche Integral nach Voraussetzung
existiert, folgt, dal die Reihe ZZO m f ( ) konvergiert und der Wert nach oben
beschrénkt ist durch f(m) + [ f(z
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”’<": Es sei nun b > m. Dann gilt aufgrund der Additivitat des Integrals

b m+1 ] b
/m f(x)dz = / fl@)dx + ... + / f(z)dx + ) f(x)dx

m (b]—1 [

fm)+ fm+1)+ ...+ f([b] = 1) + (b= [b]) - f([0])
< Zf(n) < 0.

IA

Die erste Abschitzung folgt aus dem monotonen Abfall von f. Also ist insgesamt
F@) = fi f(z)dz eine monoton wachsende und oberhalb beschréinkte Funktion.
Daher existiert der Grenzwert lim;_,o, F(b) und dieser ist oberhalb beschrinkt

durch >°0°  f(n). O

V.6.9. BEISPIEL.
Wir betrachten f(z) = -5 und schéitzen ab:

o0 oo
1 / * dzx 1
She[Bey
2 = 2 = 2
n=2 n 1 z n=1 n
Aus der Integralberechnung zu 1 folgt somit
1
1<y — <2
n=1

Mit nicht-trivialen Methoden, die uns hier noch nicht zur Verfiigung stehen, lédsst
sich dieser Wert der Zeta-Funktion berechnen zu

V.7. x Fourier-Reihen

Wir betrachte komplexwertige Funktionen in einer reellen Variable.
V.7.1. DEFINITION.
Eine Funktion f: R — C heifit periodisch mit Periode 7, wenn
flx+7)=f(x) fa. zeR,.

Falls f 7-periodisch ist s ist f auch k7-periodisch fiir alle k € Z.

V.7.2. HiLrssaTz. Ist f: R — C stetig, periodisch und nicht konstant, so besitzt f eine
kleinste positive Periode,

BEWEIS. Angenommen, das ist falsch. Dann finden wir eine Folge 7, — 0,
Tp > 0, mit
flea+71,)=f(z) fa. z€R, neN.
Da 7, — 0, existiert fiir jedes y € R eine Folge (m,,) € ZY mit m,7, — y. Also
folgt aus der Stetigkeit

n—oo

Somit muss f konstant sein. O

V.7.3. BEISPIEL.
er(x) == €'** ist 2m-periodisch mit minimaler Periode 2%, falls k € Z \ {0}. Wir
haben
er(z) = coskx + isinkx,

cos kz und sin kx sind ebenfalls Qf—periodisch.
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V.7.4. DEFINITION.
Seien n € Nund ¢ = ay, +ifr € C, k € {—n...,0,...,n} C Z. Dann heifit

n
T(xz) = Z cpett®
k=—n
ein trigonometrisches Polynom.
Nach der Umformung

n

Z cpet® = Z (ag + i0k)(cos kx + isin kx)

|k|<n k=—n

NE

(o +1i0o) + [(ax + iBy)(cos kz + isin k)

£
I
—

+ (a—p, + if_k)(cos kx — isin kz)]

= Z(ak + a_g)coskx + (B_r — Or) sinkx
=1

+i[Bo + Z(ﬂk + B_k) coskx + (o, — ay) sinkz]
k=1

sehen wir, dafl wir trigonometrische Polynome auch allgemein schreiben kénnen in
der Form

n
T(x) = a0—|—Zakcoskm+bksinkx, ao,ar, b, € C, ke N,
k=1

Da Integration eine lineare Operation ist, konnen wir diese problemlos auch auf
komplexwertige Funktionen erweitern. Sei f: [a,b] — C eine beschriinkte Funktion,
d.h. |f(x)] < ¢ fa. x € [a,b]. Dann heifit f Riemann-integrierbar , wenn Re f
und Im f Riemann-integrierbar sind und

/abf(x)d:c = /abRef(a:)dx +i/:1mf(m)d:c,

Wir haben fiir die trigonometrischen Funktionen ey, coskz und sin kx folgende
Orthogonalititsrelationen:

1 2m 1 2m .
(ex,e1) = — ex(z)e_(z)dr = — e k=0z gy
21 Jo 2m Jo
1 i(k—1)z| 2T
I = A P oy
1 k=1,
0, k#I,
== ?é = 6k,l~
1 27
(sinnx,sinmz) = — sinnrsinmrdr = =0n.m
21 0 2 ’
1 27
= — cosnz cosmx dxr = (cosnx,cosmz),
2T 0
1 2
(sinnx, cosmx) = sinnxcosmaxdr =0 fa. n,m,eZ.

2 Jo
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Sei nun f(z) = Yp_ , ckex(x), dann folgt aus den Orthogonalititsrelationen fiir

€k,
1 2m

= 5o ; f(x)e_g(x)dx.

Entsprechend erhalten wir fiir

a < :
f(z) = ?—&—Zakcoskx—i—bksmkm,

k=0

1 2m

o= [ fa)d

5) T,

ap = — (z) cos kx dz,
T Jo
1 2m

b, = — (z) sin kzx dx .
T Jo

V.7.5. DEFINITION.
Sei f: R — C eine 27n-periodische Funktion, so dafi das Produkt f - e, € R([0, 27])
fiir alle k € Z Riemann-integrierbar ist. Dann heif3t

1 2m

fk)=— [ f@)e—i(z)dx

:27r0

der k-te Fourier-Koeffizient, s,,(f) = S.7__, f(k)ex heiBt die k-te Fourier-
(Partial-)Summe von f, sowie 370 __ f(k)ex := (Sn)nen, dic Fourier-Reihe
von f.

Betrachten wir eine solche Fourier-Reihe (s;,)nen, einer Funktion f, so stellt sich
die Frage, fiir welche f diese Funktionenreihe gleichméBig auf [0, 27] konvergiert.
Man beachte, dafl s, fiir alle n € Ny 27-periodisch ist, selbst wenn f nicht die
Periode 27 hat. Dies schriankt also bereits die Klasse der Funktionen mit gleichméfig
konvergenter Fourier-Reihe ein.

V.7.6. DEFINITION.
Das trigonometrishce Polynom

als Mittelwert der ersten n Fourier-Polynomen heifit das n-te Fejér-Polynom von
f-

Es gilt offenbar: Falls s, (f)(z) — f(x) fiir n — oo so auch o, (f)(z) — f(x).
Ohne Beweis zitieren wir folgenden

V.7.7. SATZ (von Fejér). Sei f: R — C 2w-periodisch und stiickweise stetig, so gilt:

(a) Fir alle z € R gilt o, (f)(x) — W, insbesondere
(b) falls f in x stetig ist, so gilt o, (f)(z) — f(x).
(c) Ist f stetig auf ganz R , so konvergiert o,(f) — [ gleichmifig auf R.

Aber man kann auch folgendes zeigen:
V.7.8. SATZ. Fir allex € R, € > 0 und f: R — C existiert eine stetige Funktion fiR—>C
mit ||f — fllo < € und SUPyeN |5n(f)(x)| = 00.

Das bedeutet, beliebig nahe an f finden wir immer stetige Funktionen, deren
Fourier-Reihen in z divergieren. Also brauchen wir im Gegensatz zu Fejér-Polynomen
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fiir Fourier-Polynome stéirkere Voraussetzungen, um die Reihe konvergieren zu las-
sen.
Wir wiederholen folgende

V.7.9. DEFINITION.
Eine Funktion f: [a,b] — C heifit stiickweise stetig, wenn es eine Zerlegung
7 = (CL =zp<zn<...<z = b) S Z[a,b] gibt, so daf f‘[zi—lyzi] fir allei =1,...,1
stetig ist. Wir definieren dann die Notation

Pt = (1), () = lim £ (0)

f heiit auBerdem stiickweise differenzierbar, wenn f stiickweise stetig ist bzgl.
einer Zerlegung Z € Z,p) so daB f|(.,_, ., differenzierbar ist, so daf§

/ o St z) = flat)
f'(zi+) = ltlfgl .
flem) = lim LG = fE =)

t10 t

existiert und ebenso auch

Das Hauptresultat ist

V.7.10. THEOREM (Dirichlet). Sei f: R — C 2m-periodisch und stiickweise stetig und f'(z+)

und f'(x—) existieren in x € R. Dann konvergiert die Fourier-Reihe s,(f) in x
gegen LeHEIG=)

V.7.11. BEISPIEL.
Wir betrachten die stiickweise konstante Funktion

fa) = {1, 0<z<m,

0, sonst.
Wir setzen dann f 2mperiodisch fort zu

f(m)— 1, 2kr <z < (2k+ 1),
)0, k+Dr<z< (2k+2)m, keZ.

Also berechnen wir geméif} (5)

1 T
. dr = 1
ag 7_[_/7;]0(1’)‘% s
1

ap = — f(z) coskxdx = 0, wegen ungeradem Integrand,
™ —T
1 [ . 1 /™.

b = — f(z)sinkzdr = — sin kx dx
™ J)_x ™ Jo

1 P 0, k gerade,
= H(—coskx)h) = { )

7=, kungerade.

Also erhalten wir die Fourier-Reihe von f als
F(z) = L + i 2 sin(20 + 1)z
2 — 2+ ’

Geméfl Theorem V.7.10 konvergiert diese Fourier-Reihe gegen

0, —7T<x<0,
Flz)=41, 0<z<m,
%, x=0,7
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Wenn wir zum Beispiel z = § einsetzen erhalten wir wegen sin(2/ + 1)% = (—1)!

" 2
- (1) =1
2+;(21+1)7r( y =1

Man vergleiche dies mit der Taylorreihe von arctan z.
Wir wolen nun das Theorem von Dirichlet beweisen.

V.7.12. DEFINITION.
Das trigonometrische Polynom

n

D, (x):= Z ex(z) = Z et

k=—n k=—n

heifit der Dirichlet-Kern n-ten Grades.

Es gilt
n 2n 2n A
Z ezkm — g —inx Zeikr — —inw Z (ezz)
k=—n k=0 k=0
L ine (= e®)(1 4 ... + ei2ne)
¢ 1—ei
(6) 1= ei(2n+1)r e—inx _ ei(n+1)z
_ _—inx _
- ° 1—ei N 1—ei
e—i(n—i—%)w _ ei(n—&-%)x
o eii% — elé

sin(n + )z

sin 5
Auflerdem haben wir
1 [ 1 I — , ,
— D,(t)dt = =+ — / ehr e~k gy
27 2 27 0
k=1
1 1
(7) = §+;Z/O cos kx dx
k=1
_ 1
=3

Die zentralen Schritte liegen in folgenden Lemmata:

V.7.13. LEMMA (Riemannsches Lemma). Sei F': [a,b] — C stiickweise stetig. Dann gilt

b
lim F(z)sinkzdz = 0.

k—oo [,

BEWEIS. Sei € > 0. Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit gelte F'(z+) = F(x)
firallex € [a,b]. Sei Z = (a =20 <21 < ... <2z =0b) € Zlgpy und § = (&1,...,&),
& € (zio1, 2i), so dafl

sup FF— inf F <e fa. i=1,...,1[.

(zi—1,2i) (zi—1,2i)
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Also mit ¢ = 2221 F(&) -1, 2 gilt [|[F — ¢l < €. Wir berechnen

b
1
/a o(z)sinkxr dr = ZF &) % (coskzi_y —coskz;) — 0

fiir k — oo, da |cosz| < 1. Daraus folgt

b b
/F(x)sinka:dx < e-(b—a)—l—/ o(z) sin kzx dz,

und somit folgt die Behauptung. O

V.7.14. LEMMA (Dirichlet’sches Lemma). Sei f: [—7, 7] — C stiickweise stetig und links-
und rechtsseitig diﬁerenzierbar i 0. Dann gilt:

! £0-) + £(0+)
o | ropua - LRI

fiir n — oo.

Bewels. Wir haben mit (

/ F(0)D S F04),
und erhalten somit

P Wf(t)_f(0+) tt81n(n+%)tdt
0 t sin 5

27
1 [" 1
= 27 f(t)Dn(t) dt — 7f(0+) :
m™Jo 2
Aus der rechtsseitigen Differenzierbarkeit folgt
t) — t
L S0 = F04)

D
t10 t sin 5

= f'(0+)-2

also ist w —— stiickweise stetig und wir konnen das Riemannsche Lemma
2

V.7.13 anwenden. Daraus folgt lim,,_,., A = 0, also

sin

™

1 1
lim — f(@®)Dy(t)dt = §f(0+)
Analog zeigt man

1 1
dim oo [ f() n(t)dt = S f(0-).

Zusammensetzen beider Identltaten ergibt die Behauptung. O

BEwEIs DES THEOREMS V.7.10. Wir berechnen

sa(f)(@) = Y f(k)e™

k=—n

_ 1 /’T z”: F()e* ==t dt. substitutiere  —t =y
2T S

A f(xiy)k;ne Ymdy) = 27r/ _ f(z —y)D,(y) dy
1 s

= — F(y)D,(y)dy, da Integrand 2m-periodisch,

—T
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wobei F(y) := f(x —y). Da f nach Voraussetzung iiberall links- und rechtsseitig
differenzierbar ist, ist das Dirichlet’sche Lemma V.7.14 anwendbar, und es folgt

F(0-) + F(0+) flx+) + f(z—) .

Jim sa(f)(@) = —— = o LD
Dies ist die behauptete Konvergenz der Fourier-Reihe von f. O

V.7.15. BEISPIEL. ‘
Als Anwendung betrachten wir die Funktion *7%. Wir berechnen das Integral

(nt+3)m o 1
I, = / et dx, substituieren z = (n+ <)t
—(n+%)7r T 2

T o lt
:/ sm(nt—l—2) dt

—T

3| fopaa,

inl
mit f(t) = 2% ft. f ist differenzierbar in 0. Also ist wiederum das Dirichlet’sche
2

Lemma anwendbar und wir erhalten lim,, ., I, = 7 f(0). Also folgt

o .
sinx
/ dex = m.
oo T

Daf} das Integral existiert, ist bereits frither in einer Ubungsaufgabe gezeigt worden.




KAPITEL VI

Topologische Grundbegriffe metrischer Raume

VI.1. Metrische und normierte Riume

VI.1.1. DEFINITION.
Es sei X eine Menge und d: X x X — R eine Abbildung. (X, d) heifit metrischer
Raum genau dann, wenn

(i) d(p,q) > 0 fiir alle p,g € X und d(p,q) = 0 genau dann, wenn p = ¢
(Nicht-Degeneriertheit),
(ii) d(p,q) = d(q,p) fir alle p,q € X (Symmetrie),
(iii) d(p,r) < d(p,q) + d(q,r) fiir alle p,q,r € X (Dreiecks-Ungleichung).

VI.1.2. BEISPIEL. (1) Sei X beliebig und dgisk, definiert durch
0, p=gq,
ddiskr (D, @) :=
’ 1, p#q.

ddiskr heifit die diskrete Metrik.
(2) X =R, d(p,q) = p—ql.
VIL.1.3. DEFINITION.
Sei V ein reeller (nicht notwendig endlich-dimensionaler) Vektorraum und [|-]|: V —
R eine reelle Funktion. Dann heiit (V, || - ||) ein normierter Vektorraum genau
dann, wenn

(i) [Jv]] > 0 fir alle v € V und ||v|| = 0 genau dann, wenn v = 0 (Nicht-
Degeneriertheit),
(i) ||Av]| = |A] - [Jv]| fir alle A € R, v € V,
(iii) [Jv 4+ w| < |jv]| + ||w| fir alle v,w € V' (Dreiecks-Ungleichung).
Offenbar gilt

VL.1.4. SATZ. Jeder normierte Vektorraum (V.| - ||) tragt eine induzierte Metrik (V,d.),
d“,H(v,w) = ||'U — U)H

1
VL15. BeESPIEL. (1) V=R, p>1, |vll, == [[(v1,--.,va)ll, := (ZL |vi|p) v
(2) V=R", |t|loc := max;=1,.n |vs]. ,
(3) Sei V = B2 und (@, 9)lly = (2l + v/gl)>- Damnist | | = || - |
keine Norm. Betrachte zum Beispiel v = (1,1) = (1,0) 4+ (0,1). Es gilt
1(1,0)[ =1 =[(0,1)]|, aber [|(1,1)[| =4 > [|(1,0)[[ + [|(0, 1)[|. Also ist die
Dreiecksungleichung nicht giiltig.
(4) Fiur alle v € R™ gilt:

[vllse < [0l < Vnllv]los,

[vlloc < ol < nl[olloo,
allgemein ¢ [[v]ly < [vll, < n¥|vll, fa. p,q € NU{oo},
insbesondere |[v|l, < |v|l, fa. p<gq.

27
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(5) V= C%a,bL,R), [l flloc = llfllja,0) = $uPae(a) | ()
Diese Beispiele reihen sich in eine umfassende Theorie von Funktionen- und Fol-
genrdume ein, deren allgemeinste Form wir spéter noch in der Maf- und Integrations-
Theorie kennenlernen werden. Als Einfithrung sei nachfolgender Abschnitt VI.1.1
mit den wesentlichen Eigenschaften eingefiigt.

VI.1.6. DEFINITION.
Seien V ein reeller Vektorraum und || - ||;, ¢ = 1,2 Normen auf V. Dann heiflen || - ||1
und || - ||2 dquivalent genau dann, wenn Konstanten c1,ca > 0 existieren, so daf

)

allvlr < vz < ellv|li fa. veV.

VI.1.7. SATZ. Je zwei Normen auf R™ sind dquivalent.

Den Beweis konnen wir erst spéter in Abschnitt VI.7 fiihren. Als unmittelbare
Verallgemeinerung ergibt sich, daf je zwei Normen auf einem beliebigen endlich-
dimensionalen Vektorraum dquivalent sind.

Dagegen ist diese Aussage im unendlich-dimensionalen Fall falsch, wie folgendes
Gegenbeispiel zeigt.

VIL.1.8. SATZ. Die Normen || - |, || - [l; auf C°([a,b],R) sind fiir p # q nicht dquivalent.

Bewels. Wir fithren hier den Beweis nur fir p = 1 und ¢ = 2 auf [0, 1]. Der
Beweis fiir den allgemeinen Fall ldsst sich leicht daraus ableiten.
Wir betrachten die Funktionenfolge

2n—2n2x, 0<x< l,
fﬂ('r)i 1 "

Wie man leicht sieht, gilt || fn1 =1 fiir alle n € N, jedoch || fy|l2 = 30— 00. O

VI.1.9. DEFINITION.
Sei X eine Menge mit zwei Metriken d;, ¢ = 1,2. Dann heiflen diese Metriken
dquivalent genau dann, wenn

1
ex. ¢>0s.d. cdi(p,q) < da(p,q) < Edl(p’ q) fa. pgeX.

Seien (X;,d;), i = 1,2 zwei metrische Rdume. Dann heifit eine surjektive Abbildung
fi(X1,d1) — (Xa,d3) eine Isometrie genau dann, wenn

dy(f(p), f(q)) = di(p,q) fa. p,geX;.

Offenbar ist eine Isometrie automatisch injektiv, also eine Bijektion. Verzichtet man
auf die Forderung der Surjektivitdit so nennt man f eine isometrische Einbet-
tung.

VI.1.10. DEFINITION.
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann heifit die Teilmenge
Br(z) == B(x,r) = {y € X|d(z,y) <r}

der (offene) Ball vom Radius r > 0 und Mittelpunkt € X. Der Ball B;(z,)
heifit auch Einheitsball zum Mittelpunkt x,.
Sei des weiteren A C X eine beliebige Teilmenge. Dann wird auf A durch

da: AxA—R, dalp,q)=d(p,q) fa pgeA

eine Metrik auf A induziert. Also (A4, d4) mit der induzierten Metrik wird selbst
als ein metrische Raum aufgefasst.
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VI.1.11. BEISPIEL.
Die n-dimensionale Einheitssphire
5" = {(zo,...,Tn) 6R"+1|x8+...+xi:1} C R
triagt die durch die euklidische Metrik aus || - ||2 induzierte Metrik. Der Durchmesser
in der induzierten Metrik betriigt 2. (Dagegen betrigt die Linge der kiirzesten
Verbindungskurve zwischen zwei Antipoden auf S™ 7. Kurvenlingen werden wir
spéter noch genauer betrachten.)
VI.1.1. LP-R&ume.

VI.1.12. DEFINITION.
Es seien p, ¢ € (1,00) sogenannte konjugierte Exponenten mit % + % =1. Wir
definieren [,(R) = { # = (2,) € RN [ 3, oy |2n[P < 00 } und

]y = (i |z |”)

Sei f: [a,b] — R stiickweise stetig, dann definieren wir

MMF(AHNMMQP

Wir wissen nun aus Aufgabe 1 a), Ubungsserie 5, daB fiir alle u,v > 0 und konju-
gierte Exponenten

=

fir = € [,(R).

'y q
(8) w < — 4=
p q

gilt.
Seien nun z = (x,) € I, y = (yn) € Iy und N € N. Wir definieren (z,y)n =
Z:Ll ZnYn, und falls diese Reihe fiir N — oo absolut konvergiert, (x,y) := limy_ oo (z, y) N

Es seien 7 = Hpr und g = ”yqu, falls z # 0 und y # 0. Dann gilt mit (8)
o N gt . — _
@i <N (B ) < Lalp+ Lgls = 241 -1,

Daraus folgt (z,y)n < |z]p - ||yll4 fir alle N € N und somit liegt auch absolute
Konvergenz vor und es gilt (x,y) < ||z||, - ||y|lq fiir alle z € {,, y € 1.

Betrachte nun f,g: [a,b] — R stiickweise stetig und (f,g) = fab f(z)g(z)dz. Ohne

Beschrénkung der Allgemeinheit seien f und ¢ nicht die Nullfunktionen, also || f||, #

0 und [|g|, # 0. Dann normieren wir wieder f = ”Jf” und g = ; 9— und es folgt
P

lgllq’

analog mit (8)

()l < [ li@ale < [ (0 Ba 21,

Also folgt wieder (f,g) < ||fllp - llgllq- Wir haben somit fiir p, ¢ > 1 folgenden Satz
bewiesen

VI.1.13. SaTz. (H6lder-Ungleichung) Seien p,q € (1,00) konjugierte Exponenten bzw.
p =1 und ¢ = co. Dann gilt fir alle x € [, und y € l; bzw. f,g: [a,b)] — R
stiickweise stetig

(@,y) < llzllp - llylly  bzw. (fr9) < [[fllp-llgllq-

Der Fall p = 1 und g = oo fiihrt auf die einfache Abschitzung gegen die Supremums-
Norm || - ||oo und ist unmittelbar direkt zu beweisen.

Mit Hilfe der Holder-Ungleichung ldsst sich nun leicht die wesentliche Bedingung
der Norm-Eigenschaft beweisen:
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VI.1.14. SaTz. (Minkowski-Ungleichung) Es seien p € [1,00] und z,y € I, bzw. f,g: [a,b] —
R stiickweise stetig. Dann gilt x +y € I, und

lz+yllp, < llzllp + llyll, sowie
1

([ voresyw)’ = ([ sorm) ([ owrm)’

BEWEIS. Betrachte z,y € [,, dann folgt aus der Holder-Ungleichung

N 1
lallp (3 G+ 9) @01

n=1

IN

IN

N
Z xn(xn + yn)p_l
n=1

N

=l (S +w?) 7.

n=1

da p + g = pq fiir konjugierte Exponenten. Daraus folgt

N N
Z(xn + y")p = Z(‘T" + yn)(xn + yn)pil
n=1 n=1
N 1-1
P
< (lally + lylly) (Y- (@ +90)7)
n=1
und somit
N 1
O @a+ya)?)? < lllp+llyl, fa NeN.
n=1

Also ist diese Reihe wiederum konvergent und = + y € I,,, sowie

lz+yllp < llzllp + llyllp -

Der Beweis fiir die Minkowski-Ungleichung fiir die Integral-Normen fiir f, g erfolgt
vollkommen analog. Ebenso leicht lasst sich die Behauptung fiir p =1 und p = oo
mit Hilfe der bekannten Betragsungleichung und Supremums-Eigenschaften zeigen.

O

VI1.2. Grundbegriffe

VI.2.1. DEFINITION.
Eine Teilmenge U C X eines metrischen Raumes (X, d) heifit Umgebung eines
Punktes z € X, wenn es einen offenen Ball um x gibt, der ganz zu U gehért, d.h.
x € B.(z) CU fe. 7 > 0.

VI1.2.2. BEISPIEL. (1) (—e¢,¢€) ist eine Umgebung von 0 € R.
(2) {(x,y)|x-y >0} ist keine Umgebung von (0,0) in R2.
(3) Der Schnitt von endlich vielen Umgebungen eines Punktes = € X ist
wieder eine Umgebung.
(4) Npen(—2%, 1) ist keine Umgebung von 0 in R.
V1.2.3. SATz (Hausdorff-Eigenschaft von metrischen Riumen). Je zwei verschiedene
Punkte p,q € X eines metrischen Raumes (X,d) besitzen disjunkte Umgebungen,
peUCX,qeVCX,UNV=0.

BEWEIS. Es sei r = d(p,q) und ¢ = Z. Dann sind die e-Bélle um p und ¢
disjunkt. Andernfalls existiert ein € B¢(p) N B.(g) und die Dreiecksungleichung
der Metrik d impliziert mit

2
d(p’q) Sd(p,fﬁ)—f—d(x’q) <2€:§7"<’I“
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einen Widerspruch. O

VI.2.4. DEFINITION.
Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge und z € X ein Punkt.
Dann heifit  ein
o innerer Punkt von A % ex. Umgebung U von z s.d. U C A,
o HuBerer Punkt von A % ex. Umgebung U von x s.d. U N A = (), also
genau dann, wenn z ein innerer Punkt von X \ A ist,

e Randpunkt von A “ fa. Umgebungen U von z gilt UN A # @ und
UN(X\ A) # 0, d.h. jede Umgebung von z trifft sowohl A als auch das
Komplement.

Wir definieren die folgende Mengen,

A= {x € A|z ist innerer Punkt von A},
0A :={z € A|x ist Randpunkt von A},
A:=AU0A.

Wir bezeichnen mit A das Innere von A, 94 den Rand von A und A den Ab-
schluss oder die abgeschlossene Hiille von A in X.

VI1.2.5. BEISPIEL. (1) Sei A = {(z,y)|z,y > 0, max(z,y) < 1} = [0,1) x [0,1) als

Teilmenge von R2. Dann sind (%, %) ein innerer Punkt von A, (2,1) ein

duBerer Punkt von A und (1,1), (0,0), (3,0) Randpunkte von A. Es gilt

8A=7A\A=1{0,1} x [0,]U[0,1] x {0,1}.
(2) X=R, A=QCR. Danngilt A =R, A=, 9A = R.

VI1.2.6. SATZ. Fir Teilmengen A, B C X eines metrischen Raumes gilt:
(a) A={x € X| jede Ungebung U von z trifft A, d.h. U(x)NA#0},

o

A=A\ dA,

VON (f). Die anderen Aussagen sind ebenso leichte Ubungen.

x e X\ A & zist kein innerer Punkt von A
< ex. keine Umgebung U(x) C A
< jede Umgebung von z trifft das Komplement,; U(z) N X \ A #£ ()

@ reX\A.

Der 2. Teil erfolgt analog. ]
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VI.2.7. DEFINITION.
Sei A C X Teilmenge eines metrischen Raumes.

A heifit offen in X <4 9ANA =10

& A=A
< V2 € A3Umgebung U(x) C A
< Aist Umgebung fiir alle x € A.

A heifit abgeschlossen in X £ o9a CA
s A=A
< X \ Aist offen in X .

Beachten Sie, daf} diese Eigenschaften ”offen” und ”abgeschlossen” einer Teilmenge
nur relative Eigenschaften sind, relativ zum umgebenden metrischen Raum!
VI.2.8. BEISPIEL. (1) (0,1) ist offen in R,
(2) S™ ist abgeschlossen in R,
(3) {(z,y)|x-y =1} ist abgeschlossen in R2.

VI.2.9. SaTZ (Haupteigenschaften offener und abgeschlossener Mengen). Sei (X, d)
ein metrischer Raum.
(1) Der Durchschnitt endlich vieler in X offener Mengen ist wieder offen in
X.
(2) Die Vereinigung beliebig vieler in X offener Mengen ist wieder offen in
X.
(3) Der Durchschnitt beliebig vieler in X abgeschlossener Mengen ist wieder
abgeschlossen in X.
(4) Die Vereinigung endlich vieler in X abgeschlossener Mengen ist wieder
abgeschlossen in X .

(5) A ist die grofite in X offene Menge, die in A enthalten ist,
A=|JBCX|Boffen, BCA}.
(6) A ist die kleinste in X abgeschlossene Menge, welche A enthiilt,
ﬂ{B C X | B abgeschlossen , AC B}.
(7) © und X sind abgeschlossen und offen in X.

BEWEIS. zu (1): Es seien A und B offen in X und € AN B. Dann finden wir
€1 > 0 mit B, () € A und €3 > 0 mit B, (z) C B. Sei € = min(ey, e5). Dann ist
B.(xz) C AN B, also AN B offen.
zu (2): Es sei {A;|i € I} eine beliebige Familie von in X offenen Mengen. Dann
gilt z € U;er A, genau dann, wenn x € A, fir ein i, € I. Da A, offen ist, existiert
ein B.(z) C A;, und somit auch C U;crA;. Also ist die Vereinigung ebenfalls offen.
zu (3): Dies folgt direkt aus (2) mit der Eigenschaft, dafi abgeschlossene Mengen
genau die Komplemente offener Mengen sind und Komplemente von Durchschnitten
die Vereinigungen der Einzelkomplemente sind.
zu (4): analog aus (1).

zu (5): Sei B C A und B offen. Dann gilt B = % - ;1, also gilt

\{BCX|Boffen, BC A} C 4.

[e]
Die Riickrichtung D ist trivial, da A in der Menge der B selbst vorkommt.
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zu (6): folgt mittels X \ A = (X \ A)° aus (5).
(7) ist trivial.

O

VI.2.10. BEISPIEL.
Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge mit der induzierten
Metrik d4. Dann gilt: Eine Menge U C A ist offen in (A,d4) genau dann, wenn
eine in X offene Menge V existiert mit U = V N A. Zum Beweis betrachte

U=\ J{Bau(z,r)|w €U, v >0s.d. Byy(z,r)CU},

wobei By, (x,r) die Bélle in (A,da) bzgl. der induzierten Metrik sind und nach
Definition
By, (z,7) = Ba(z,r)NA

fiir alle z € A. Sei also V = |J{ Ba(z,7) |z € U, r > 0s.d. Bg,(x,r) CU}. Somit
ist V' als Vereinigung von in X offenen Béllen in X offen und es gilt U = V N A.
Das Offenheit immer eine relative Eigenschaft einer Teilmenge ist, kann man sprach-
lich noch damit unterstreichen, dafl man sagt, U ist relativ offen in A.

VI.2.11. DEFINITION. o
Sei A C (X,d) eine Teilmenge eines metrischen Raums und z € A. Dann definieren
wir in den folgenden beiden Fillen:

Fall 1: Falls eine Umgebung U von z in X existiert mit U N A = {z}, so heif}t =
ein isolierter Punkt von A.

Fall 2: Falls fiir jede Umgebung U von x in X gilt (U N A) \ {z} # 0, d.h. jede
Umgebung von z enthélt einen Punkt von A verschieden von z, so heifit
z ein Haufungspunkt von A.

VI.2.12. SATZ. x ist ein Hdufungspunkt von A genau dann, wenn jede Umgebung von x un-
endlich viele Punkte von A enthdlt.

BEWEIS. ”<": ist direkt nach Definition klar.
?=": Angenommen, U ist eine Umgebung von z, die nur endlich viele Punkte aus
A enthilt, ANU = {as,...,a,}. Aufgrund der Hausdorfl-Eigenschaft von (X, d),
siehe Satz VI1.2.3, existiert zu jedem a;, i = 1,...,n eine Umgebung a; € V; und
Ui(z) von x, so da3 V;NU; = P fiir allei = 1,...,n. Alsoist UNU; N...NTU, eine
Umgebung von z, welche keine Punkt aus A verschieden von z enthélt. Also ist x
kein Haufungspunkt von A. O

VI.3. Konvergenz

VIL.3.1. DEFINITION.
Sei (X, d) ein metrischer Raum und (z,,) € X" eine gegebene Folge. Wir definieren:

(z,,) konvergiert in X gegen z € X genau dann, wenn zu
jeder Umgebung U von z ein n, € N existiert mit z,, € U fiir
alle n > n,. Wir schreiben in diesem Fall lim,, .o z,, = .

Unmittelbar aus Definition einer Umgebung folgen die dquivalenten Formulierungen
fiir den Konvergenzfall:

V1.3.2. SATZ. Folgende Aussagen sind fir (x,) € XN 2 e X dquivalent:
limy, oo Tp, =,

Ve >0 3n,(e) € N mit d(x,,z) < € fir alle n > n,,
Ve >0 3In,(e) € N mit x,, € By, €) fiir alle n > n,,
(d(x,xn))neN € RY ist eine Nullfolge.



34 VI. TOPOLOGISCHE GRUNDBEGRIFFE METRISCHER RAUME

Ebenso folgt direkt aus der Hausdorff-Eigenschaft VI.2.3

VI1.3.3. SATZ. Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum hat einen eindeutigen Grenz-
wert.

Mittels Folgenkonvergenz ergibt sich eine alternative Charakterisierung abgeschlos-
sener Mengen:

V1.3.4. SaTZ. Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X. Dann gilt

A={zrecX|er (x,) € ANmit lim z,=x}.

BEWEIS. "C”: Sei € A und ObdA z ¢ A. Also gilt fiir alle Umgebung U
von z: u N A # ). Betrachte eine Folge von Umgebungen durch Biille Bi (z). Also
existiert fiir alle n € N ein z,, € B1(z) N A. Offenbar konvergiert x,, geg%n T.
72" Sei ¢ = limx, mit (x,) C A. Sei U eine beliebige Umgebung von x. Dann
existiert ein n, € N mit z,, € U f.a.n > n,. Also insbesondere U N A # (). O

Eine direkte Folgerung ist die oft verwendete Charakterisierung abgeschlossener
Teilrdume:

A C X ist abgeschlossen genau dann, wenn der Grenzwert jeder

Folge (z,,) € AN aus A, welche in X konvergiert, ebenfalls zu A

gehort.

Eine unmittelbare Verallgemeinerung der Grenzwertsétze fiir reelle Folgen ist

V1.3.5. SaTz. Sei (V,||-||) ein normierter Vektorraum. Dann gilt:
e limz, =z, limy, =y = lim(z, +y,) =z + v,
o limz, =z, A € R = lim(A\z,) = Az,
o () konvergiert = (x,) ist beschrinkt, d.h. ex. ¢ > 0 mit ||z,|| < ¢ f.a.
n € N.

VI1.3.6. SATZ. Sei || - || eine gegebene Norm auf R™ und (xp)ren eine Folge in R™, zj =
(zh,...,2%), k € N. Dann gilt: x, — £ € R™ konvergiert bzgl. || - || genau dann,
wenn alle Koordinatenfolgen konvergieren, xt — &' fir k — oo, fa.i=1,...,n.

BEWEIS. Nach Satz VI.1.7 ist || - || &quivalent zur Maximumsnorm || - ||oo. Also
gilt

lim [|zp —&|| =0 & lim |2 —€]jae =0 & lim |2} —&'|=0fa. i=1,...,n.
k—o0 k— oo k—o0
g

VI1.3.7. BEISPIEL. (1) Sei X # ( eine beliebige Menge und BX = { f: X — R f ist beschrénkt }.
Dann ist BX mit der Supremumsnorm || - || ein normierter Vektorraum,
und es gilt: (f,) € (BX)Y konvergiert gegen f bzgl. || - s genau dann,
wenn f,, — f gleichméfig auf X.

(2) Seien X = C%Ja,b],R), (fn), f € X, also stetige Funktionen auf [a, b].
Dann gilt
fn — f kvg. im quadratischen Mittel
def ..
< lim [|fy = f2=0
b
<= lim |fn(z) — f(2)|? do

—
n—oo a

def L?
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(3) Betrachte due Funktionenfolge f,(z) = nse~"*" € CO(R,R). Es gilt fiir
die Quadratintegralnorm

[e%e] 1
I fnllz = ns (/ e~ 2na’ dx) 2, substituiere y = v2nz,

—0o0

Also gilt f, — 0in L*(R), aber sup,cp | fn(z)] = ns — oo, und f,(z) — 0
punktweise fiir alle x # 0.

Vollkommen analog zum Fall reeller Folgen gilt

VI.3.8. SATZ. Die Hiufungspunkte einer Folge (x,) € XN sind genau die Grenzwerte der
konvergenten Teilfolgen von (x,).

Beweis. Ubung. O

VI1.4. Vollstandigkeit

VIL.4.1. DEFINITION.
Sei (X, d) ein metrischer Raum und (z,,) € X". (z,,) heiit Cauchy-Folge in (X, d)

genau dann, wenn
VYe>03dn,eN: d(z,,z,) <e fa mn>n,.

VI1.4.2. BEISPIEL.
Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge, da d(x,,, Tm) < d(x, xy) + d(z, T ).
VI.4.3. DEFINITION.
Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstdndig, wenn jede Cauchy-Folge auch in X
konvergiert.

VI.4.4. BEISPIEL. (1) (Q,d) mit der durch den Betrag induzierten Metrik ist nicht vollsténdig.
(2) Sei BX wieder der Raum der beschrinkten Funktionen auf einer be-
liebigen Menge X mit der Supremums-Norm wie in VI.3.7. Dann ist
(BX, || - o) vollsténdig.
Beweis: Sei (f,,) € (BX)N eine Cauchy-Folge. Also

Ve>0dn, € N: sup|fu(z) — fm(x)] <€ fa. n,m >n,,
reX

insbesondere ist fiir jedes feste z € X die reelle Folge (f,(z)) € RY eine
Cauchy-Folge in R. Da R qua Axiom vollstidndig ist existiert eine Funktion
f: X — Rsodal lim,—o fn(z) = f(z), also liegt zumindest punktweise
Konvergenz vor. Da |f,(x) — fm(z)| < € fiir alle m,n > n, gilt, so folgt
nach lim,,_. ebenfalls |f,(z) — f(z)| < € fiir alle n > n, und = €
X. Inbesondere ist f beschrankt und lim, . || fn — flloc = 0, d.h. (fr)
konvergiert in (BX, || - ||oo)-
(3) (C°([a,b],R), || - [|o) ist vollstindig. Beweis:

Da C°([a,b],R) C B([a,b]), ist jede Cauchy-Folge in (C°([a,b]),] - ||oo)
konvergent gegen ein f € B([a,b]). Es bleibt also zu zeigen, dafl dieser
Grenzwert f wieder stetig ist. Dies zu zeigen ist dquivalent zur Abge-
schlossenheit von C([a,b]) in B([a,b]). Beweis hiervon:

Sei z, € [a,b] und € > 0. Wéhle ein n € N so daB ||f, — fllo < §, und
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ein 0 > 0 so daB |fn(z) — fu(zo)| < § fiir alle x € [a,b] mit |z — z,| < 4.
Dann folgt

[f (@) = f(o)| < [f(2) = fu(@)] + |fu(2) = fu(zo)| + [fn(20) = f (o)l

<e fa |z—m] <4.

Also ist f stetig.

(4) Der normierte Raum (C°([0,2],R), || - ||2) ist nicht vollstéindig. Als Be-
weis geniigt es eine konkrete nicht-konvergente Cauchy-Folge zu finden.
Betrachte

fn(x):{x”, 0<w<l, f(m):{o, 0<z<I,

1, 1<z <2, 1, =z>1.

1
Es gilt [|f, — flI3 = (fol mz”dx>2 = \/ﬁ — 0. Also ist (f,) eine
Cauchy-Folge bzgl. || - ||l2. AuBerdem ist (f,) € CY([0,2]), aber f ¢ C°.
Da je zwei stetige Funktionen ¢, mit ||¢ — v|l2 = 0 bereits identisch
sind, muss jede stetige Funktion g mit || f, — g|l2 — 0 auf [0, 2]\ {1} mit f
iibereinstimmen, was aufgrund der Sprungstelle von f in 1 nicht moglich

ist. Also kann (f,,) nicht bzgl. || - ||z konvergent sein.
(5) Sei nun X = C'([a,b]) und definiere fiir f € X,

Ifller = W lloe + 11f Moo -

Dann ist (C1([a,b]),||-c1) ein vollstindiger normierter Vektorraum. Be-
weis: Wie man leicht aus || - ||o folgert, ist X ein normierter Vektorraum.
Sei nun (f,,) eine Cauchy-Folge in X. Dann ist sowohl (f,,) eine Cauchy-
Folge in (C, | - ||) als auch (f/,) eine Cauchy-Folge in (C?,]| - ||s). Also
gilt f, — f und f] — g gleichméBig auf [a,d] fiir stetige Funktionen f
und g. Aus Korollar V.6.6 folgt dann f € C', f’ = g und somit f, — f
bagl. ||« lcn.

VI.4.5. SATZ. Jede Cauchy-Folge (x,) C (X,d) mit Hiufungspunkt ist konvergent.

BEWEIS. Sei (z,) eine Cauchy-Folge mit Hiufungspunkt x. Also existiert eine
Teilfolge (nx) mit x,, — z. Sei € > 0 und finde n, € N mit d(z,,r,) < § fiir alle
m,n > n,. Finde des weiteren k, € N so da8 d(z,,,z) < 5 fiir alle k > k. Sei nun
k € N grof} genug, dafl sowohl k > k, als auch n; > n, gilt. Dann folgt fiir alle
n>ne

d(zp,x) < d(Tp,Tn,) + d(zy,,z) < €.

O

VI1.4.6. SATZ. FEine abgeschlossene Teilmenge eines vollstindigen Raumes ist wieder vollstindig.

BEWEIS. Sei (X,d) vollstindig, A C X abgeschlossen und (z,) € AY eine
Cauchy-Folge in A. Dann ist (z,) ebenfalls Cauchy-Folge in X also dort konvergent
gegen x € X. Da A abgeschlossen ist, folgt geméfl der Folgerung aus Satz V1.3.4,
daBl = € A. O

Hierzu ist auch folgende Umkehrung giiltig.

VI.4.7. SATZ. Sei (X,d) ein beliebiger metrischer Raum, A C X, da die induzierte Metrik
auf A und sei (A, da) vollstindig. Dann ist A ein abgeschlossener Teilraum von X .

BEWEIS. Sei (z,) C A mit z,, —» x € X. Dann ist (z,,) eine Cauchy-Folge in
A bzgl. d4 und aufgrund der Vollstdndigkeit von A auch in A konvergent. Aus der
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Eindeutigkeit von Grenzwerten folgt somit x € A. Also ist A C X abgeschlossen
nach Satz VI.3.4. O

Es gilt folgende Verallgemeinerung des Intervallschachtelungsprinzips:

VI1.4.8. SATZ. Sei (X,d) wvollstindig und A1 D As D As D ... eine absteigende Folge von
nichtleeren abgeschlossenen Teilmengen A, C X, A, # 0 f.a. n € N. Sei aufferdem
die Folge der Durchmesser von A, eine Nullfolge,

diam(A,,) «f sup{d(z,y)|z,y € A, } — 0 fir n— oo.

Dann gilt: (,enAn = {2} fiir ein v, € X, das heifit es gibt genau ein x,
welches in allen A,, enthalten ist.

BEWEIS. Findeutigkeit: Falls z,y € (] An, so gilt d(z,y) < diam A,, — 0, also
d(z,y) = 0 und somit z = y.
Ezistenz: Seien x,, € A,, f.a. n € N. Dann ist (x,,) eine Cauchy-Folge, da diam 4,, —
0. Da X vollstindig ist, folgt x,, — Z, und da alle A, abgeschlossen sind, gilt
Too € A, fa. n €N, O

VI.5. Stetigkeit

VIL.5.1. DEFINITION.
Seien (X,dx), (Y,dy) metrische Rdume und f: X — Y eine Abbildung. Dann
heifit f stetig in 2, € X genau dann, wenn zu jeder Umgebung V von f(x,) in Y
eine Umgebung U von z, in X existiert mit f(U) C V.

VI.5.2. SATZ. Sei f: X =Y, z, € X, dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) f ist stetig in x,.
(b) Ve>035=0(f,¢,25) >0 so daff dx(x,x,) < = dy(f(x), f(z,)) <,
(c) fiir jede Folge (x,) € XN mit limz,, = z, gilt lim f(z,) = f(z,).

BEWEIS. ”(a)=>(b)": B(f(z,)) ist eine Umgebung von f(z,) in Y. Also exi-
stiert gem#B (a) eine Umgebung U von z, in X mit f(U) C Be(f(x,)). Nach
Definition einer Umgebung existiert ein § > 0 so dal Bs(z,) C U. Also folgt (b).
”(b)=-(c)”: Sei limz, = x, in X und € > 0. GemiB (b) existiert ein § > 0 mit
f(Bg(I’O)) C B, (f(aco)) Sei n, € N mit z,, € Bs(x,) fiir alle n > n,. Also folgt
dy (f(zn), f(z,)) < € f.a. n > n,. Also gilt lim f(z,,) = f(w,).

”(c)=(a)”: Beweis durch Widerspruch. Angenommen es existiert eine Umgebung V'
von f(z,) inY so da8B fiir jede Umgebung U von z, in X ein y € f(U)\ V existiert.
Wiéhle als U die Folge der Bille B1 (z,) bzgl. dx . Also existiert eine Folge (zr,) € XN
mit f(z,) ¢ V. Da nun x,, — z,, folgt geméf (c), daB f(x,) — f(x,). Also muss
auch f(z,) € V fia. n > n, gelten fiir ein n, € N grofl genug. Widerspruch zur
Annahme. O

VI.5.3. SATz. Seien X,Y,Z metrische Rdume, f: X — Y stetiginz, € X und g: Y — Z
stetig in yo, = f(x,). Dann ist go f: X — Z stetig in x,.

BeEwEIs. folgt z.B. mit VI.5.2.(b). O

VI1.5.4. DEFINITION.
Seien X, Y metrische Rédume, dann heifit f: X — Y stetig (auf X), falls f in jedem
Punkt x, € X stetig ist. Wir schreiben fiir die Menge aller stetigen Abbildungen
von X nach Y, C%(X,Y), oder auch C(X,Y).

VL5.5. SATZ. Aquivalent sind die Aussagen:
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(a) feC'(X,Y),

(b) Urbilder f~=1(A) abgeschlossener Teilmengen A C 'Y sind wieder abge-
schlossen in X.

(c) Urbilder f=Y(U) offener Teilmengen U C'Y sind wieder offen in X.

BewEIs. Offenbar sind (b) und (c) dquivalent, da offene Teilmengen genau die
Komplemente abgeschlossener Teilmengen sind.
"(a)= (b)”: Sei A C Y abgeschlossen und (z,,) € X~ mit x, € f~}(A) fa.n €N
und x, — = in X. Dann gilt wegen der Folgenstetigkeit von f in z, f(x,) — f(z).
Also gilt z € f~1(A). Somit ist f~1(A) gemiB Satz VI.3.4 ebenfalls abgeschlossen.
”(c)= (a)”: Sei V eine Umgebung von f(z,) in Y. Dann existiert ein offener Ball

Be(f(z,)) € V. Nach (c) ist f~'(Be(f(,))) offen und somit eine Umgebung von

Z,, welche durch f ganz in V' abgebildet wird. Also ist f stetig in x,. O

VI.5.6. BEISPIEL. (1) Umgekehrt miissen stetige Abbildungen offene Teilmengen nicht
unbedingt wieder auf offene Mengen abbilden: Betrachte f: R — R, f(x) =

sinz. Dann ist R C R offen, aber f(R) = [—1,1] ist nicht offen in R.

Ein analoges Beispiel fiir abgeschlossene Mengen ist f(z) = arctan z mit
f(R) = (—7/2,7/2) nicht abgeschlossen in R.

(2) Sei A C X eine nichtleere Teilmenge eines metrischen Raums und definiere
die Abstandsfunktion zu A durch

d(z, A) := inf d(z,a) fir ze€ X.

Dann ist f(z) = d(z,A) eine stetige Funktion auf X, denn d(z, A) <

d(z,a) < d(z,y) + ( a) fa. a € A, z,y € X. Hieraus folgt d(z, A) —
d(z,y) < d(y,a) f.a. a € A und somit d(z, A) — d(z,y) < d(y,A) und
|d(x, A) — d(y, A)| < d(x,y). f ist also Lipschitz-stetig mit Lipschitz-

Konstante 1.

(3) Eine Folgerung aus (2) ist, dafl U(A) :== {z € X |d(z, A) < €} fiir alle
€ > 0 eine offene Umgebung von A ist, denn U (A) = f’l((—oo, e)) CR
offen.

(4) Funktionen in den R™: Sei (X, d) ein metrischer Raum und betrachte f: X —
R”™ mit f(z) = (f*(2),..., f"(z)), also f*: X — R die i-te Koordinaten-
funktion. Dann gilt: f ist stetig in x, € X genau dann, wenn alle n
Koordinatenfunktionen f* in z, stetig sind. Dies folgt mittels der Folgen-
stetigkeit aus Satz VI.3.6.

(5) Abbildungen auf dem R™: Sei U C R™, (X,d) ein metrischer Raum. Be-
trachte die Abbildung f: U — X inn Variablen (z!,... 2") — f(2!,...,2") €
X. Sei f stetigin (z!,...,2") und betrachte fiir ein i € {1,...,n} die Ein-
schrankung auf die i-te Variable

gi: {teR|(z, ... 2t a2 eU} = X,
gi(t):f(‘rla"'ata"'axn)'

Dann ist g; stetig in 2. Sei nimlich ¢;, — 2. Dann gilt

(). 2t 2t

und aus der Stetigkeit von f folgt g(tx) = f(z!, ... tg,...,2") — f(al, ... 2") =
g(z").

(6) Die Umkehrung von (5) ist im Allgemeinen falsch. Betrachte z.B. f: R? —
R definiert durch

L falls (z,y) # (0,0),
f(o,y) =4 750 (#:9) # (0,0)
0, falls =y =0.

L Y I
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Es gilt t — f(t,y) ist fiir jedes feste y eine stetige Funktion, denn
0, falls y =0,
flty) = 1 t falls 0
y e llsy#0.

r alle festen z stetig in der Varlablen t. Aber
) — (0,0) gilt f(zn,yn) = 3 fiir alle n € N.
0 = f(0,0), und f ist sornlt nicht stetig in

Analog ist auch t — f(z,t) fii
fiir die Folge (zn,yn) = (£, %
Also ist lim f(xp,yn) = % *
(0,0).

VL.5.7. SATZ (Stetigkeit von algebraischen Operationen).

(a) Folgende Funktionen sind stetig:
add: R? — R, add(z,y) = = +y,
mult: R? — R, mult(x,y) =z - y,
quot: R x R* — R, quot(x,y) = £
(b) Seien f,g € C°(X,R) dann gilt
f+g.f g€ C'X,R) und
5 € C%X,R), falls g(x) #0 fa. z € X.

BEWEIS. Die Stetigkeit von add und mult ist lediglich eine Umformulierung der
Grenzwertsétze iiber die Additivitdt von Konvergenz von reellen Zahlenfolgen, und
entsprechend fiir die Multiplikation. Die Stetigkeit von quot folgt aus der Stetigkeit
von T — % auf R* und der Stetigkeit von mult.

(b) Folgt aus der Stetigkeit bei Kompositionen gem#f Satz VI.5.3, da f 4+ g =
addo(f,g) mit (f,g): X — R? stetig nach Voraussetzung, entsprechend fiir f - g

und f/g.
U

VI1.5.8. BEISPIEL.
Betrachten wir den endlich-dimensionalen Vektorraum

M(nxn,R) = { A= (a;;)|a;; ER} = R™
und die darauf definierte Determinanten-Funktion det: M (n x n,R) — R,
det A = Z (—1)“"(11,,(1) Ceest Gng(n);
o€Sny

mit S,, die Gruppe der Permutationen von n Elementen und |o| das Vorzeichen der
Permutation ¢ (Anzahl der enthaltenen Transpositionen modulo 2). Dann ist det
eine Verkniipfung von Multiplikationen und Additionen der n? vielen Koordinaten-
funktionen. Somit ist nach dem vorigen Satz det stetig.
Als Anwendung erhalten wir mittels Satz VI.5.5, dafl der topologische Teilraum
GL(n,R) = { A€ M(n x n,R)| A ist invertierbar }
={AeM(mxnR)|det A#£0}
= det 1 (RX)
als Urbild der offenen Teilmenge R* C R unter der stetigen Abbildung det wieder
offen ist. Das ist dquivalent zu

VAeGL(n,R) F6(A) >0s.d.VB = (b;;) € M(n xn,R):

max |a;; —bi;| <6 = Bist invertierbar.
1<4,5<n
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Der nachfolgende Satz von Tietze-Urysohn zeigt wie allgemein sich neue stetige
Funktionen auf beliebigen metrischen Rdumen bilden lassen und wie grofl somit
der Vektorraum der stetigen Funktionen ist. Sowie X keine endliche Menge ist, ist
C%(X,R) bereits unendlich-dimensional. (Beweis!)

VIL.5.9. SaTz (Fortsetzungssatz von Tietze-Urysohn). Seien (X,d) ein metrischer Raum,
A C X eine abgeschlossene Teilmenge und f € CY(A,R) eine beschrinkte steti-
ge Funktion. Dann existiert eine stetige Fortsetzung F € C°(X,R), also Fa=f,
so daff sup,ex F(z) = supyey f(x) und infx F =infy f.

BEWEIS. 1. Schritt: Falls f konstant ist, so ist der Satz trivialerweise richtig.
Sei f also nicht-konstant. Dann kénnen wir nach geeigneter Transformation f (x) =
af(z)+ B, o, 0 € R annehmen, dafl sup, f =2 und inf4 f =1 gilt.
2. Schritt: Wir definieren F': X — R nun durch

infyGA (f(y) ’ d(m7 y))
F(z) = d(z, A)  zEA
f(x), reA.

Hierbei ist d(z, A) = inf,c 4 d(x,y) die stetige Abstandsfunktion zur Teilmenge A.
Zu zeigen ist nun, dal F stetig ist und dafl supyx F' = 2 und infx F = 1.

3. Schritt: Sei x ¢ A, dann gilt g((f’z)) > 1fa y € A, und somit % >

fly) > 1 und daher F(z) > 1. Ebenso folgt aus f(y) - d(z,y) < 2d(z,y), da
infyca f(y) - d(z,y) < 2d(z, A) und somit F(z) < 2.

Nach Definition ist F' eine Fortsetzung von f. Daher gilt auch umgekehrt infx F' <
inf4 f und supy F' > sup, f. Es bleibt also nur noch die Stetigkeit von F' zu zeigen.
4. Schritt: Wir schreiben h: X — R fiir h(z) = infyca (f(y) - d(z,y)) und machen

folgende Fallunterscheidung fiir x, € X.

Fall 1: Falls x, € A, so ist F stetig in x, nach Definition, da es in einer ganzen
Umgebung von x, mit f {ibereinstimmt.

Fall 2: Nach Voraussetzung ist A abgeschlossen in X. Also ist X \ A offen. Sei
zo, € X \ A, € > 0 gegeben und setze r = d(x,, A) > 0. Ohne Beschréinkung der
Allgemeinheit kénnen wir annehmen, daf§ €/2 < r. Dann gilt fir alle d(z,z") < €/2
nach der Dreiecksgleichung d(z,y) < d(z’,y) + ¢/2 und somit h(z) < h(z') + ¢, da
f(y) < 2. Analog gilt h(z’) < h(x) + € und somit

|h(z) —h(z')| < e fa. d(z,a') <e/2.

Also ist h stetig auf X \ A und somit mittels Satz VI.5.7 (b) auch F.

Fall 3: Sei nun x, € 0A und € > 0 gegeben.

Wir wihlen nun r > 0 klein genug, so daB |f(y) — f(z,)| < € fir alle y € C :=
AN By(z,). Betrachte D = A\ C = {y € Ald(y,z,) > r} und z € X \ A mit
d(z,x,) < % Fiir alle y € D gilt d(z,y) > d(z,y) — d(z,2,) > 2r. Also folgt

() inf (f(y) - d(z.y)) > 3.

da f > 1 nach Schritt 1.
Andererseits gilt fiir x € X \ A mit d(z,z,) <

i
f(@)-d(z,z,) <22 < 3p,

Das bedeutet, daf$ der Punkt y = z, in AN B,(z,) liegt und f(y) - d(z,y) < 3r
erfiillt. Die Abschiitzung (9) impliziert somit, dafl das Infimum fiir y € A bereits
gleich dem Infimum fiir y € C ist, also

h(z) = inf (f(y)-d(y,x)) = yeAri]%{.(%) (fly)-d(y, ).
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Um mit ~ zu rechnen, kénnen wir uns also bereits mit dem Infimum auf AN B, (z,)
einschrénken. Dies erlaubt nun folgende Abschitzungen fiir y € AN B,.(z,): Nach
Eigenschaft von r gilt f(z,) — e < f(y) < f(z,) + € und somit

(o) = e, A= inf [(f(o) — ()] < h(a)

yEANB,(z,)

< inf o [(f(xo) + €)d(z,y)| = (f(zo) + €)d(, A),

T yEANB(x,)

denn infyc snpB, (z,) d(7,y) = d(z, A), wegen = € Br(x,). Also folgt

h(x)
— < f.a. Br X\A.
‘d(m,A) f(zo)] <€ fa x€Br(z,)NX\
Dies beweist die Stetigkeit von F' in z, € 0A. O

Das folgende Korollar zeigt, dafl im Satz von Tietze-Urysohn sogar die Beschranktheitsannahme
weggelassen werden kann.

VI1.5.10. KOROLLAR. Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X eine abgeschlossene Teil-
menge und f € C°(A,R). Dann ezistiert eine stetige Fortsetzung F € C°(X,R),
Fla=f mitsupy F' =sup, f und infx F'=infy f.

BEWEIS. Nach Tietze-Urysohn hat die beschriinkte Funktion arctan f(z) eine
entsprechende Fortsetzung g. Sei dann F' = tan og. O

FEine weitere Erweiterung besteht in der Beobachtung, dal aus dem Satz von Tietze-
Urysohn auch die Existenz von mengentrennenden stetigen Funktionen folgt

VI.5.11. KOROLLAR. Fir alle disjunkten abgeschlossenen Teilmengen eines metrischen Raums
A,B C X, AN B =0 existiert eine stetige Funktion F: X — [0,1] mit F|4 =0

Ein weiterer oft verwendeter Sachverhalt ist die Einschrankung stetiger Abbildun-
gen auf Teilmenge:

Es sei (X, d) ein metrischer Raum, A C X ein metrischer Raum mit der induzierten
Metrik da. Dann ist die Eischrinkung f|4 einer stetigen Funktion f € C(X,R)
wieder stetig, fia € C°(A, R). Der Beweis folgt unmittelbar aus der Folgendefinition
der Stetigkeit.

VI.5.12. BEISPIEL.
Betrachte S = { (x,y) € R? |22 + y? = 1} als Teilraum von R?. Sei f: R? — R,
f(x,y) = zy. Dann ist g: S* — R, g(x,y) = 2y als Einschrinkung von f auf S*
ebenfalls stetig.

Betrachte nun eine stetige Abbildung f: X — Y zwischen metrischen Riumen,
deren Bildmenge in einer Teilmenge B C Y enthalten ist, f(X) C B. Dann ist
f: X — B beziiglich des Raumes (B,dp) mit der induzierten Metrik ebenfalls
stetig.

VI1.5.13. BEISPIEL.
Die Abbildung g: [0,27] — S, g(¢) = (cos ¢, sin @) ist stetig.

VI1.5.14. BEMERKUNG.
Beachte, daf fiir eine stetige, bijektive Abbildung f: X — Y die Umkehrabbildung
f~'1Y — X nicht stetig sein muss. Als Beispiel dient wieder die stetige Abbil-
dung g: [0,27) — S1, g(¢) = (cosp,sinp), welche durch Entfernen des rechten
Intervallrandes bijektiv wird. Zum Beispiel ist fiir x,y > 0 die Umkehrabbildung
g Y(=x,y) = arctan(¥). Aber die Abbildung g~': S* — [0,1] ist nicht stetig, wie

man sich leicht klarmacht.
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Mit stérkeren, hier nicht zur Verfiigung stehenden Methoden der Topologie ldsst
sich sogar zeigen:

VL.5.15. SATZ. Es gibt keine stetige bijektive Abbildung f: [0,1] — S mit stetiger Umkehr-
funktion.

VI1.6. x Banach-Algebren

Sei (V.|| - |) ein vollsténdiger, normierter Vektorraum. Einen solchen bezeichnen
wir als auch Banach-Raum.
Eine Reihe in V ist eine Folge von Partialsummen

o0 n

sz = (Zxk)neN, bei gegebenem (z3)reny € V.

k=1 k=1
Eine solche Reihe heifit absolut (oder normal) konvergent, wenn die reelle
Zahlenreihe Y ;7 | ||lzx|| in R absolut konvergiert.

VI1.6.1. LEMMA. Wenn die Reihe Y x) absolut konvergent ist, existiert der Grenzwert lim,, ZZ:1 Tk
m V.

BEWEIS. Wenn )z, absolut konvergiert, so ist (3°}_, #x)nen aufgrund der
Dreiecksungleichung eine Cauchy-Folge in V' und somit aufgrund der vorausgesetz-
ten Vollstandigkeit von V konvergent. (]

VI1.6.2. DEFINITION.
Eine Banach-Algebra ist ein Banach-Raum A = (V|| -||), der auflerdem mit einer
Multiplikation V' x V. — V, (x,y) — xy, versehen ist, welche der Assoziativitéit
geniigt und
eyl < llzll - Nyl fa. =,y €A

Wir sprechen von einer Banach-Algebra mit Eins, wenn es ein multiplikativ neu-
trales Element e € A gibt. A heifit eine komplexe Banach-Algebra, wenn V ein
Vektorraum {iber dem Koérper der komplexen Zahlen ist.

Die Multiplikation muss nicht notwendig kommutativ sein!

Ein wichtiges Beispiel ist die endlich-dimensionale Algebra der n x n-Matrizen
A € M(n x n,R) mit der Operatornorm ||Allop, = max,|=1 |[[Av||, bei einer be-
liebigen Norm || - || auf R™. Aufgrund der endlichen Dimension der Algebra, ist die
Operatornorm &dquivalent zu jeder anderen Norm auf R™ und somit vollstandig.

VI1.6.3. SaTz. Sei A eine komplexe Banach-Algebra mit Eins 1 = e , und
P(z) =Y arz¥, (ar) e C"
k=0

sei eine gegebene komplexe Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Wir erhalten
dann eine wohldefinierte Abbildung

Py: ADBgr(0)— A, z+— Zak:vk,
k=0

(hier ist 2° = e = 1) und P4 ist Lipschitz-stetig auf Br/(0) f.a. 0 < R’ < R.

BEWEIS. Seien z,y € Br(0) C A mit [|z|,||y|]| < p < R. Dann gilt

n+m n+m
g apz®|| < E \ak\pk — 0 fiir n — oo,
k=n k=n
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aufgrund des Konvergenzradius’ der Potenzreihe P(z). Somit ist P4(z) als absolut
konvergente Reihe in A wohldefiniert. Ahnlich sehen wir

ka_ka — H(J?—y)(J?k_l +yxk_2+y2ask—3+...—I—J:yk_2+yk_1H

< -yl kot

Daraus folgt

[Pa(@) = Pa@)ll < > klarlp* ™" - [lz =yl
k=1

Das bedeutet, da§ P4 auf Br/(0) Lipschitz-stetig ist, da auch P’(z) eine Potenzreihe
mit Konvergenzradius R ist. U

V1.6.4. BEISPIEL.

k

(a) Sei P(z) = > p— % = €*. Daraus erhalten wir eine Abbildung auf
der Matrix-Algebra, die wir ebenfalls mit exp: M(n x n) — M(n x n)
bezeichnen.

Falls A, B zwei kommutierende Matrizen sind, [4, B] := AB—BA =0,
so gilt mit Hilfe des Cayley-Produkts

Z(A+B)F | X AF 4 kABF .+ BF
exp(A—i—B):Z%:Z o
k=0 ’ k=0 ’

= exp(A) - exp(B), falls AB= BA.
Hieraus folgt wegen id = exp(0) = exp(A — A) = exp(A) - exp(—A4)
exp: M(n x n,R) — GL(n,R), exp(A)~' =exp(—A4).

Betrachte die geometrische Reihe G(z) mit Konvergenzradius R = 1. Dar-
aus erhalten wir die Abbildung

Pg: B1(0) - A, Pg(x) = Zxk.
k=0

Es gilt dann Pg(x)-(1—x) = 1. Also nimmt Pg seine Werte in der multi-
plikativen Gruppe der invertierbaren Elemente AX = {z € Alex. 27!}
an.

Als Konsequenz erhalten wir folgende Beschreibung der Inversion:

Inv: A — A%, z— 27! ist stetig.

Beweis: Seia € A und r := |ja=1||7t. Sei z € B,(a), d.h. [|[z—al < ﬁ
Daraus folgt

11 =a el < fla™| - fla -2l < 1.

1z und wir erhalten aus

Also ist P anwendbar auf 1 — a™
Po(l—a'2)-(a'z) =1

daBl a='z € A*. Daher ist auch x € A* und somit ist A* eine offene
Teilmenge der Banachalgebra A und

7 = Pg(l—a'z) a7 ist stetigin .
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VI.7. Kompaktheit

VI.7.1. DEFINITION.
Es sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge. Des weiteren sei
U={U;|j€ J} ein System von Teilmengen, U; C X, mit einer Indexmenge J. {
heifit eine

Uberdeckung von A, wenn A C Uies

eine offene Uberdeckung, wenn alle U; offene Teilmenge sind,

eine endliche Uberdeckung, wenn .J endlich ist,

eine lokal-endliche Uberdeckung von A, wenn fiir alle a € A die Menge

{j € J|aeU;} endlich ist.

VI1.7.2. BEISPIEL. e U, = [n,n+1], n € Z ist eine lokal-endliche Uberdeckung von R.

e V, =(—n,n), n € Nist eine offene, nicht lokal-endliche Uberdeckung von
R.

Uj;, und als solche

VI.7.3. DEFINITION.
Es sei {U;|j € J} eine Uberdeckung von A C X und J, C J. Dann heifit {U; |j €
J, } eine Teiliiberdeckung von A, falls es immer noch eine Uberdeckung von A
ist.
VIL.7.4. BEISPIEL. e V,, = (—n,n), n € N ist eine offene Uberdeckung von R ohne eine
endliche Teiliiberdeckung.
e Sei A={1|neN}u{0} CRund U= {Uj|j€ J} eine beliebige offene
Uberdeckung von A, bestehend aus in R offenen Mengen. Dann besitzt {
eine endliche Teiliiberdeckung, wie man folgendermaflen sieht:
Es existiert ein j, € J mit 0 € U;,. Da 2 — 0 fiir n € N, existiert ein
no, € Nso daB 1 € U;, fiir alle n > n,, denn U}, ist offen in R. Betrachte
also die endlich vielen Punkte 1,...,:L € A. Fiir alle k € {1,...,n,}
existiert ein j; € J mit % € Uj,. Also ist U, U...UU;, UUj, eine
endliche Teiliiberdeckung.
Die zentrale Definition ist nun

VI.7.5. DEFINITION.
Es sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. Dann hei§t A kompakt, wenn jede
offene Uberdeckung von A eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Beachte, dafi Kompaktheit ein topologisch absoluter Begriff ist. Also bereits von
dem metrischer Raum (X, d) selbst kann gefragt werden, ob er kompakt ist oder
nicht. Der Standardraum R ist nicht kompakt, wie wir soeben gesehen haben, denn
es gibt mindestens eine offene Uberdeckung ohne endliche Teiliiberdeckung. Umge-
kehrt jedoch ist die Kompakheit eines Raumes direkt mittels der Definition meist
schwer zu zeigen. Hierfiir miissen im Folgenden noch bessere Kriterien entwickelt
werden.

VI.7.6. SATZ. FEs sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gilt:

(a) Ist A C X kompakt, so ist A beschrinkt, also diam(A) = sup{d(z,y)|z,y €
A} < oo.

(b) Ist A C X kompakt, so ist A abgeschlossen in X.

(c) Ist (X,d) kompakt und A C X abgeschlossen, so ist A ebenfalls kompakt.

(d) Ai,..., A, C X kompakt = A1 U...U A, kompakt.

BEWEIS. (a): Sei z, € X ein beliebiger, fester Punkt in X. Da jeder Punkt in

X zu 2, einen endlichen Abstand hat, ist { By, (z,)|n € N} eine offene Uberdeckung
von X, insbesondere von A. Wenn A kompakt ist, gibt es also eine endliche Teiliiberdeckung,
d.h. es existieren endlich viele ny,...,n; € Nmit A C By, (z,)U...UB,, (z,). Da
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alle diese Bélle denselben Mittelpunkt haben, ist ihre Vereinigung gleich dem jeweils
groBten unter ihnen, A C By, (z,), m = max(ng, ..., n,). Somit ist diam(A) < m.

(b): Sei also A kompakt. Wir zeigen nun, daf§ dann X \ A in X offen ist. Oh-
ne Einschrinkung nehmen wir an A # X. Sei also 2, € X \ A. Aufgrund der
Hausdorff-Eigenschaft des metrischen Raumes X (siehe VI.2.3) existiert fiir je-
des a € A disjunkte offene Umgebungen U(a) von a in X und V,(z,) von z, ,
U(a) NV, (x,) = 0. Insbesondere ist dann {U(a)|a € A} eine offene Uberdeckung
von A. Nach Voraussetzung der Kompaktheit von A existiert hierzu eine endli-
che Teiliiberdeckung A C U(ay) U ... U U(ay). Sei nun zu diesen Indices der
Teilitberdeckung V = V,, N... N V,,. Da dies ein endlicher Schnitt von offenen
Mengen ist, ist V' immer noch eine offene Umgebung von z, und zwar disjunkt
zu jedem Ula;), i = 1,...,n. Also gilt VN (U(a1) U...UU(a,)) = 0 und somit
VNA=0.Alsoist VC X \ A, was zu zeigen war.

(c): Sei {U;|j € J} eine beliebige offene Uberdeckung von A. Da A nach Voraus-
setzung abgeschlossen ist, ist X \ A offen und

{X\A}U{U;|j€eJ} eine offene Uberdeckung von X .

Wenn X kompakt ist, existiert also eine endliche Teiliiberdeckung, welche ohne
X \ A auch eine endliche Teiliiberdeckung von A liefert. Also ist A kompakt.
(d): Dies zeigt man leicht durch Induktion nach n. Hier skizzieren wir den Beweis

fiir n = 2. Sei {U;|j € J} eine offene Uberdeckung von A; U Ay. Dann gibt es
zwel Teilmengen Jy,Jo C J so daB Jy U Jy = J und {U;|j € J;} jeweils eine
offene Uberdeckung von A;, | = 1,2 liefert. Da beide Mengen kompakt sind, gibt
es jeweils eine endliche Teiliiberdeckung Ay C Uj,, U...UUj, , , I =1,2. Dann ist
Uj,,U...0Uj, ,, VU, U.. .UU; eine endliche Teiliiberdeckung von AjUAs. [

Ji,1 Ji,n J2,1 J2,no

VI.7.7. DEFINITION.
Es sei (X, d) ein metrischer Raum.
(X, d) heifit folgenkompakt, wenn jede Folge (x,,) € X" eine konvergente Teilfolge
hat.
Eine Teilmenge D C X heifit dicht in X, wenn ihr Abschluf ganz X ergibt, D = X,
also fiir alle z € X und € > 0 existiert ein y € D mit d(z,y) < e.
Der metrische Raum (X, d) heifit separabel, wenn er eine abzihlbare dichte Teil-
menge besitzt.

VIL.7.8. SATZ. Jeder kompakte metrische Raum (X, d) ist folgenkompakt.

BEWEIS. Sei (z,)nen eine beliebige Folge in X. Zu zeigen ist, dal (z,,) eine
konvergente Teilfolge also einen Haufungspunkt in X hat. Angenommen das ist
falsch.

Dann existiert zu jedem = € X eine offene Umgebung U (), die nur endlich viele Ele-
mente von (1) enthiilt. Wir betrachten die somit gewonnene offene Uberdeckung
U,ex U(x) von X. Aufgrund der Kompaktheit von X existieren endlich viele Punk-
te p1,...,pn € X mit U(p1)U...UU(p,) = X. Diese endlich vielen Umgebungen
enthalten nach Konstruktion insgesamt nur endlich viele Folgenglieder von ().
Also kann diese Folge nur aus endlich viel verschiedenen Punkte bestehen und hat
somit eine konvergente Teilfolge im Widerspruch zur Annahme. (]

Etwas aufwendiger ist es zu zeigen, dal auch die Umkehrung gilt. Die Folgenkom-
paktheit ist also fiir metrische Rdume &quivalent zur Kompaktheit im Sinne der
Uberdeckungseigenschaft.

VL.7.9. SATZ. Jeder folgenkompakte metrische Raum (X, d) ist kompakt.
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BEWEIS. 1. Schritt: Beh.: Zu jedem e > 0 gibt es eine endliche Uberdeckung
durch Bille des Radius ¢, also Ve > 0 3 z1,...,2, € X, n = n(e) mit X =
Be(z1)U...UB(xy).

Bew.: Sei € > 0 und 7 € X beliebig. Dann wéhlen wir rekursiv z,,, n € N mit
Tn € X\ (U?;ll Be(z;)). Also gilt z; ¢ Be(;) fiir alle j # i. Das bedeutet
d(z;,xz;) > e fiir alle ¢ # j und somit kann (z,),en keine konvergente Teilfol-
ge haben, was der vorausgesetzten Folgenkompaktheit widerspricht. Also muss die
rekursive Konstruktion von x, nach endlich vielen Schritten abbrechen, und die
Behauptung folgt.

2. Schritt: Beh.: (X,d) ist separabel, also es existiert eine abzéhlbare dichte Teil-
menge D C X.

Gemaf Schritt 1 existiert zu jedem n € N eine endliche Menge D,, C X mit
U{Bi(z)|z € Dy} = X. Sei D = |,y Dn, also als abzihlbare Vereinigung
wieder eine abzihlbare Menge. Sei nun y € X beliebig und € > 0. Dann existiert
einn € Nund ein z € D, mit + < e und y € B1 (x), also d(y,x) < €, € D. Somit
ist D dicht in X. "

3. Schritt: Betrachte die folgende Menge spezieller Bélle S = { B,(z)|z € D, r €
Q } Also ist S eine abzihlbare Menge von Béllen.

Beh.: Jede offene Menge in ) ## U C X ist eine Vereinigung spezieller Bille aus S.
Bew.: Sei y € U. Dann existiert ein r, € Q mit By, (y) C U. Da D eine dichte
Menge ist, existiert ein x, € B, (y) N D. Somit gilt y € B, (zy) C B2, (y) C U.
Also folgt U = J{ By, (zy) |y € U }.

Der zentrale Teil des Beweises ist nun folgender

4. Schritt: Beh.: Jede offene Uberdeckung von X durch spezielle Bille enthilt eine
endliche Teiliiberdeckung.

Bew.: Angenommen das ist falsch. Betrachte eine Abzéhlung S = (B,,)nen. Nach
Annahme kann keine endliche Menge von speziellen Béllen X iiberdecken, also

BiU...UB, G X fa neN.

Sei dann C,, = X \ (B1U...UB,,). Wir wissen also, da8 fiir alle n € N die Mengen
C,, nichtleer und abgeschlossen sind und C,,+; C C, f.a. n € N. Somit finden wir
eine Folge (c,) € X" mit ¢, € C, f.a. n € N. Nach Voraussetzung hat nun (c,) eine
konvergente Teilfolge, zp,, — 2.0 flir & — oo0. Da alle C), abgeschlossen sind und
alle bis auf endliche viele Glieder der Teilfolge in C,, liegen, gilt coo € (e Cn # 0.
Aber das bedeutet co & B, fiir alle n € N, so daf8 S keine Uberdeckung von X
sein kann, im Widerspruch zur Konstruktion von S.

5. Schritt: Sei {U;|j € J} eine gegeben offene Uberdeckung von X. Nach Schritt
3 ist jede offene Menge U; eine abzdhlbare Vereinigung von speziellen Béllen,

Uj = UBk’j’ Bk,j €s.
k=1
Wir erhalten hieraus eine bestimmte abzéhlbare Uberdeckung von X durch spe-
zielle Bélle { B1j,,...,Bn, j1,B1,jss---}. Nach Schritt 4 hat diese eine endliche
Teiliiberdeckung { B; jr, ..., By j: }, woraus folgt dafi auch die entsprechenden Uy, , . . .

eine endliche Uberdeckung von X darstellen.
Also ist X kompakt O

VI.7.10. BEMERKUNG. e X kompakt = X separabel
e R"™ ist nicht kompakt aber separabel, da Q™ C R™ dicht und abzéihlbar,
{B1(q)|q€Q"} ist eine Familie spezieller Béille.
e (0,1] ist nicht kompakt, da z.B. (1),cy keinen Haufungspunkt in (0, 1])
hat.
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VI.7.11. DEFINITION.
Ein metrischer Raum (X, d) hat die Heine-Borel-Eigenschaft, wenn fiir alle Teil-
mengen A C X gilt: A ist genau dann kompakt, wenn A in X abgeschlossen und
beschrankt ist.

VI.7.12. SATZ. Der metrische Raum (R™,ds) hat die Heine-Borel-FEigenschaft.

BEWEIS. Wir wissen bereits, dafl ”abgeschlossen und beschréankt” aus der Kom-
paktheit folgt. Sei nun umgekehrt A C R"™ abgeschlossen und beschrankt und
() € AN eine beliebige Folge in A. Wir miissen nun die Existenz einer kon-
vergenten Teilfolge zeigen.

Da A beschréinkt ist, existiert ein M > 0 so da8 fiir alle Koordinatenfolgen (z%)xen,
i =1,...,n gilt: max;—1 . » |33}€| < M fa. k € N. Anwendung des Auswahlsatzes
von Bolzano liefert eine konvergente Teilfolge der ersten Koordinatenfolge

1 1 g
Ty, — T, flir [ —o0.

Wir ersetzen die urspriigliche Punktefolge (zx)ken durch die entsprechende Teilfolge
(2%, )ien und betrachten nun daraus die Folge der zweiten Koordinaten, (%). Auch
diese hat nach Bolzano eine in R konvergente Teilfolge. Insgesamt n-mal wahlen wir
eine Teilfolge der jeweils vorigen (Teil-)folge. Nach diesen endlich vielen Teilfolgen-
wahlen, bleibt eine Teilfolge iibrig, die hinsichtlich aller n Koordinaten konvergiert.
Also konvergiert dann auch die entsprechende Punktfolge in R™ und somit auch in
A, da dieses als abgeschlossen vorausgesetzt ist. Il

VI.7.13. SATZ. Bilder kompakter Mengen unter stetigen Abbildungen zwischen metrischen
Rdumen sind wieder kompakt.

BEWEIS. Sei f: X — Y stetig und A C X kompakt. Betrachte f(A4) C Y und
{V;|j € J} eine offene Uberdeckung von f(A). Gemif Satz VI.5.5 sind die Urbilder
Uj = f~4V;) € X offen in X, also ist {U;|j € J} eine offene Uberdeckung
von A. Da A kompakt ist, existiert eine endliche Teilitberdeckung {Uj,,...,U;, }.
Dann ist auch { V}, = f(Uj,),..., V). = f(Uj;,) } eine endliche Teiliiberdeckung von
f(A). O

Eine wichtige Konsequenz hieraus ist

VI.7.14. KOROLLAR. f € C°(X,R), X kompakt = max,cx f und mingcx f existieren, al-
so jede stetige Funktion auf einem kompakten Raum hat ein Maximum und ein
Minimum.

BEWEIS. f(X) C R ist eine kompakte Menge von reellen Zahlen, also inbe-
sondere beschrinkt und abgeschlossen. Daher existieren hiervon Supremum und
Infimum und gehoren selbst zu dem Wertebereich. O

VI1.7.1. Anwendungen. Eine schone Anwendung der Existenz von Maxi-
mum und Minimum auf kompakten Mangen ist nun endlich der Beweis des Satzes
VI.1.7: Je zwei Normen auf R™ sind dquivalent.

BEWEIS VON SATZ VI.1.7. Sei ||-|| eine beliebige Norm auf R” und ey, ..., e, €
R™ die kanonische Basis. Wir setzen ¢ = max;=1, ., ||€;||. Dann folgt fiir alle
r=(zt,...,2") € R"
n
(10) ] < Y latllles]l < enflaoo -
i=1

Sei nun S die Einheitssphére in || - |00, S = {2 € R"|||z|lo }- Nach Satz VI.7.12
ist S kompakt in (R™, || - [|s). Die Funktion f: R™ — R, f(z) = ||z|| ist aufgrund
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(10) stetig und besitzt dann nach Korollar VI.7.14 ein Maximum und ein Minimum,
M = maxg f, m = ming f. Dies bedeutet

m < Hm“ < M fa. xcR"\{0},

was dquivalent ist zu m ||z]|oo < [|2]] < M ||2]|0o f-a. 2 € R™. Somit ist die gegebene
Norm || - || &quivalent zu || - || oo- O

Eine weitere Anwendung ist der Satz von Ascoli-Arzela, welcher in der Theorie der
Losungen von Differentialgleichungen eine wichtige Rolle spielt.
In Vorbereitung hierauf haben wir zunéchst

VI.7.15. SATZ. Jede auf einem kompakten Raum X definierte stetige Abbildung f: X — Y
ist gleichmdfSig stetig, d.h. fir alle ¢ > 0 existiert ein § = d(€) > 0 so daf fir alle
z,x' € X mit dx(z,z") < § gilt: dy (f(x), f(z')) <e.

Hier ist wichtig, dafl 6 nur von e abhéngt und nicht von x € X.

BEWEIS. Sei € > 0 beliebig. Da f in jedem z € X stetig ist, existiert zunéchst
fiir jedes € X ein d, in Abhéngigkeit von € und z so da8 fiir alle a2’ € Bs, (z) gilt:
dy (f(z), f(z")) < §. Wir betrachten nun die offene Uberdeckung {B%‘Sm () |z €

X } von X. Da X kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung

Sei 6 = $min(d,,,...,0,,). Dann existiert fiir alle z,2’ € X mit dx(z,2’) < §
ein 7 € {1,...,7} mit 7,2’ € Bs, (v;) und somit gilt dy (f(z), f(z:)) < §

dy (f(z'), f(x;)) < §, also nach Dreiecksungleichung dy (f(z), f(2')) < e.

VIL.7.16. DEFINITION.
Eine Teilmenge A C X eines metrischen Raumes (X, d) heifit relativ kompakt in
X, wenn ihr AbschluB A kompakt ist.

Aus den Sétzen VI.7.8 und VI.7.9 folgt, dafl eine Teilmenge A C X genau dann
relativ kompakt ist, wenn jede Folge in A eine in X konvergente Teilfolge hat.

VI.7.17. DEFINITION.
Es seien X,Y zwei metrische Riume und H C CY(X,Y) eine Menge von stetigen
Abbildungen f: X — Y. Die Abbildungsmenge H heifit gleichgradig stetig in
einem Punkt z, € X, wenn es zu jedem € > 0 ein § = d(e, z,) gibt, so dafl aus
dx(z,z,) < § die Abschitzung dy (f(z), f(x,)) < € fir alle f € H folgt. Das
bedeutet, dal § zwar von € und dem Punkt x, abhingt, aber gleich giiltig fiir alle
f € H ist. H heifit einfach nur gleichgradig stetig, wenn es in jedem Punkt x € X
gleichgradig stetig ist.

VI.7.18. BEISPIEL.
Essei X =[0,1], Y =R und H C C*([0,1],R) mit

|f loc = max |f'(x)| <m fiiralle fe€ H.
z€[0,1]

£
0O a

Dann folgt aus dem Mittelwertsatz die Abschétzung

[f(@) = fW)] < [f/(O]- |z -yl firein {€(z,y)fa. 0<z<y<l.
Also sind alle f € H Lipschitz-stetig mit uniformer Lipschitz-Konstante m, insbe-
sondere ist H gleichgradig stetig.
Der zentrale Satz ist nun
VI.7.19. THEOREM (Satz von Ascoli-Arzela). Es seien (X,dx) ein kompakter metrischer

Raum, (Y,dy) ein vollstindiger metrischer Raum und H C C°(X,Y) eine Teil-
menge des metrischen Raumes stetiger Abbildungen mit der Supremums-Metrik
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doo(f,9) = maxgex dy (f(x), g(x)). Dann gilt: H ist genau dann relativ kompakt in
(C’O(X, Y), doo), wenn H gleichgradig stetig ist und fir alle x € X die Wertemenge
{fx)|feH} inY relativ kompakt ist.

VI.7.20. LEMMA. X prdkompakt und vollstindig = X kompakt.

Beachte: prikompakt heifit, daB zu jedem e > 0 eine endliche Uberdeckung durch
e-Bille existiert.

BEWEIS. Sei {U;};e eine offene Uberdeckung von X und sei angenommen, daf
{U,} keine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Wir konstruieren wie folgt rekursiv
eine Folge von offenen Billen (B, )nen:

Sei €1 > 0 beliebig. Da X prikompakt ist, existieren xgl), e m%l) so dafl

Nach Annahme l48t sich mindestens einer dieser Béille nicht durch endlich viele
der vorgegebenen offenen Mengen U; iiberdecken, d.h. ex. ¢ € {1,..., N1} mit: Die

Uberdeckung { B (xl(.l), €1)NU,}es von B (a:l(»l), €1) besitzt keine endliche Teilitberdeckung.
Wir setzen B := B(xgl), €1) als den ersten Ball der gesuchten Folge fest.
Zur Rekursion: Sei nun B, _; bereits gegeben. Dann betrachte ¢, = %en_l und

wegen X prikompakt a;g”),...,x%jf mit X C Ufi”’lB(x(”),en). Betrachte unter

diesen Billen nur diejenigen, welche B,,_; schneiden: B,_1 N B (xz(-n), €n) # 0. Fiir

einen von ihnen, B (x,(g"), €), muss wiederum gelten, dafl keine endlich viele der U;

diesen iiberdecken: Die Uberdeckung {B(x;n), €n) NUj}jes von B(a:,(cn), €,) besitzt
keine endliche Teiliiberdeckung. Dann sei dies B,, := B (scgcn), €n)-
Wir erhalten also eine Folge von Billen (B,,),en mit:

(a) Fiir die Radien €, gilt: €, = 2%161-

(b) Je zwei aufeinanderfolgende Bélle haben nichtleeren Schnitt, B, 11N B, #
0.

(c) Keiner der Bélle B,, besitzt eine endliche Teiliiberdeckung aus {U;};c .

Nach der Dreiecksungleichung angewandt auf (b) und wegen (a) folgt, daf§ die Folge
der Mittelpunkte der Bille B, eine Cauchyfolge bildet, also wegen der Vollstéandigkeit
von X konvergiert. Sei £, der Grenzwert und U; eine der offenen Mengen, welche
Zoo enthélt. Dann enthélt U; auch fast alle (alle bis auf endlich viele) der Bélle B,
im Widerspruch zu (c). O

BEWEIS DES SATZES VON ASCOLI-ARZELA.
Hinreichende Bedingung: Da (C°(X,Y),ds) vollstindig ist und somit auch der
Abschlufl von H darin, geniigt fiir die hinreichende Bedingung nach Lemma VI1.7.20
zu zeigen, dal H priakompakt ist. Sei also € > 0.
Da H gleichgradig stetig ist, existiert fiir alle + € X eine Umgebung V(z) =
By (z,0) in X, so dafl

dy (f(@).f(9) < § fa feH yeV(a).

Da X kompakt ist, 148t es sich durch endlich viele dieser Umgebungen iiberdecken,

i=1
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Andererseits ist jedes H(x;) = { f(z;)|f € H} in Y relativ kompakt und somit
auch die endliche Vereinigung dieser

K= U H(z;) rel. kp.in Y.
i=1

Somit ist K ebenfalls prakompakt und es gibt eine endliche Menge {y;|1 < j <

n} € K so daf§
K C U de(yj76/4) :
j=1
Sei nun S = {1,...,n}{H™} die endliche Menge aller Abbildung von {1,...,m}
nach {1,...,m} und fiir jedes o € S sei

L, :{f€H|dY(f(xZ)ayo(z)) S€/4fa‘ ISZSm}

Aus der Konstruktion der {y;} folgt, daB { L, },cs eine endliche Uberdeckung von
H bildet. Es bleibt also zu zeigen, daf} jedes L, in einem Ball vom Radius € liegt:
Seien f,g € L,. Fiir alle € X ex. x; mit « € V (z;), also

dy (f(x), f(z:)) < €/4 und dy (g(x), g(z:)) < €/4.

Da wegen f,g € H,, dy (f(x;),g(z;)) < €/2, so gilt auch dy (f,g) <e.

Notwendige Bedingung: Sei H relativ kompakt. Dann existieren fiir jedes ¢ > 0
endlich viele fi,..., f, € H, so daf fiir alle f € H ein i € {1,...,n} existiert mit
doo(f, fi) < €/3, d.h. dy (f(x), fi(z)) < ¢/3 f.a. x € X. Somit ist jedes H(z) in YV
relativ kompakt.

Es existiert auflerdem f.a. 2 € X eine Umgebung V' (z) so dafl dy (f;(y), fi(x)) < €/3
fa.y € V(z) und fa. ¢ = 1,...,n. Dann gilt nach Konstruktion der f; auch
dy (f(y), f(z)) <efa. fe Hund y € V(x), dh. H ist gleichgradig stetig. O

Eine weitere Anwendung der Eigenschaft kompakter Mengen ist das folgende soge-
nannte Tuben-Lemma:

VI.7.21. LEMMA (Tuben-Lemma). Sei X ein metrischer Raum, K ein kompakter metrischer
Raum, x, € X und W C X x K offen, so dafs

{z,} x KCW.
Dann existiert eine offene Umgebung U von xz, in X, so dafi
UxKcCW.

BEWEIS. Da W offen ist, existiert zu jedem k € K eine Umgebung von (z,, k)
innerhalb W von Produktform, d.h. es existiert V (k) eine offene Umgebung von &
in K und ein Ball B)(7,) so dal

(xo,k) € Be(k)(xo) X V(k) cw.

Dann ist (e V (k) = K eine offene Uberdeckung, welche aufgrund der Kompakt-
heit von K eine endliche Teiliiberdeckung V' (k1)U...UV (k,) = K besitzt. Sei dann
e =min (e(ky),...,€(ky)). Dann ist U = B.(z,) die gesuchte offene Menge,

Be(z,) x K CW.
O

Hieraus ergibt sich folgende wichtige Anwendung fiir parameter-abhéngige Integra-
le.
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VI1.7.22. SATZ. Es sei X ein metrischer Raum, [a,b] C R ein kompaktes Intervall und f: X x
[a,b] — R stetig. Dann ist

b
p: X =R, ¢(x) :/ f(z, t)dt
stetig.

BEWEIS. Esseiz, € X und h: X x [a,b] — R gegeben durch h(z,t) = f(z,t)—
f(x0,t). Sei € > 0. Dann ist

W ={(z,t) € X x[a,b]||h(z,t)] <€}

eine offene Umgebung von {z,} X [a, b]. Nach dem Tubenlemma existiert eine Um-
gebung U(x,) C X so daB U(z,) X [a,b] C W und somit

|f(@,t) — fzo,t)| <€ fiiralle z € U(z,), t € [a,b].
Hieraus folgt

b
lo(z) — o(z,)| < / edt =e-(b—a) fa. zeU(x,).

Also ist ¢ stetig in x,. O

VI.8. xVervollstindigung metrischer Riume

Wir haben in Satz VI.4.6 gesehen, dal abgeschlossene Teilmengen vollstdndiger
Réume wieder vollsténdig sind. Das heifit, da3 sich beliebige Teilmengen vollstéin-
diger Riume immer mittels des Abschlusses vervollstindigen lassen. Durch den
Abschluss werden alle moglicherweise noch nicht enthaltenen Grenzwerte von nicht-
konvergenten Cauchy-Folgen hinzugefiigt.
Handelt es sich nun aber um einen beliebigen, moéglicherweise nicht vollstédndigen
metrischen Raum, ist die Frage nach einer Vervollstandigung konzeptionell schwieri-
ger. Nun fehlt ein umgebender gréflerer Raum, in dem die hinzuzufiigenden Grenz-
werte nicht-konvergenter Cauchy-Folgen lokalisiert werden kénnen.
Fiir die Vervollstidndigung metrischer Rdume brauchen wir ein neues Konzept, wie
wir durch Daten aus dem gegebenen Raum heraus neue Punkte hinzufiigen und den
Raum erweitern. Dieses Problem ist vergleichbar mit dem Schritt der Erweiterung
des Zahlenraums der rationalen Zahlen zu den reellen Zahlen, hierbei handelt es
sich genau um eine solche metrische Vervollstdndigung.
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Wir wiederholen folgende wichtige Begriffe:

e (X, d) heiBt vollstindig, wenn fiir jede Folge (z,,) € XV gilt: Ist (z,,) eine

Cauchy-Folge, so ist sie in X konvergent.
e Eine Teilmenge D C X heifit dicht, wenn ihr Abschluss ganz X ergibt.

VL.8.1. DEFINITION.
Es seien (z,dx) und (Y,dy) zwei metrische Rdume. Dann heifit eine Abbildung
f: X — Y eine isometrische Einbettung, wenn fiir alle z,, x5 € X gilt:

dy (f(z1), f(x2)) = dx(z1,22).
Eine surjektive isometrische Einbettung heifit Isometrie.
VI.8.2. SATZ. Zu jedem metrischen Raum X gibt es einen vollstindigen metrischen Raum X

und eine isometrische Einbettung i: X — X, so daf i(X) C X dicht ist.

VI.8.3. DEFINITION. R
Eine solche isometrische, dichte Einbettung i: X <— X in einen vollstdndigen me-
trischen Raum X heifit Vervollstidndigung von X.
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VI1.8.4. SATZ. Je zwei Vervollstindigungen von X sind isometrisch.

Dies bedeutet, dal zu je zwei Vervollstdndigungen i;: X — Xl und ig: X — XQ
eine Isometrie j: X; — Xs existiert, so dafl io = joi;. Diese Isometrie ist dann auch
eindeutig bestimmt. Also ist eine Vervollstdndigung bis auf Isometrie eindeutig.

VI1.8.5. BEISPIEL. 1) (Q,]-D)c®,]-]).
2) ({(xy)]2a?+y2 <1},dz) € ({(z,y) |22+ 3% <1},do).
. 1p
(3) X = (CO0.11.B), || - [,) mit [[7]l, = (J; |F(x)"dz)'/" fiwr p > 1. Dann
wird die Vervollstdndigung X mit L?([0, 1], R) bezeichnet. || - ||, liefert auf

LP eine vollstéandige Norm. In der Vorlesung Maf8- und Integrationstheorie
werden diese LP-Rdume eingehender untersucht.

Sei nun (X, d) ein beliebiger metrischer Raum.

V1.8.6. HILFSSATZ. Fiir je zwei Cauchyfolgen (x,) und (y,) in X existiert der Grenzwert
lim,,— o0 d(Xp, Yn) -
BEWEIS. Aus der Cauchyfolgen-Figenschaft folgt dal zu jedem e > 0ny,no € N
existieren so daf}
(T, Tm) < § fa. m,n > ng und d(yn, ym) < § fa. m,n >ns.
Sei nun n, = max(ni, ns), dann folgt aus der Dreiecksungleichung
|d(@ns yn) — AT, ym)| < d(@ns ) + d(Yn ym) <€ fa. m,n>n,.

Also ist (d(acn, yn))n € N eine Cauchy-Folge in R und die Konverenz folgt aus der
Vollstéandigkeit von R. O

Wir benutzen diesen Sachverhalt fiir folgende

VI.8.7. DEFINITION.
Betrachte CF(X) := { (z,) € X"|(2,) ist C.F. }. Wir definieren auf CF(X) die
Relation
() ~ (o) & lim d(wy,ya) = 0.
Gemis Hilfssatz VI.8.6 ist die Relation ~ auf C'F(X) wohldefiniert. Der Beweis
des niichsten Hilfssatzes ist eine leichte Ubung.

VI.8.8. HILFSSATZ. ~ ist eine Aquivalenzrelation.

VL.8.9. DEFINITION. )
Sei (z,,) € CF(X), dann bezeichnen wir die Aquivalenzklasse bzgl. ~ mit

[mn} = {(yn) € CF(X) | (yn) ~ (mn) }a
und die Menge aller Aquivalenzklassen mit X := {[zn] | (zn) € CF(X) }.
Wir stellen hierzu folgendes fest:
(1) Zu jedem = € X erhalten wir die Aquivalenzklasse [z] € X der konstan-
ten Folge z,, = x f.a. n € N. Die Aquivalenzklasse der konstanten Folge
(r) € XV ist genau die Menge alle der Folgen (z,) € XV, die gegen x
konvergieren. Wir erhalten also eine wohldefinierte Abbildung
it X > X, xw ],
und das Bild i(X) entspricht genau der Menge der Aquivalenzklassen der
konvergenten Cauchy-Folgen.
(2) Die Aquivalenzklassen zu verschiedenen Punkten x # y sind verschieden,

[x] # [y]. Also ist ¢ injektiv. Wir koénnen also X mit i(X) als Menge
identifizieren.
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(3) Wenn (X, d) bereits vollstindig ist, ist jede Cauchy-Folge konvergent und
nach Definition gilt i(X) = X.
(4) Falls (X, d) nicht vollstindig ist, enthélt X\ {i(X)} genau die Aquivalenzklassen
der nicht-konvergenten Cauchy-Folgen
Das Ziel ist es nun, auf X eine Metrik zu finden, beziiglich der X vollstandig ist
und so daB ¢ eine dichte, isometrische Einbettung wird.

V1.8.10. HILFSSATZ. Seien £,n € X reprisentiert durch Cauchy-Folgen (z,,) und (yn). Dann
ist d(&,m) := limy— 00 d(Tn, yn) wohldefiniert, d.h. es hingt nur von & und n aber
nicht von der Wahl der Reprdsentanten (), (yn) ab.

BEWEIS. Seien ¢ = [z,] = [z},]. Dann folgt aus der Dreiecksungleichung
limd(z,, yn) < limd(z,,z),) +limd(x), y,) = 0+ limd(z),, yn) ,

und umgekehrt auch limd(x!,, y,) < Uimd(z,, yn), also im d(z,, y,) = lim d(zy,, yn)-
Da die Metrik d symmetrisch ist, folgt daraus auch die Unabhéngigkeit von der Wahl
des Reprisentanten (yp,). O

VI.8.11. HiLFssaTz. d: X x X — [0,00) ist eine Metrik auf X .

BEWEIS. Dies ist eine leichte Ubung. Man verwendet im wesentlichen die Drei-
ecksungleichung und die Definition der Aquivalenzrelation ~. O

Der wesentliche Punkt der Konstruktion von X liegt in dem folgenden

VI.8.12. HILFSSATZ. (X7dA) st ein vollstindiger metrischer Raum.

BEWEIS. Sei (&,)nen eine Cauchy-Folge in X. Jedes einzelne Folgenglied &, €
X ist also selbst eine Aquivalenzklasse ¢, = [Xn1, Tna,...] einer Cauchy-Folge
(Tnk)ken in X.
Wir bemerken dabei:

(a) Da (znk)ken eine Cauchy-Folge in X ist, existiert zu jedem e = 1 ein
k(n) € N so daB d(zn;, xp;) < = fiir alle 7,7 > k(n) gilt.

(b) Da (&,)nen eine Cauchy-Folge in X ist, existiert zu jedem € > 0 ein
n(e) € N derart, daB d(&,, &m) < ¢ fiir alle m,n > n(e) gilt.

(¢) Aus (2) folgt somit, daB fiir alle m,n > n(e) ein N(m,n) € N existiert,
so da d(zpg, Tmk) < § fir alle & > N(m,n) gilt, denn d(gm,gn) =
hmk—>oo d(xnk, mmk).

Wir betrachten nun ¢ = (%k(l), Tok(2), - - ) mit k(n) aus (a). Wir behaupten, dafl ¢
wiederum eine Cauchy-Folge in X ist. Sei ndmlich € > 0 und n,(€) = max (n(e), 2)
mit n(e) aus (b). Dann gilt fiir n,m > n,(e) die Abschitzung

A(Znk(n)s Tmkm)) < A(@nk(n)s Tni) + A(Tnis Tmi) + d(Tmi, Tokm) )
(11) 1 € 1 <L €, €
<;+§+E_Z+§+i<6.
Die Abschétzung fiir den ersten Summanden gilt aufgrund von (a), sofern ¢ > k(n),
die fiir den zweiten Summanden aufgrund von (c), sofern ¢ > N(n,m), und die
fiir den dritten Summanden wieder aufgrund von (a), sofern ¢ > k(m). Da aber
die linke Seite nicht von ¢ abhéngt kdnnen wir ¢ ahédngig von m und n grofl genug
wéhlen, so dafl € eine obere Schranke ist und somit ¢ eine Cauchy-Folge.
Also stellt [¢] ein Element von X dar, und wir behaupten des weiteren, daf

lim &, =(.

n—oo
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Dies sieht man folgendermafen: Sei e > 0 gegeben und wiihle n,(€) = max (n(e), 2)

mit n(e) aus obigem (b). Seien nun n > n,(€) und I > max (k(n), n,(€)). Dann folgt
1
d(@nts k) < A @nts Tokn)) + d(@nkn), Te@)) < - +e,

wegen | > k(n) und (11). Also gilt
. . 1
d(&n, [¢]) = ll_l)rg)d(mnlaxlk(l)) < e

Das impliziert lim,, o0 d(&,, [¢]) < € fiir alle € > 0 und daher &, — (.
Somit haben wir gezeigt, da8 jede beliebige Cauchy-Folge (£,) € X" konvergiert,
also X vollstandig ist. O

Seien x,y € X zwei beliebige Punkte und [z], [y] € X die zugehdrigen Aquivalenzklassen
der konstanten Folgen. Dann gilt nach Definition

d([],[y)) = lim d(z,y) = d(z,y).
Das bedeutet, daff i: X < X eine isometrische Einbettung ist.
VI1.8.13. HILFSSATZ. Das Bild i(X) liegt dicht in X .

BEWEIS. Sei £X eine beliebige Aquivalenzklasse & = [(2,,)]. Sei auBerdem € > 0
gegeben. Dann existiert ein n,(€) mit d(z,,xn,) < § fiir alle m,n > n,(€), da (2,)
nach Voraussetzung eine Cauchy-Folge ist.

Sei = x,, € X. Dann gilt also d(z,z,) < § fiir alle n > ny(¢) und daher
d([2],€) = limy, oo d(z, z,,) < €, das heiBt [z] € B;(&,¢) Ni(X). 0
Ingesamt haben wir also Satz VI.8.2 bewiesen. (]

Satz VI1.8.4 folgt unmittelbar aus folgendem allgemeineren

VI.8.14. SaTz. Sei A C (X,d) eine dichte Teilmenge eines metrischen Raumes und f: A —
Y eine gleichmdfig stetige Abbildung in einen vollstindigen metrischen Raum Y .
Dann existiert eine eindeutige stetige Fortsetzung F': X —Y Flq = f.

Diesen Satz haben wir in konkreten Fillen bereits in der Analysis in einer reellen
Variablen mehrmals angewandt, ndmlich bei der Definition der Exponentialfunkti-
on a — a” und des Logarithmus z +— In z fiir reelle bzw. positive reelle Zahlen. Wir
hatten die Funktion zuerst fiir natiirliche, dann mittels der jeweiligen Funktional-
gleichung fiir rationale Zahlen fortgesetzt und schliefflich eine eindeutige Fortset-
zung auf R gefunden, da die Funktionen in den rationalen Variablen stetig waren
und somit gleichméfig stetig auf allen Schnittmengen mit kompakten Intervallen.

BEWEIS. Sei z € X. Da A C X dicht liegt, finden wir eine Folge (a,,) € AN mit
a, — x. Da f gleichméflig stetig ist, bildet f Cauchy-Folgen in A auf Cauchy-Folgen
in Y ab. Da Y vollstindig ist, konvergiert (f(a,)). Fiir je zwei Folgen a,, — x und
ar, — x gilt d(an,al,) — 0 und somit wegen der gleichméfligen Stetigkeit wiederum
lim f(a,) = lim f(a,). Also ist F(x) = lim f(a,) wohldefiniert.
Seinun e > 0und ¢ > 0, so daB dy (f(a), f(a’)) < § firalle a,a’ € Amit dx(a,a’) <
. Dann gilt fiir alle z, 2’ € X mit dx (z,2") < g, dafl wir zum einen a,a’ € A finden
mit dx(z,a) < $ und dx(2',a’) < ¢ und auBerdem auch dy (f(z), f(a)) < £ und
dy (f(x"), f(a')) < §. Dann gilt wegen der Dreiecksungleichung dx (a,a’) < 6 und
somit auch dy (f(x), f(z')) < e. Also ist auch die Fortsetzung F' gleichméiBig stetig.
Da je zwei stetige Abbildungen, die auf einer dichten Teilmenge iibereinstimmen,

identisch sind, ist F' als stetige Fortsetzung somit eindeutig. O
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VI.9. Zusammenhang

VI.9.1. DEFINITION.
Ein metrischer Raum (X, d) heift zusammenhiingend, falls er sich nicht in zwei
nicht-leere disjunkte offene Mengen zerlegen lisst, d.h. falls X = UUV mit UNV =
0, U,V offen in X soist U =0 oder V = 0.
Ein metrischer Raum heifit wegzusammenhingend, falls es zu je zwei Punkten
p,q € X eine stetige Abbildung (Weg) ¢: [0,1] — X mit ¢(0) = p und ¢(1) = ¢
gibt.

V1.9.2. SATZ. Bilder (weg-)zusammenhdingender Riume unter stetigen Abbildungen sind wie-
der (weg-)zusammenhdingend.

BEWEIS. Die Aussage fiir Wegzusammenhang folgt unmittelbar daraus, dafl
Kompositionen stetiger Abbildungen wieder stetig sind.
Sei also nun X zusammenhingend und f: X — Y stetig. Um zu zeigen, daf auch
f(X) zusammenhéngend ist, nehmen wir an, dafl es zwei offene Mengen U,V C Y
gibt mit UNV N f(X) =0 und f(X) C UUV. Dann ist f~Y(U)U f~H(V) = X
eine offene Uberdeckung und f~1(U) N f~1(V) = 0. Also ist entweder f~*(U) = 0
oder f=}(V) = (. Das bedeutet, da§ f(X)NU = 0 oder f(X)NV = (. Somit ist
f(X) zusammenhéngend. O

VI1.9.3. SATZ. X wegzusammenhdingend = X zusammenhdngend.

BEWEIS. Sei X = U UV, UNV = () eine disjunkte offene Uberdeckung. Falls
sowohl U # () als auch V # 0, so existieren p € U und ¢ € V und nach Annahme
des Wegzusammenhangs ein stetiger Weg ¢: [0,1] — X von p nach ¢q. Nach dem
vorigen Satz VI.9.2 ist T = ¢([0,1]) zusammenhéngend. Also kann nicht sowohl
UNI # () als auch VNI # @ sein. Daher muss U oder V leer sein. Also ist X
zusammenhangend. O

VI1.9.4. SATZ. Jede zusammenhdngende Teilmenge von R ist entweder 1-punktig oder ein In-
tervall, und jedes Intervall ist zusammenhdngend.

BEWEIS. Nach dem vorigen Satz ist jedes Intervall zusammenhéngend, denn
wegzusammenhéngend ist es offenbar.
Sei umgekehrt A C R eine zusammenhingende Menge mit mindestens zwei Ele-
menten. Dann existieren s,t € A mit s < ¢. Es gilt (s,t) C A, da sonst ein
x € (s,t) NR\ A existiert und U = (—o0,2) N A und V = (z,00) N A wiirden
eine disjunkte Zerlegung von A in zwei nicht leere in A offene Mengen liefern, im
Widerspruch zum vorausgesetzten Zusammenhang von A. Aber nun sind die Teil-
mengen A von R mit der Eigenschaft, dafl s,t € A und s < t auch (s,t) C 4
impliziert, genau die Intervalle in R. O

Das folgende Korollar stellt eine Verallgemeinerung des Zwischenwertsatzes dar.

VI1.9.5. KOROLLAR. Sei X ein zusammenhingender metrischer Raum und f: X — R eine
stetige Funktion. Dann gilt fir alle a,b € X: f nimmt jeden Wert zwischen f(a)

und f(b) an.
BEwEIS. Nach VI.9.2 ist f(X) C R zusammenhéngend und somit nach VI.9.4
ein Intervall. O

Das folgende Beispiel zeigt, dall Wegzusammenhang eine stidrkere Eigenschaft als
Zusammenhang ist.
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VI1.9.6. BEISPIEL.
Die Menge X = I U J C R? mit

I={0} x[-1,1] und J = {(z,sinl)eR*|0<z <1}

ist zusammenhéngend aber nicht wegzusammenhéngend.

Offenbar ist I U J der Abschlufl von J. Hieraus und dem Wegzusammenhang von
J folgt, dal I U J zusammenhéngend ist.

Um zu zeigen, dafl I U J nicht wegzusammenhingend ist, nehmen wir an, dafl es
einen stetigen Weg ¢: — I U J gibt mit ¢(0) € I und ¢(1) € J. Sei T7sup{t €
[0,1]]¢(t) € I}. Offenbar ist {t € (0,1]|c(t) € J} offen in [0, 1]. Daraus folgt
¢(r) € I und 7 < 1. Betrachte die stetige Projektion p: I UJ — [0,1], (z,y) — y.
Dann ist f = poc: [0,1] — [0,1] stetig, aber lim;|, f(¢) kann nicht wohldefiniert
sein.

Den Begriff des Zusammenhang wollen wir nun auf das Homdomorphie-Problem
anwenden:

VI1.9.7. DEFINITION.
Eine stetige Abbildung f: X — Y heiffit ein Hom6omorphismus, wenn f bi-
jektiv und f~! ebenfalls stetig ist. Falls es zu X und Y einen Homdomorphismus
gibt, so heifien X und Y homéomorph. Dies ist eine Aquivalenzrelation und die
Aquivalenzklasse homdomorpher Riume heift HomSomorphietyp.

VI1.9.8. BEISPIEL. e R? und B;(0) = {(z,y) € R?|2? + y*? < 1} sind homdomorph.
Betrachte die Abbildung

frBi(0) = R%, (,y) Y

(—— )

VI—a2 =2 T—a2 =2
f ist offenbar stetig fiir 22 +%? < 1. Wie man leicht verifiziert, ist g(x,y) =
) die Umkehrabbildung zu f und offenbar ebenfalls

(= .
Vite2ty? (/12 +y?
stetig.

o S = {(z,y) € R?|2? + y*> = 1} und [0,1] sind nicht homdomorph.
Angenommen, f: S — [0,1] ist ein Homdomorphismus. Dann wéren
[0,1/2)uU(1/2,1] und S*\{f~1(1/2)} vermoge f immer noch homéomorph.
Aber S1\ {f71(1/2)} ist noch zusammenhiingend, [0,1/2)U(1/2,1] dage-
gen nicht, was im Widerspruch zu der stetigen und surjektiven Abbildung
f steht.



KAPITEL VII

Differentiation in nomierten Vektorridumen

VII.1. Totale und partielle Differentiation

VIIL.1.1. DEFINITION.
Seien (X, | - ||x) und (Y, - ||y) normierte Vektorrdume. Dann bezeichnen wir mit

L(X,Y) := {L € Hom(X,Y)| L stetig }
die Menge aller linearen Abbildungen, welche beziiglich || - || x und || - ||y stetig sind.

Das folgende Lemma erklidrt, warum die stetig linearen Abbildungen auch be-
schréankte Operatoren heiflen.

VIL.1.2. LEMMA. Eine lineare Abbildung L € Hom(X,Y) ist stetig genau dann, wenn

L
| Lzl = sup |Lzlly < oo.
z#0 |zl x llz|lx=1

L]y
lzll x

BEWEIS. Sei zunéchst ¢ = sup,_ < 00. Dann folgt

[Lzlly < cllzllx fa zex,

also ist L c-Lipschitz-stetig.
Umgekehrt angenommen, es gilt

Ialy _
P 155 ’

dann existiert eine Folge (z,,) € X" mit % — 00. Wir setzen z], = Ty €X

und erhalten ||z/,||x — 0, aber ||La!,|ly = 1 fiir alle n € N, das heifit Lz!, 4 0

konvergiert nicht. Also ist L dann nicht stetig in 0. O

Wir haben insbesondere gesehen, dafi eine lineare Abbildung genau dann stetig ist,
wenn sie bereits in 0 stetig ist.

Das nachfolgende Lemma zeigt, dafl wir auf die explizite Voraussetzung der Stetig-
keit linearer Abbildung im endlich-dimensionalen Fall verzichten kénnen.

VIL.1.3. LEMMA. Sei X = R™. Dann ist jede lineare Abbildung f € L(R™,Y) in einen nor-
maerten Vektorraum Y automatisch stetig.

BEWEIS. Wir betrachten © = (z1,...,2") € X = R". Dann haben wir
f(xlv"'azn) = lef(el)a
i=1

wobei e, ..., e, € R" die Standard-Basis von R™ ist. Sei nun ¢ = max;—1, ., || f(e:)|ly
und || - ||eo die Maximumsnorm auf R™. Dann folgt

If(@)ly < clz)|o, fa. zeR™.

Da je zwei Normen auf R™ dquivalent sind, folgt somit die Stetigkeit von f bzgl.
jeder Norm auf R”. O

57
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Dieses Lemma besagt also
Hom(R",Y) = L(R™,Y).
VII.1.4. DEFINITION.
Fiir stetige lineare Abbildungen L € £(X,Y) heifit der Ausdruck

Lx Y
ILllop = sup ||| |” = swp |Laly < oo
z#0 || T]| X [|lz|| x =1

die sogenannte Operator-Norm von L. Es ist eine einfache Ubungsaufgabe zu
zeigen, daf es sich dabei um eine Norm auf £(X,Y") handelt.

Betrachte nun zu den normierten Vektorrdumen (X, || - ||x) und (Y,| - |ly) eine
Umgebung U C X eines gegebenen Punktes z,. Dann heifit eine Abbildung f: U —
Y differenzierbar in z,, wenn es eine stetig lineare Abbildung L € £(X,Y") gibt

so daf
lim f(l‘) - f(l'o) - L[l‘ - xo]

T To |2 — @ollx

= 0.

Wir verwenden von nun ab die Konvention, die Argumentvariable bei linearen Ab-
bildungen durch eckige Klammern kenntlich zu machen, L[h] := L(h), h € X.
Eine alternative Bezeichnung zur Differenzierbarkeit von f in z, ist auch f in x,
als linearisierbar zu bezeichnen.

Das néchste Lemma zeigt nun, dafi die Linearisierung von f in x, eindeutig ist,
sofern sie existiert.

VIL.1.5. LEMMA. Ist f differenzierbar in x, wie in der Definition, so ist L € L(X,Y) eindeutig
bestimmt und wird mait

Df(x,) :=L bezeichnet

und heifit das Differential von f in z,.

BEWEIS. Sei
— — Llr—
lim f(@) = fl=o) [z — 0]
A PR
Dann betrachten wir ein beliebiges h € X \ {0} und erhalten mit = x,+th, t € R

f(zo +th) — f(xo) — L[th] ‘

=0.

0 = lim

t—0 lth|| x
. f(xo + th) - f(xo) i ‘
= lim — —Llh
Tlx 25 7 -
Ll Sl th) ) ‘
= Talx 05 i Lir]

Also ist L € L(X,Y) eindeutig durch f bestimmt als

L[h] — tlg% f(.’lfo + tht) — f(xo) )

VIL.1.6. DEFINITION.
Sei f: U — Y wie oben. Falls fiir ein h € X \ {0} der Grenzwert

lim f(wo+th) — f(x,)
t—0 t

existiert,

so wird er mit Jy, f(z,) € Y bezeichnet und heifit die Richtungsableitung von f
in x, in Richtung h.
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VII.1.7. BEMERKUNG.

Beachte, daB§ streng genommen h € X nur ein Richtungsvektor ist, wenn ||h||x =1
gilt. Seien h,k € X \ {0} mit kK = Ah, A € R. So gilt

f('ro + tk) — f(xo)

6kf(xo) = lim

t—0 t
— lim f(xo +t)‘h) - f(xo) Y
t—0 At
_ )"lii%f(xo—i_ﬁ?_f(%) =N O f ().

In komplizierteren Fillen sind oft der Beweis der Differenzierbarkeit einer Abbil-
dung f in einem Punkt z, und die Berechnung des Differentials zwei unterschied-
liche Probleme. Grundsétzlich jedoch erfordert der direkte Beweis der Differen-
zierbarkeit erst einmal die Bestimmung der moglichen Linearisierung, also die Be-
stimmung der Richtungsableitung. Wie wir in den Ubungsaufgaben sehen, gibt es
jedoch Fille, in denen Richtungsableitungen in einem Punkt z, existieren, obwohl
die Abbildung f in z, nicht differenzierbar ist!
VII.1.8. DEFINITION.

In dem Spezialfall der Standardvektorrdume X = R™ und Y = R" betrachten wir
die kanonische Basis eq,...,e, € R™. Sei U C R™ eine Umgebung eines Punktes
To € R" und f: U — R™. Dann heifit die Richtungsableitung von f in Richtung e;
die partielle Ableitung von f nach z¢, die gleichwertig verwendeten Notationen

sind
0
a:‘cfl (xo) = a;ﬂf('ro) = azf(xo) = aeif(xo)
1 7 ny __ 1 n
_ 7}in(l)f(:co,...,:1:0+t,...;1’0) flas,...,z") cR™ .

Wenn alle partielle Ableitungen 9, f(z,), i = 1,...,n, existieren, dann heifit f in
z, partiell differenzierbar.

VIIL.1.9. BEISPIEL.
Betrachte f: R3\ {z # 0} — R?, f(x,y,2) = (zy,2* — £). Dann berechnen sich die
partiellen Ableitungen zu

af B
%(aﬂ,y,z) - (y,2£]]),
af !
aiy(xayaz) - (ZE,*;),
of Y
g(%y,z) = (07;)~

VII.1.10. DEFINITION.
Wir betrachten nun eine Abbildung f: R™” D U — R™,

it ... a")

fm(xl,.. .,z
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E sei f differenzierbar in z,, dann ist f in alle Richtungen partiell differenzierbar,
und wir haben

of

Df(wo)lei] = Oz (o) = e, f(xo)
o 1 OFfm T
_ (aii (a;o),...,aj;(xo))
0
5 (o) e COAE
= 1
0

Die m x n-Matrix

st = (55 0) |

heifit die Jakobi-Matrix von f im Punkt z, und stellt die lineare Abbildung
Df(z,) € Hom(R™ R™) beziiglich der kanonische Basen auf R™ und R™ dar.

Die Abbildung f: R™ D U — Y heifit in z, stetig partiell differenzierbar nach z°,
wenn die partielle Ableitung 88 j : U — Y in einer Umgebung von x, existiert und
in xz, stetig ist.

f heiit in z, zweimal partiell differenzierbar, wenn die zweifachen partiellen
Ableitungen

0’ f o (0f
—— = — - 1<4,5 <
OxI Dt (z) O’ (8331 (z), =hl=m
in r = =z, existieren. Sind diese auch stetig in x,, so sprechen wir von stetiger
partieller Differenzierbarkeit. Analog definieren wir rekursiv die k-fach (stetige)
partielle Differenzierbarkeit. Wir bezeichnen
a"f 0 0 f
dxir ... Oxir  Qat T Qrir
als die partielle Ableitung r-ter Ordnung zu dem Multi-Index (iy,...,4,) €

{1,...,n}".

VIL.1.11. SATZ. Sei f: R™ D U — Y eine gegeben Abbildung in einen normierten Vektor-

o%f .
und 558 m U C X

raum Y. Falls die zweifachen partiellen Ableitungen 33-282]»
existieren und stetig sind, so sind sie gleich.

Dieser Satz besagt, dafl im Falle der zweifachen stetigen partiellen Differenzier-
barkeit die Reihenfolge der partiellen Differentiation keine Rolle spielt. Ohne Vor-
aussetzung der Stetigkeit der partiellen Ableitungen ist die Vertauschbarkeit im
Allgemeinen falsch (siehe Ubungsaufgaben).

BEWEIS. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir n = 2 annehmen,
und Y = R. Wir schreiben (21, 2?) = (z,y) € R2.
Seien (zo,Y,) € U und € > 0 so daf
Q:={(z,y)||lr—wzo| <€ |y—yo| <e}CU.
Seien nun A,k € R\ {0} mit |h|, |k] <e.

Betrachte zuniichst ¢: (z, — €, 2z, +€) = R,

(p(JJ) = f(wvyo + k) - f(l’, yo) :



VIL.1. TOTALE UND PARTIELLE DIFFERENTIATION 61

Da f partiell nach z differenzierbar ist, ist auch ¢ in einer reellen Variablen diffe-
renzierbar und es gilt
of

0
Sal(x) = aii(xayo + k) - %(xvyo) .

Aus dem Mittelwertsatz folgt, daf es fiir alle ,+h € (x,—¢€, x,+€) ein z; zwischen
z, und xz, + h gibt , so daf

90('7;0 + h) - @(xo) =h- @/(ml) = h(aa:f(wlvyo + k) - 8a;f($17yo)) .

Des weiteren ist auch 0, f differenzierbar nach y, so daff eine erneute Anwendung
des Mittelwertsatzes ein y; zwischen y, und y, + k ergibt mit
0% f

(12) (T +h) —p(z,) = hkm(zh Y1) -

Analog existieren fiir ¥: (y, — €, 9, + €) — R mit
Y(y) = (@0 + hyyo) — (20 Yo)

Zahlen x5 zwischen x, und z, + h und y- zwischen y, und y, + k, so dafl

2

_
(13) w(yo +k) - w(yo) - h’kaxay

(w2,92) -

Andererseits gilt

(@0 +h) = (o) = f(xo+ hyo+ k) = f(@0 + h,yo) = (@0, Yo + k) + f(@o,Yo)
= (Yo + k) —(yo) -

Hieraus folgt mit (12) und (13)

0% f o*f

m(m’ y2) = g0 (z1,91) -

Wir lassen nun (h,k) — (0,0), dann konvergieren auch (z1,y1) — (@0, ¥y,) und

(2,92) = (To,Yo)-

Da nun die zweifachen partiellen Ableitungen 1 und 2L als stetig vorausgesetzt

(14)

0xdy Oyox
waren, folgt aus (14) die Identitét
P o) = 2L )
axay 0> yO - ayax 0> yO N

O

Eine einfaches Beispiel fiir partielle Differenzierbarkeit, bei der die partiellen Ab-
leitungen nicht stetig sind, ist

1, falls =0
FRESR, flay) =4 0 T
0, falls xy #0.
VIL.1.12. KOROLLAR (Satz von H.A. Schwarz). Sei U C R" offen und f: U — R.
Falls alle partiellen Ableitungen der Ordnung < k existieren und auf U stetig sind,
ﬁ € COU,R), f.a.i1,... i € {1,...,n}, 1 <r <k, so sind sie unabhingig
von der Rethenfolge des partiellen Differenzierens,

a"f a"f
ozt ... Oxir  Qzo(r) . 9golir) Ja. 0 €5
Der Beweis folgt durch Induktion nach k aus Satz VII.1.11
Ein wichtiges, praktikables Kriterium fiir die Differenzierbarkeit einfach vektorwer-
tiger Funktionen in endlich vielen Variablen ergibt sich aus der stetigen partiellen

Differenzierbarkeit.
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VII.1.13. SATZ (hinreichende Bedingung fiir Differenzierbarkeit). Sei U C R™ offen,
r, €U, f:U — R™, f = (f*, ..., f™). Falls alle partiellen Ableitungen aller
Koordinatenfunktionen ng;, i=1,...,m, j=1,...,n, in U existieren und in x,
stetig sind, dann ist [ auch differenzierbar in x,.

BEWEIS. Da eine vektorwertige Funktion f: U — R™ genau dann differenzier-
bar ist, wenn alle ihre Koordinatenfunktion differenzierbar sind (das folgt aus der
Definition zusammen mit dem Satz VI1.3.6), kénnen wir ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit annehmen, dafl m = 1. Auflerdem fithren wir der einfacheren Notation
halber den Beweis nur fiir n = 2, der allgemeine Fall verlduft vollkommen analog.
Somit betrachten wir U C R2 offen, (z,,4y,) € U und nehmen an, daf} die parti-
ellen Ableitungen % und g—f in U existieren und bei (z,,y,) stetig sind. Aus der
Offenheit von U folgt dafl wir uns auf eine Rechteckumgebung der Kantenldnge 2¢
einschrinken kénnen,

Q: {(:r,y) E}R2||'JJ*5E0| <e ‘yfyo‘ <€} cvU.
Seien nun h, k € R fest mit |h|, |k| < €, also
(2,0,40 + k), (2o + hyyo + k) €Q.

Da y — f(z,,y) nach Voraussetzung zwischen y, und y, + k differenzierbar ist,
folgt aus dem Mittelwertsatz die Existenz von s,t € (0,1) so daf§

f(xovyo + k) - f(xoayo) =k- ?}5 (9007:% + tk‘)
=k- %(xoayo)

+ k- (ay (o, Yo + tk) — 8y (wo,yo)), und

f(@o+hyo + k) = f(20,y0 + k) = h'Ff(xo+5hayo+k)
- h%( oayo>
(8 (xo + sh,y, + k) — (mo,yo)).

Somit erhalten wir
ot oo + 1) = 1(@oe) = TG (1) + a(hF).
mit
g(h, k) = k- (3L (20, yo + k) — G (w0, yo)) + b+ (5 (w0 + sh,yo + k) — 3L (0, 90)) -

Es bleibt zu zeigen, daf lim, xy—(0,0) ﬁ = 0. Ohne Beschriankung der Allge-

meinheit kénnen wir annehmen, dafl die Einheitsvektoren in der Norm || . || auf R?
Einheitsldnge haben, also |h| = ||(h,0)]| < ||(h, E)|l, |k] < ||(h, k)||. Daher gilt
h, k
‘”g((h k))’ < |G @or yo +th) = 5L (w0, 90)| + | 5L (@0 + 5hy Yo + k) — FE (0, 90)|

— 0 fir h,k— 0.
Daraus folgt die Differenzierbarkeit von f in (z,, yo)- O

Zusammenfassend sehen wir also fiir Abbildungen R™ C U L rm
f stetig partiell diff’'bar z f diff’bar ?:Z f partiell diff’bar .

VII.1.14. DEFINITION.
Eine Abbildung f: X D U — Y zwischen normierten Vektorrdumen heifit diffe-
renzierbar, wenn sie in jedem Punkt z, € U differenzierbar ist.
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Wenn f differenzierbar ist, so erhalten wir durch das Differential eine Abbildung
Df:U — L(X,Y), x+— Df(x),
also in den normierten Vektorraum (£(X,Y), |- ||op)-

VIIL.1.15. DEFINITION.
Die Abbildung f: X D U — Y heifit stetig differenzierbar, wenn f differenzier-
bar ist, und Df: U — L(X,Y) stetig. f heifit zweimal differenzierbar, wenn f
stetig differenzierbar ist und Df: U — L(X,Y) wiederum differenzierbar. Somit
definierten wir rekursiv, was es bedeutet, dafl f k-mal stetig differenzierbar ist. Die
Menge der k-mal stetig differenzierbaren Abbildungen f: X D U — Y wird mit
C*(U,Y) bezeichnet.

Seien X und Y zwei normierte Vektorrdume, dann gibt es eine kanonische Identi-
fizierung von £(X, £(X,Y)) mit den bilinearen Abbildungen £ (X,Y) := £L(X x
X,Y),

i LIX,L(X,Y)) = LOXY), S(L)w,a'] = L]l
Sei nun f: X D U — Y eine k-mal differenzierbare Abbildung. Dann kénnen wir
das Differential k-ter Ordnung

D®¥)(z,) = D(...D(Df).. ) (x,) € L(X,L(X,...,L(X,Y))...)

mit einer k-fach multilinearen Abbildung D) (z,) € L*F)(X,Y) = L(X x...xX,Y)

identifizieren.

In dem Spezialfall X = R", Y = R™ werden k-fach multilineare Abbildungen

L € LR R™) = L(R® x ... x R",R™) auch als Tensoren bezeichnet und

beziiglich den kanonischen Basen durch mehrdimensionale Matrizen dargestellt,
L= (L]

21...ik-) 1<j<m
1<41,..., i < n

Diese Matrizen sind im Falle des Differentials k-ter Ordnung genau durch die partiel-
len Ableitungen k-ter Ordnung gegeben. D) f(z,) € £F)(R™, R™) wird dargestellt

durch die k + 1-dimensionale m x n x ... X n-Matrix
or fi
(83@“ ... Oz (x0)>

Aufgrund von Satz VII.1.13 konnen wir also die k-mal stetig differenzierbaren Ab-
bildungen f: R™ D U — R™ folgendermaflen identifizieren:

VIL.1.16. KOROLLAR. [ ist k-mal stetig differenzierbar, wenn alle partielle Ableitungen bis

zur k-ten Ordnung 8:ci(?l.€f] j=1,...,m,i1,...,4 € {1,...,n}, 1 < r <k,

..Oxtr?
ezistieren und in U stetig sind.

VII.1.17. DEFINITION.
C>®(U,Y) fur U C R™ ist der Vektorraum aller Abbildungen f: U — Y de-
ren sdmtliche partiellen Ableitungen ,ILJ(;% existieren und stetig sind, 1 <
i1,-..,0 < n, k € N. Diese Abbildungen heiflen glatt auf U.

VIIL.1.1. Laplace-Operator. Als Beispiel zum Rechnen mit mehrfachen par-
tiellen Ableitungen betrachten wir den Laplace-Operator in kartesischen Koordina-
ten auf dem R™.

Sei f € C?(U), U C R" offen. Dann heif}t

2 2
PN |
Oxy 0x2
der Laplace-Operator (in kartesischen Koordinaten). Hier ist z = (x1,...,z,) € R™.

Betrachten wir zum Beispiel
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o U=R"\{0}, f(z1,...,2n) =7, 7= /22 + ...+ 22. Dann ist f beliebig

oft partiell differenzierbar auf U, also glatt. Wir berechnen

of i
ox; r’
an B 82]0 _i(ﬁmi S 7)
Or;0x;  Ox;0x;  r?\Ox; ’
Ox; 1, 1=y,
= 05 = . .
0 0, i#j
0 f 1 x? r? — a?
92 ~ 2 =
1
Af =(n-1)-.
=1
e U wie vorher, f(z1,...,2z,) = +. Dann folgt
of T
oz, 3’
0% f 1,
0z;0x; - _r?(él‘]r — 3ziz;),
ﬁ _ 3;1012—7“2
ox? r5
1

VII.2. Regeln fiir das Differential

VIIL.2.1. SATZ. (a) Sei f: X =Y eine konstante Abbildung. Dann ist [ differenzierbar
und Df = 0.

(b) Sei f € L(X,Y) eine lineare Abbildung, dann ist f differenzierbar und
das Differential Df(x) = Df(0) ist unabhingig von x € X und gegeben
durch

Df(0)[v]=f(v) fa veX.

(c) Seien f,g: X DU —Y differenzierbar in x,. Dann ist auch f + g diffe-
renzierbar in x, und D(f + g)(z,)[v] = Df(x,)[v]+ Dg(x,)[v]. Fir A € R
ist dann auch \f differenzierbar in x, mit D(Af)(x,)[v] = ADf(z,)[v],
veX.

Der Beweis ist eine leichte Ubung. Aussage (c) bedeutet, daB die Differentiation fiir
[ XDU—=Y,
D: CHU,Y) — CF (U, L(X,Y))

ein lineare Operator ist.

VIL.2.2. SATZ (Kettenregel). Seien U C X und V C Y jeweils offene Teilmengen normier-
ter Vektorriume, Z ein normierter Vektorraum und f: U — Y, g: V — Z Abbil-
dungen mit f(U) C V. Falls f in x, € U differenzierbar ist und g in y, = f(z,),
so ist die Komposition g o f differenzierbar in x, und

D(go f)(wo) = Dy(yo) o Df(z0) € L(X,Z).

In den endlich-dimensionalen Féllen X = RP, Y = R", Z = R™, (z!,...,2P) —
(Fr (@), .o, fM(2), (Y. 9™ — (61 (y),...,9™(y)), berechnet sich die Jakobi-
Matriz J(go f)(z,) € M(m X p,R) aus der Matriz-Multiplikation von J(g)(y,) €



VIL.2. REGELN FUR DAS DIFFERENTIAL 65

M(m x n,R) und Jf(z,) € M(n x p,R),

a(g'of) (g of) o9 .. 09g aft oft
Ozl e P oyl oym oz T Bap
dgmof) ... O™ 0g" . og" oft .. of
Oxl OxP oyt oy™ ozt OxP
VIIL.2.3. BEMERKUNG. e Der Spezialfall m = 1 driickt sich folgendermafien aus:
0 0 ,
250D = o (9051 @' sam) o @ a)))
dg ny Of7
:Zé}i Lo ékcl( Lo aP).

e In dem Spezialfall p = 1 und m = 1 bezeichnen wir f: R D U — R"™ als
einen Weg und wir erhalten die Kettenregel in der Form

d d dg Of
lgod) = 5 (ol @) (@) za;,g;.

dz T

e Es empfiehlt sich in allen Fillen die selbe Notation fiir die Koordinaten-
funktionen von f wir fiir die Variablen von g zu verwenden also

flzt . 2P) = (.. 2™,y (et aP)).

Dadurch erscheinen die Formeldarstellungen der Kettenregel suggestiv in
Form einer ” Variablen-Kiirzung”,

g o f) _ N~ 09" 0y
oz’ _Z 2

VII.2.4. DEFINITION.
Sei v: I = (a,b) — R"™ ein differenzierbarer Weg, dann identifizieren wir das Diffe-

rential Dvy(t) im Punkt ¢ € (a,b) mit dem Ableitungsvektor

31) = SAl) = (A0, (1)) € BT

aus den Ableitungen der n Koordinatenfunktionen. Der Vektor (¢) € R™ heifit
Tangentialvektor an v in v(t). Das Differential Dy(¢) € L(R,R™) wird ausge-
driickt durch
Dy(®)[h] = h-4(t), heR.
VIL.2.5. BEISPIEL.
Sei f: (a,b) — R gegeben durch

2

flz) = /I h(zx,t)dt,

mit einer stetig differenzierbaren Funktion h: (a,b) x (a,b?) — R. Dann gilt

* Oh
. Ozt

Dies sieht man folgendermaflen: Sei g die Funktion in zwei Variablen, g(y1,y2) =
L2 h(y1,t)dt. Dann berechnen wir die partiellen Ableitungen zu

dg Y2 Oh g

== = J)dt, ==
o o On By oY) 0y

f'(z) = 2z - h(z,2%) + T (x, )dt .

= h(y1,92) .
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Mit y(x) = (2, 2?) erhalten wir f(z) = (g o ~y(z)) und nach der Kettenregel
dg dg

/ P —_—
f (ZL') - ayl 71 + ayQ V2

= oh
= /a o, —(x,t)dt + h(z,2?) - 2z.

BEWEIS DER KETTENREGEL VII.2.2. Da f bei z, differenzierbar ist, gilt

(15)  F(@) = F(20) + Df o)l — o) + Rylwoya) mit tim “LTe?)

a0 ||z — |

— O’
und analog fiir g differenzierbar bei y,,

(16)  9(y) = 9(yo) + Dg(yo)ly — yo] + Ry(yory) mit  lim M -

Somit ergibt sich fiir x € U,

9(£(@)) = 9(yo) + Dg(yo) [f(x) — f(w0)] + Ry(yo, f(2))
9(f (o)) + Dg(yo) [Df(x0)[x — xo] + Ry(20,2)] + Ry(yo, f())
(90 f)(@o) + (Dg(yo) © Df(x0))[x — wo] + Ri(wo, ) + Ra(zo, ) ,

wobel Rj(x,,x) = Dg(yo)[Rf(xo,m)} und Ro(xo,x) = Ry(Yo, f(z)). Wir wissen,
da8 wegen (15)

Ri(xo, )
|z — 2|

Ry(zo, )
|z — 2|

= Dg(y,) |:
Es bleibt also die Grenzwertuntersuchung von

Ry (yo,f(x x Zo
Rorow) _ [ppeeficy - R, falls f(2) # f(o),
|z — | 0, sonst.

] —0 fir z— z,.

Da f bei z, stetig ist, folgt lim,_,, % = 0 aus (16). Also geniigt es zu

zeigen, daf lim, ., W existiert. Dies folgt wegen (15) aus

1/ () = flo)ll _ [[Df(wo)lw — o] + Ry (20, 2)|

[ [

Rf(xm m)
lz — 2o -

O

< 1D f(@o)llop +

VII.3. Gradienten, Graphen und Tangentialriume

VIL.3.1. DEFINITION.
Sei U C R"™ offen und f: U — R reellwertig und differenzierbar in U. Dann ist der
(kartesische) Gradient von f in 1z, definiert durch

Vo) = grad (o) o= (oo ) ) € R

Sei (-, -) das Standardskalarprodukt auf R™, dann gilt

VIL.3.2. LEMMA. Ist f differenzierbar in x,, so erfillt das Differential D f(x,) € Hom(R",R)
die Identitdit

Df(zo)[v] = 0uf(xo) = (Vf(20),v) fa. veR"\{0}.
BEWEIS. Folgt direkt aus der Definition. O

VIL.3.3. SaTz. Sei f differenzierbar in x,, dann gilt:
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(a) Vf(z,) =0 genau dann wenn gfl (,) =0 fa.i=1,...,n, genau dann
wenn D f(x,) = 0.
() |0uf(2o)| < IV f(xo)ll2 fiir alle Einheitsvektoren v € S", d.h. ||v]lz =
1.
(¢) Falls Vf(z,) #0undv = %, s0 ist die Richtungsableitung 0, f (x,) =
IV £ (o)ll2-
Die Aussagen (b) und (c) bedeuten, dafl der Gradient in die Richtung des stirksten
Anstiegs von f zeigt.

BEWEIS. (a)ist trivial und (b) und (c) folgen aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
|00 f(zo)| = [(VF(0),0)] < [V f(zo)ll2- [lv]l2-
O
Sei U C R™ offen und f: U — R differenzierbar. Sei v: R D I — U eine differen-
zierbare Kurve, welche die Differentialgleichung
() = V(@) fa. tel

erfiillt. Eine solche Kurve heifit GradientenfluSkurve. Es gilt fiir den infinitesi-
malen Anstieg von f entlang einer solchen Kurve

%(f(v(t))) = df (7(1) -4(t) = (VD). VD)) = [V D)5

Also ist f entlang der Gradientenflufkurve monoton steigend und genau dann kon-
stant, wenn 7(t) konstant in einem kritischen Punkt von f liegt, d.h. Vf(7(¢)) =
0.

VII.3.4. DEFINITION.
Sei wieder U C R"™ offen und f: U — R reellwertig und differenzierbar. Dann heifit

Ne(f) ={z€eU|f(x)=c}, ceR
die Niveaumenge von f zum Niveau c.
VIIL.3.5. BEISPIEL. o 1R =R, f(z,y,2) = 22 + y? — 22, dann ist
No(f) = {(a:,y,z) | 2% = 22 + o> } = Kegel,
N (f) = { (z,y,2) |22 +9y*> =22 + 1 } = einschaliger Hyperboloid,
N_1(f) = {(z,y,2)| 2> =2 + y* + 1} = zweischaliger Hyperboloid.
o f:R? =R, f(x,y) = xy. N.(f) sind fiir alle ¢ # 0 Hyperbeln, fiir ¢ = 0
das Achsenkreuz.

Betrachte nun wieder eine reellwertige, differenzierbare Funktion f: R™ D U — R,
einen Punkt in der Niveaumenge z, € N.(f) so dafl Vf(z,) # 0. Sei des weiteren
v: (—€,€) — U ein differenzierbarer Weg mit v(0) = z, und f(y(t)) = c f.a. [t| <,
also v verlduft innerhalb der Niveaumenge N.(f).

VII.3.6. DEFINITION.
Falls V f(z,) # 0, so heifit

Tyo,Ne(f) := {7(0) € R™|y: (—€,€) — U diff'bar , f(y(t)) =cfa. [t|<e}
der Tangentialraum an die Niveaumenge N.(f) in z,. Ein Element v €

T.,N:(f) heifit Tangentialvektor.

VIL3.7. SATz. Seien f: U — R und x, € U wie oben mit V f(x,) # 0. Dann ist T, N.(f)
ein (n — 1)-dimensionaler Untervektorraum von R™ und der Gradient V f(x,) steht
senkrecht zu Ty, N.(f),

(Vf(zo),v) =0 fa veT, N(f).
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Umgekehrt gilt:
L T
Tp,Ne(f) = (R-Vf(z,))” = {veR"|[(v,Vf(z,)) =0}.
BEWEIS. “T, N.(f) € (R- Vf(xo))L”: Sei v: (—€,€) — U ein differenzierba-
rer Weg innerhalb N.(f) mit v(0) = 2, Dann gilt

0= "2 (F21) = (VI (1), 4(1),

also 4(0) L Vf(z,).
“(R- Vf(xo))L C Ty, N.(f)”: Diese Richtung ist etwas subtiler zu beweisen und
benétigt das Argument des Theorems iiber Implizite Funktionen, welches wir erst

etwas spéter kennenlernen werden, siehe VII.5.2. Der Beweis wird in VII.5 nachge-
liefert. U

VIIL.3.8. BEMERKUNG.
Es gilt immer, daB (R - Vf(xo))L = ker Df(xz,) C R™ ein (n — 1)-dimensionaler
Untervektorraum ist, falls V f(z,) # 0. Der vorige Satz identifiziert diesen Raum
mit dem Tangentialraum.

VIL.3.9. BEISPIEL.
Sei f: M(n x n,R) — R gegeben durch f(A) = det A und N;(f) = SL(n,R), die
Gruppe der speziellen linearen Transformationen. Die Linearisierung der Determi-
nante in der Identitét ist durch den Spur-Operator gegeben, D f(1)[B] = spur B,
also folgt aus Df(1)[1] =n # 0, daBl Vf(1) # 0 mit 1 € Ny(f). Somit erhalten wir
die Darstellung des Tangentialraumes an der Identitdt 1 € SL(n,R) durch

sl(n,R) := T1SL(n,R) = kerDf(1) = {spurfreie (n x n) — Matrizen } .

Neben den Niveaumenge ist eine weitere wichtige Klasse von nichtlinearen Teilmen-
gen von R" die der Graphen von Funktionen. Sei wieder U C R"™ und f: U — R
differenzierbar. Dann definieren wir den Graph von f durch

graph f = {(xl,...,x”m”"’l) eR"™ (2t ..., 2") € U, 2! zf(xl,...gr”)}.

Diese Menge graph f ist die Niveaumenge zu F: U x R — R, F(x!,... 2"t!) =
"t — f(xl, ..., 2"), also graph = No(F). Es gilt

VE(',...,a"™) = (=Vf(2',...,2"),1) #0 fa. &= (z',...,2""") e No(F).

Somit erhalten wir den Tangentialraum an den Graphen im Punkt & in der Dar-

stellung
Tegraph f = { (v',..., 0" e R* [T —(Vf(2!, ... 2"), (v',...,0")) =0}
of of of
:span{(l,O,...,O,@), (0’1’0""’0’@""’(O""’O’l’a?)}'

Im Spezialfall Vf(z!... 2") = 0 ergibt sich dann
T(m17.._7$n7f(.__)) graphf = R" % {0} .

VII.4. Umkehrsatz

VIL.4.1. SATZ (Banachscher Fixpunktsatz). Sei(X,d) ein vollstindiger, metrischer Raum
und F': X — X eine Kontraktionsabbildung, d.h.

d(F(z),F(y)) < L-d(z,y) fa z,y€ X, mit L<1.
Dann gilt: Es existiert ein eindeutiger Fizpunkt £ € X, d.h. F(§) =&.
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BEWEIS. Findeutigkeit: Angenommen, es existieren £, £’ € X mit F(§) = £ und
F(¢') =¢'. Dann gilt
d(§,€) = d(F(§), F(¢)) < L-d(&,€).
Daraus folgt wegen 0 < L < 1

(1-L)-d&€)<0 = ¢=¢.

Euxistenz: Die Idee besteht darin, durch eine rekursive Anwendung von F' eine Folge
in X zu konstruieren, die gegen einen Fixpunkt konvergiert. Sei x, € X beliebig.
Dann definieren wir rekursiv

(Zn)nen € XN durch x, = F(zp-1), n € N.
Schritt 1: () ist eine Cauchy-Folge.
Bew.:
ATyt Tn) < d(@ptks Trik—1) + -+ d(Tnt1,2n)
< (LF '+ L2 4 4+ Dd(ng, )
k n
- %d(%“’xn) = 1{ L
Schritt 2: Da (X, d) vollsténdig ist, konvergiert die Folge (z,). Sei ¢ = lim x,,. Dann
folgt aus der Stetigkeit von F'
F(¢) = limF(z,) = limz,41 = €.

Also ist £ ein Fixpunkt von F'. O

d(z1,2,) — 0.

VII.4.2. DEFINITION.
Es seien X und Y normierte Vektorrdume und U C X und V C Y offene Teil-
mengen. Dann heifit eine Abbildung f: U — V ein Diffeomorphismus, wenn f
bijektiv ist, f differenzierbar in U und f~! differenzierbar in V ist.
Offenbar ist jeder Diffeomorphismus ein Homéomorphismus, aber die Umkehrung
ist falsch. Betrachte zum Beispiel den Homéomorphismus

fR—=R, f(z)=2a3.

Die Umkehrabbildung f~1(z) = sgn(x){/|x| ist in 0 nicht differenzierbar. Daf
dieses Beispiel charakteristisch fiir das einzige Hindernis zur Umkehrung ist, sieht
man im folgenden

VIL4.3. SATZ. Seien U C X, V C Y wie oben und f: U — V ein Homdomorphismus
und differenzierbar in x, € U. Dann ist f~1 genau dann in y, = f(x,) € V
differenzierbar, wenn das Differential Df(x,) € L(X,Y) invertierbar ist und die
Inverse ebenfalls stetig. In diesem Fall gilt dann

D(f )(yo) = (Df (o))" € LY, X).

BEWEIS. Daf} die stetige Invertierbarkeit eine notwendige Bedingung ist, folgt
aus der Kettenregel,

id = D(id)(yo) = Df(o) o D(f~)(yo)-

Wir nehmen nun umgekehrt an, dass Df(z,) € L(X,Y) stetig invertierbar ist.
Durch die Transformation

fN(ZL') = Df(xo)il(f(xo + x) - f(xo))

erreichen wir, da§ wir =, = y, = 0 und D f(x,) = id annehmen kénnen.
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Also bedeutet die Differenzierbarkeit von f in 0

(17) f(z) = z+ R(x) mit lim Ra) _ 0.

w=0 [z

Das bedeutet fiir die als stetig angenommene Umkehrabbildung y = f~!(y) +
R(f~(y)), also

f' ) = y+R(y) mit Ry)=-R(f'(y)).

Zu zeigen ist demnach lim,_q % = 0. Wegen (17) und aufgrund der Homdomorphie-

Eigenschaft von f finden wir r,0 > 0 mit
1 _
IR@) < Slell fa el <r wnd (f 7 )] <7 fa [yl <6,
Das liefert ||R(y)|| < $If 7 ()]l fiir alle [jy|| < &, und wir erhalten
_ ~ 1, .-
7@ = lly + R < Nyl + 5177 @l fa flyll <9

Durch Umstellung ergibt sich daraus
177 @)l < 20yl fa. flyll <6

und hiermit

B RGO IR
Wl =2l 2 Tl

denn das ist dquivalent zu = — 0. O

— 0 fir y—0,

VIL.4.4. KOROLLAR. Sei f: X DU — V CY ein stetig differenzierbarer Homdomorphismus
wie oben, und sei Df(x) fiir alle x € U ein Isomorphismus. Dann ist auch f~*
stetig differenzierbar.

BEWEIS. Nach Satz VIL.4.3 ist f~! in allen y € V differenzierbar. Bleibt zu
zeigen, daB8 D(f~1)(y) auch stetig von y abhingt. Dies folgt aus der Formel

D) = (DI W)

Zusammen mit dem Sachverhalt, da8 die Inversions-Operation A — A~! auf der
offenen Teilmenge der Banach-Algebra £(X, X) der stetig linearen und invertier-
baren Operatoren gemifl VI.6.4 (b) eine stetige Abbildung ist, folgt die Stetigkeit
von y > D(f~1)(y). O

Seinun U C X und f € CY(U,Y) wie bisher und K C U eine kompakte und konvexe
Teilmenge, d.h. fiir alle z,y € K gilt auch  + t(y — z) € K fiir alle ¢ € [0,1]. Dann
gilt

VIL.4.5. LEMMA. Fir alle xz,y € K ist
(@) = F)l < IDfllx - llz =yl
mit [[Df||x = maxzex || Df(2)llop-

Beachte, dafi das Supremum von ||D f(z)|| fiir + € K wegen der Kompaktheit und
der Stetigkeit von D f(z) als Maximum angenommen wird.

BEWEIS. Sei v(t) =y +t(z — y), t € [0, 1], die Strecke von y nach = innerhalb
K. Dann betrachte wir zu € > 0 die Funktion

Fe: [0,1] =R, F(t) = [|[f(v(t) = f)|| = t(IDfllx + €)llz — yll-
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Wir behaupten, dafl F.(1) < 0 fiir alle € > 0 gilt. Angenommen wir haben F, > 0,
dann folgt wegen F.(0) = 0 aus der Stetigkeit von F

Vee (0,F(1) 3t, € (0,1 mit Fo(ty) =cund F.(t) >c fa. t,<t<1.
Also gilt
FE(t) — FE(tO)

>0 fa. t,<t<l1.
t—t,

p(t) =
Andererseits haben wir
Fe(t) = Feto) = ||F(v(@®) = fF)|| = [IF(v(to)) = FW)]| — (¢ — o) (IDfllxc +€) [l — o
< lF (@) = )] = (= to)(IDfllx + €)llz =yl
Daraus folgt

) el < |[LOOIOED] ot gl
Aus
i L0 ZLOCD] bty eyie = ) < 105l =

und (18) folgt dann
p(t) <0 fir t—1t, >0 klein genug ,
im Widerspruch zur Annahme. Also gilt

1f(@) = fWIl < (IDflx +e)lle =yl fa. e>0.
Daraus folgt die Behauptung. ([

Nun haben wir alle Vorbereitungen abgeschlossen, um den zentralen Umkehrsatz
beweisen zu kénnen.

VIL4.6. THEOREM (Umbkehrsatz). Seien X undY normierte Vektorrdume und X vollstindig,
also ein Banachraum. Sei U C X offen und ® € CY(U,Y) eine stetig differenzier-
bare Abbildung. Wenn das Differential D®(z,) € L(X,Y) in einem Punkt x, € U
stetig invertierbar ist, so existieren Umgebungen U,(z,) C U und V(®(z,)) C Y,
so dajf$ die Restriktion
Dy, Up(,) — V(2(20))

ein Diffeomorphismus ist, d.h. ® ist in x, ein lokaler Diffeomorphismus.

BEWEIS. Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dal X =Y, z, = 0,
®(x,) =0 und DP(x,) = id, denn wir kénnen & durch

D(z) = DP(z,) H(P(x0 + 7) — D(,))

ersetzen und die Aussage des Theorems fiir den Spezialfall ® impliziert dann den
allgemeinen Fall.

Schritt 1: Zunéchst zeigen wir die lokale Invertierbarkeit der Abbildung @, d.h. wir
zeigen: Fiir alle y nahe bei 0 existiert ein eindeutiges « nahe bei 0, so dal ®(z) = y.
Hierbei verwenden wir die Methode des Fixpunktprinzips. Sei

0 U—=X, pylz)=y+a—2(x) fir yeX.
Also gilt
D)=y & @)=z
Wir zeigen, daf fiir y in einer hinreichend klein gewihlten Umgebung von 0 eine
abgeschlossene Teilmenge B C X existiert, so da8 ¢, (B) C B und

!/ 1 /
ey (@) =@y (@I < Sllz =2l
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d.h. ¢, p ist eine Kontraktionsabbildung, und B ist ein vollstindiger metrischer
Raum, so dafl der Banachsche Fixpunktsatz VII.4.1 anwendbar ist.

Da z +— D®(z) stetig ist und D®(0) = id, existiert ein » > 0 so dafi By,(0) C U
und

Hid—D(I)(x)Hop < % fa. x € By, (0).

Da Dy, (z) = id —D®(z) figt || Dy (z)|op < 3 fiir alle |lz]| < 2r. Somit folgt aus
Lemma VII.4.5

1
(19) Hgoy(m) — wy(x’)H < §Hx —2'|| fa. z,2’ € By, (0).
AufBlerdem gilt

1
ley@I < ey (@) = @y O +llyll < Sllall + Iyl < 2 £a. el <2r, y] <7

Also gilt: ¢, (Ba-(0)) C Bar(0) fiir alle ||y|| < r und ¢, (o) ist eine Kontraktions-
abbildung mit Kontraktionsfaktor %

Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt nun die Existenz einer Abbildung

U: B,(0) — Bs,.(0), mit ®oT(y)=y.

Schritt 2: Wir behaupten, dafl ¥ stetig ist.
Bew.: Seien x; = ¥(y;), ¢ = 1,2. Also haben wir

U(y1) — U(y2) = 1 — 22 = @o(21) — po(z2) + P(z1) — P(22).
Hieraus folgt mittels (19)

1
lz2 = a1l < Fllzz — @]l + [|2(22) — ()]

und somit

19(y2) = ¥yl = llwz — 1l < 2lly2 —wll-
Schritt 3: Sei nun U, = ®~!(B,(0)) N B2, (0). Da aufgrund von VI.6.4 (b) die Menge
der invertierbaren stetig linearen Operatoren offen in £(X, X) ist und z — D®(x)
stetig, gibt es ein r > 0 hinreichend klein, so dal D®(z) fiir alle x € U, ein
Isomorphismus ist. Damit kénnen wir Satz VIL.4.3 auf @y, : U, — ®(U,) anwenden

und erhalten den behaupteten Diffeomorphismus.
O

VIL.4.7. BEISPIEL.
Betrachte die Abbildung f: R? — R2, f(x,y) = (e® cosy, e®siny). Daraus ergibt
sich fiir das Differential
_ (e%cosy —e¥siny
Jf(x7y) - (eajsiny ewCOSy)7
also
det Jf(z,y) =e* #0 fa. (z,9) € R?.

Nach dem Umkehrsatz ist also f in allen Punkten ein lokaler Diffeomorphismus.
Beachte jedoch, daf f selbst nicht injektiv ist, also kein globaler Diffeomorphismus!

Eine typische Anwendung des Umkehrsatzes ist

VIL.4.8. SATZ (Offenheitssatz). Seien X,Y wollstindige normierte Vektorriume, U C X
offen und ® € CY(U,Y) mit D®(x) stetig invertierbar in allen x € U. Dann ist
auch das Bild ®(U) offen in Y.

BEWEIS. Geméf dem Umkehrsatz ist ® in allen x, € U ein lokaler Diffeomor-
phismus. Daraus folgt insbesondere, da§ jeder Punkt ®(x,) eine Umgebung in Y
besitzt, die noch ganz zu ®(U) gehort. Also ist das Bild offen. O
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VIL.4.9. SaTz (Diffeomorphiesatz). Seien ®: X D U — Y wie in Satz VII.4.8 und zudem
® auch injektiv. Dann ist
:U—-V:=0U)CY
ein Diffeomorphismus.
BeEwEIs. Nach Konstruktion und Voraussetzung ist ®: U — V bijektiv und
fiir jede offene Menge U’ C U ist ®(U’) C V gemifl Satz VII.4.8 ebenfalls of-

fen. Das bedeutet aber gerade, da8 U := ®~1: V — U stetig ist. Also ist ® ein
Homdoomorphismus. Darauf ist aber nun wiederum Satz VII.4.3 anwendbar und die

Behauptung folgt. (|
Eine der wichtigsten Anwendungen in der mehrdimensionalen Analysis ist der Satz
iiber
VII.5. Implizite Funktionen
VIL5.1. BEISPIEL. (1) Betrachte die Gleichung in 3 Variablen

24yt 22 =1,

Die geometrische Sicht hierauf bedeutet, die Losungsmenge als eine lokal
parametrisierbare zwei-dimensionale Fliche im R3 zu beschreiben. Eine
algebraische Sicht hierzu besteht darin, die Gleichung nach 1 Variablen
aufzulGsen, z.B.

z=z(z,y) =tV/1—2%—y2.

Das +-Zeichen verdeutlicht die fehlende Eindeutigkeit einer solchen Auflésung.
(2) Betrachte nun die Menge von orthogonalen n x n-Matrizen

On,R) ={AeM(mnxnR)|A AT =1},
als Losungsmenge { A| F'(A) =1} bzgl. der Abbildung
F:M(nxnR)— SnR) ={AcMnxnR)|A=AT},

A A-AT
Hier ist nun das Ziel, O(n,R) als lokal parametrisierbares Objekt durch
dim O(n)-viele Variablen zu beschreiben, mit dim O(n) = n? — @ =

n(n—1)

2
(3) Wir betrachten nun ein System aus ¢ Gleichungen in n = p + ¢ reellen
Variablen. Wir erwarten hier also p Freiheitsgrade.

Fy(zt, ..., 2Pyt .. ,y7) =0,
(20) :
Fy(xt,....aP gt y7) =0.
Das Problem besteht nun darin, (20) so nach (y!,...,y?) aufzulésen dafl
y = y(z) Funktionen in z!,..., 2P sind,
yi:fi(xlw--vmp)a 1= 1a-~-7q7
d.h. wir suchen Funktionen fi,..., f, in z',..., 2P, so daf} (20) erfiillt ist,
Fi(z, fi(z),..., f,(x)) =0 fa. j=1,...,¢,z=(z",...,2P).

Die gesuchten Funktionen fi,..., f; heilen dann die impliziten Funk-
tionen.
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Diese Theorie lésst sich wieder in einem recht allgemeinen Kontext von Banachrdumen
behandeln, d.h. also auch fiir unendlich-dimensionale Rdume.
Es seien X, Y, Z drei Banachfaume,

UcCXxY offen,und F:U—Z

mindestens einmal stetig differenzierbar.
Wir definieren die partiellen Differentiale in (z,y) € U,

DxF(z,y) € L(X,Z) definiert durch
DxF(z,y)[h] = DF(z,y)[(h,0)] fa. he€ X,
Dy F(z,y) € L(Y,Z) definiert durch
DyF(z,y)[k] = DF(z,y)[(0,k)] fa. keY.

Wir haben nun folgendes

VIL5.2. THEOREM (Satz iiber Implizite Funktionen). Sei
(ZoyYo) €U mit F(xo,y,) =0

und Dy F(2,,Yy0) € L(Y,Z) sei ein stetig linearer Isomorphismus (also auch ste-
tige Inverse). Dann ezistieren offene Umgebungen U'(z,) C X, U"(y,) C Y und
g: U — U" stetig differenzierbar mit:

(a) U'(xo) x U"(yo) C U,

(b) g(xo) = Yo-
(¢) F(z,g(x)) =0 fir alle x € U'(x,).

Also ist g eine lokal in x, definierte implizite Funktion beziglich der Bedingung
9(%0) = Yo-

Wir rufen uns hierbei in Erinnerung, daf§ im Falle endlich-dimensionaler Vek-
torrdume X,Y,Z die konkreten Normen auf diesen keine Rolle spielen und alle
linearen Abbildungen automatisch auch stetig sind.
Der Beweis von VII.5.2 wird nun auf den Umkehrsatz VII.4.6 zuriickgefiihrt. In der
Tat kann man sogar die Aquivalenz dieses Impliziten-Funktionen-Theorems mit
dem Umkehrsatz beweisen. (Ubungsaufgabe!)

BEwEIS. Wir betrachten die Abbildung

P:U — X x Z,
(z,y) = (z,F(z,y)).
Das Differential berechnet sich zu
D®(x,y)[(h,k)] = (h, DxF(x,y)[h] + Dy F(z,y)[k])
Zu gegebenem (a,b) € X x Z lisst sich die Gleichung
(h, DxF[h] + Dy F[k]) = (a,b)
eindeutig auflésen zu h = a und k = (Dy F)~'(b — Dx Fla]). Das bedeutet, daf

D®(z,,y,) ein stetig linearer Isomorphismus ist. Also ist der Umkehrsatz auf @

anwendbar und es existiert eine Umgebung U,(z,,y,) C U sowie eine Umgebung

V(x,,0) C X x Z so daf die Einschrinkung von ® ein Diffeomorphismus ist,
O, U, =V Diffeom.

Die dazu Inverse schreiben wir als

U = (<I)|UO)*1: V —U,,
(&, n) = (& n(Emn),
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wodurch die Abbildung h: X x Z DV — Y definiert wird. Fiir (z,y) € U, gilt nun

(21)

F(z,y) =0 & ®(z,y) = (,0)

< (z,y) = (x,h(:c,()))
< y = h(z,0).

Seien nun U’(x,) und U”(y,) Umgebungen in X bzw. Y so dafl

UxU"cU, und h(z,0)€U" fa z€U’ .

Dann definieren wir g: U" — U"” durch

9(x) := h(z,0)
und erhalten damit die gesuchte implizite Funktion. O
VIL.5.3. BEMERKUNG. (a) Aus (21) folgt, daf fiir U’ klein genug die implizite Funktion

(b)

VIIL.5.4. BEISPIEL.

g: U — U" durch die Bedingung g(z,) = y, eindeutig bestimmt ist.
Falls die vorgegebene Abbildung F' k-mal stetig differenzierbar ist, so ist
auch die implizite Funktion g € C*, k-mal stetig differenzierbar.
(1) Sei F(x,y,2) = 2?4+ y? — 2% — 1. Dann ist die Losungsmenge
{Flz,y,2) =0} = {a" +y* =1+2}

ein einschaliger Hyperboloid. Wir betrachten nun die spezielle Losung
(1,0,0) und berechnen in diesem Punkt die partielle Ableitung 9, F =
2z # 0. Also ist nach dem Satz iiber implizite Funktionen die Gleichung

lokal bei (1,0,0) nach x auflosbar, © = x(y, ). Dies lisst sich in diesem
Fall natiirlich auch explizit durchfiihren,

z=v1+y2—y? fa. (y,2)€B.(0), zB. 0<r<1.
Sei nun
F(z,y) = e™@) 4 22 9y 1 0.
Wir wollen nun lokal in (0,0), welches offenbar eine Losung ist, nach y
auflésen. De Berechnung

9y F = x cos(xy)es™™) — 2. 9,F(0,0) = -2 #0

ergibt, daf dies moglich ist, also die implizite Funktion y = y(z) existiert
nahe bei x = 0. Dies ist nun ein Beispiel, in dem das Auflésen nicht
explizit mit bekannten Formeln méglich ist. Wie bestimmt man aber nun
die implizite Funktion konkret? Zumindest die Taylorreihen-Entwicklung
liisst sich wie folgt bestimmen: Das Ableiten der Gleichung F(z, y(x)) =0
fithrt zu

0. F +0,F -y =0,

was sich nach y’ auflosen ldsst, wenn d,F # 0 gilt, was genau der hin-
reichenden Bedingung fiir das Implizite-Funktionen-Theorem entspricht.
Wir erhalten in dem Beispiel y(0) = 0, y(0) = 3 - 0 = 0. Wenn man (22)
weiter ableitet erhélt man

Oz F + 20,y F - Yy + 0y, F - (y/)z +O,F - y" =0,

welches sich in = 0 wieder nach y” auflosen lisst, usw.
Wir betrachten nun das obige Beispiel der orthogonalen Gruppe O(n, R).
Sei
F: M(nxn,R) — S(n,R), A— A-AT.
Sei auflerdem

An,R) = {Ac M(nxn,R)|A=—-AT}
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1 . . . . . .
der %—dlmenslonale Vektorraum der antisymmetrischen Matrizen. Wir
haben die kanonische Zerlegung in symmetrische und antisymmetrische
Matrizen

1

M(n xn,R) = A(n) ® S(n),

AT T
A»—><A A A—I—A)_

2 2
Wir setzen X = A(n) und Y = Z = S(n) und erhalten bzgl. der Zerlegung
F:XxY =2, F(AS) =(A+8)-(A+5)T.
Das ergibt
F(A,S)=—-A>4+A-S—S5-A+5%.

Man beachte, daf§ die Matrizenmultiplikation A - .S nicht kommutativ ist!
Es gilt nun F'(0,1) = 1, und die Linearisierung ist

DF(A,8)[h,k] = —h-A—A-h
+h-S—S-h
FAk—k-A
+k-S+S-k.

Also ist das partielle Differential
Dy F(0,1)[k] =2k, DyF(0,1) € L(S(n),S(n))

ein Isomorphismus. Somit ist das Implizite-Funktionen-Theorem anwend-
bar, und es existiert eine Abbildung, definiert auf einer Umgebung von
0€ A(n),

g: A(n) DU(0) — S(n), g¢g(0)=1,

so dal g: U(0) — O(n,R) ein Homsomorphismus auf eine Umgebung
von 1 € O(n,R) ist. Die Gruppe der orthogonalen n x n-Matrizen wird
also zumindest in einer Umgebung der Einheitsmatrix durch eine offene
Menge von antisymmetrischen Matrizen parametrisiert. In diesem ober-
flachlichen, vorlaufigen Sinne kénnen wir also von der Dimension w
sprechen. Eine Prézisierung wird erst spiter mit Hilfe der Theorie der
sogenannten Mannigfaltigkeiten erfolgen.

Mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen kénnen wir nun auch den Beweis
der Identifizierung des Tangentialraumes einer Niveaumenge abschliefen.

BEWEIS. der zweiten Hilfte von Satz VII.3.7. Sei f: R™ D U — R eine minde-

stens einmal stetig differenzierbare Funktion, und wir betrachten die Niveaumenge
N.(f) zu dem Wert ¢ € R. Sei 2, € N.(f) mit Vf(z,) # 0.
Das bedeutet, da$ fiir mindestens einen Koordinatenindex ¢ € {1,...,n} die par-
tielle Ableitung g qu (z,) # 0. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (d.h. nach
geeigneter Vertauschung der Koordinatenindices) sei ¢ = n. Damit erfiillt die Funk-
tion

[:R"IXxRDOU—-R
die Voraussetzung fiir die Anwendung des Impliziten-Funktionen-Theorems und wir

erhalten eine offene Umgebung U’ ((m}), .. ,x,’;_l)) C R"! und eine mindestens
einmal stetig differenzierbare Funktion ¢g: U’ — R mit

gz, ..,al ™y =2l und  f(y',....y" gyt 9" ")) =cla yeU’.
Fiir U’ klein genug existiert somit eine Umgebung U” (2") C R so daf§
Ne(f)n (U x U") = graphg.
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Aus der Darstellung des Tangentialraums von T, graph g in VIL.3 folgt nun, dafl
dieser identisch ist mit dem Untervektorraum (R -V f (xo))L C R™. O

VII.6. Taylorformel und lokale Extremwerte

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir die Theorie der Taylorentwicklung auf
Funktionen in mehreren Variablen. Wir schrinken uns allerdings auf den endlich-
dimensionalen Fall ein. Auch hierzu gilt wieder eine entsprechend allgemeinere Ver-
sion auch in dem Banachraum-Kontext.
Sei f: R® D U — R™ eine mindestens k-mal stetig differenzierbare Abbildung.
Dann ist das Differential k-ter Ordnung,

DW f(z) e LH(R" x ... x R",R")

gegeben durch

n n ak ; .
D® f(z)[vy,... 08 = Z Z Wfam“c(x) ol

G vf) €RM G =1,... k. Nach Satz VIL1.12 ist D) f(z) nicht nur
k-multilinear, sondern auch 5ymmetrlsch, d.h.

fiir v; = (v}

D(k)f(x)[vl, co U] = D(k)f(x)[vo(l), oy Ug(ry]  fiir alle Permutationen o € Sy, .

Wir nehmen nun der Einfachheit halber den Spezialfall m = 1 an, und dafl f €
CkY(U,R). Sei x, € U fest und 7 > 0 mit B,.(z,) C U. Sei h € R™ mit ||h| < r,
also z, + h € B,.(x,). Das Ziel ist nun eine Taylorentwicklung fiir f(z, + h) =
f(z,) + ... zu finden, indem wir dies auf die bekannte Theorie in einer reellen
Variablen zuriickfiihren.

Wir betrachten g: [0,1] — R, g(t) = f(x,+th) = f(xl+th!,... a7 +th"). Also ist
g nach der Kettenregel ebenfalls (k+ 1)-mal stetig differenzierbar und die bekannte
Taylorformel ergibt

/ 1, g(k+1)(7_) .
g(1)=9g(0)+g (0)+§g (0)+...+m fiir ein 7€ (0,1).
Also haben wir
k@
_ 3 9" (0) L 1)
f($0+h)—f($o)+221 ’L' + (k+1)'g (T)

Wir berechnen fiir g(t) = f(z, + th),

g (t) = Df(zo+th)[h] = (V[f(xo + th),h) = Z ggﬁ (zo +th) - BY,

=1

7 _ (2) i
g"(t) = DD f(xy+th)[h,h] = Z P za = (2o + th)h'h,

Z]—

g® () = Z o' A (To Hth)R - R
Ozt ... Oxix ° ’

il,... ’Lk 1



78 VII. DIFFERENTIATION IN NOMIERTEN VEKTORRAUMEN

wobei in den mehrfachen partiellen Ableitungen die Reihenfolge keine Rolle spielt,

also
flow o = et S i
(23) Z1, 717‘—
1 n o1y BVt ik
T D Ga g @ TR

015eslpp1=1

fiir ein 7 € (0, 1). In koordinatenfreier Notation haben wir also
1
f(@o+h) = f(wo) + Df(wo)[h] + 5D f (o) h h] +oo

1
+HD(k)f(xo)[h,... h] + m

In dem Spezialfall £k = 2 kénnen wir dies auch folgendermaflen schreiben,

Flo 1) = Flao) + (VF o) ) + 3HT - H (o) -+ of 1],

D(k“)f(a: + 7h)[h,...,h].

(24) Gite o wd
24 (Ox1)? *tt Ozxlozn 9
h
mit Hf(z,) = : : , lim ol ”2) =0.
; ; =0 |[A]|
_o'r _o°f
8151»611 LR (3:6")2

VIIL.6.1. DEFINITION.
Die symmetrische (da f mind. zweimal stetig diff’bar) Matrix H f(z,) heifit die
Hessesche Matrix von f bei z,.
Wir nennen z, € U ein lokales Maximum bzw. Minimum von f, wenn es ein
r > 0 gibt mit B, (x,) C U und

f(z) < baw. > f(z,) fa. z € By(x,).

In beiden Fillen sprechen wir auch von einer lokalen Extremstelle ode Extre-
mum. Das lokale Extremum heif3t isoliert oder strikt, wenn < bzw. > fiir alle
x € Br(z,) \ {x,} gilt. Der Punkt x, € U heifit kritischer Punkt von f, wenn
Vf(x,) existiert und V f(x,) = 0.

VIL.6.2. SATZ. Sei f in x, € U partiell differenzierbar, und x, sei eine lokale Extremstelle
von f. Dann ist x, auch ein kritischer Punkt von f, also Vf(x,) = 0.

BEWEIS. Der Beweis lésst sich leicht auf die bekannte Differentialrechnung in
einer Variablen zuriickfithren. Wir betrachten nédmlich g(t) = f(x, +te;) jeweils fiir
t=1,...,n,t € (—r,r). Dann ist ¢ in einer reellen Variablen bei ¢t = 0 differen-
zierbar und hat dort eine lokale Extremstelle. Daraus folgt ¢'(0) = 0 und dies ist

dquivalent zu aaa{i (z,) = 0. Da dies fiir alle i = 1,...,n gilt, folgt Vf(xz,) =0. O

Wir wiederholen hier noch einmal folgende Begriffe fiir quadratische Formen aus
der Linearen Algebra:

VIL.6.3. DEFINITION.
Sei A € M(n x n,R) eine symmetrische Matrix, A = A7 und sei Q: R" — R die
durch A definierte quadratische Form

Q) =vl-A-v = Z aijvv’ .
ij=1
Dann heifit QQ bzw. A

positiv definit, wenn Q(v) > 0 fiir alle v # 0,
negativ definit, wenn Q(v) < 0 fiir alle v # 0,
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indefinit, wenn es v, w € R™ gibt mit Q(v) > 0 und Q(v) < 0,
positiv semidefinit, wenn Q(v) > 0 fiir alle v € R™,
negativ semidefinit, wenn Q(v) < 0 fiir alle v € R™.

VIL.6.4. LEMMA. Sei A € M(nxn,R) symmetrisch und positiv definit. Dann hat die zugeord-
nete quadratische Form Q(v) = vT Av in 0 ein striktes Minimum und es existiert
ein m > 0 mat

Q) > m|v||* fa. veR".

Die Abschitzung gilt fiir jede Norm || - || auf R™, allerdings héingt die Konstante
m von dieser Norm ab. Der Beweis dieses Lemma ist eine einfache Ubungsaufgabe
aus der linearen Algebra und benutzt die Diagonalisierbarkeit von A aufgrund der
Symmetrie.

Der nachfolgende Satz besagt nun, dafl aus dem notwendigen Kriterium fiir ein
lokales Extremum auch ein hinreichendes gemacht werden kann, wenn zudem die
Hessesche als Darstellung der zweiten Ableitung von f entsprechend definit ist.

VIL6.5. SATZ. Sei U C R™ offen, f € C*(U,R) eine reellwertige Funktion mit einem kriti-
schen Punkt x, € U. Dann gilt:

(a) Ist Hf(x,) positiv definit, so ist x, ein striktes lokales Minimum.
(b) Ist H f(x,) negativ definit, so ist x, ein striktes lokales Mazimum.
(¢c) Ist H f(x,) indefinit, so ist x, keine lokale Extremstelle.

BEWEIS. (a): Nach Lemma VIL.6.4 existiert ein m > 0 so daB k" H f(xo)h >
m||h||? fiir alle h € R™. Die Taylor-Entwicklung (24) liefert

=0.

1 ... R(h

flxo+h) = f(z,) + §hTHf(xo)h+ R(h) mit }ILIE%) ||]"E||2)

Demnach wihlen wir § > 0, so daB |[R(h)| < Im]|h|? fir alle ||h]| < & gilt. Wir
erhalten daraus

Flao+h) = (o) + gmilhl? — [B(h)

1
> flzo) + gmllhl* fa. [n] <4

Also hat f in z, ein striktes lokales Minimum.
(b): Dies folgt unmittelbar aus (a) durch Ersetzen von f durch —f.

(c): Sei v € R™\ {0} mit vT Hf(z,)v > my|jv|?. Dann ist 0 ein striktes lokales
Minimum von ¢ — f (z, + tv). Entsprechend finden wir aufgrund der Indefinitheit
auch eine Richtung w € R™ \ {0}, auf die eingeschriinkt z, ein striktes lokales
Maximum ist. Also kann insgesamt z, keine Extremstelle sein. ]

VII.6.1. Extremwerte unter Nebenbedingungen. Ein wichtiges Problem
bei praktischen Anwendungen ist die Suche nach Extremwerten von Funktionen in
mehreren Verédnderlichen, wobei diese Variablen noch durch i.A. nichtlineare Ne-
benbedingungen untereinander gekoppelt sind.

Wir betrachten zunéichst folgende Beispiele fiir einen solchen Problemtyp:

VII.6.6. BEISPIEL. (1) Hat die Funktion f(z,y) = ay auf der Geraden = +y = 1 ein
Maximum? Hier ist die Losung durch Elimination einer Variablen mittels
der Nebenbedingung sehr einfach: y = 1 —x aus der Nebenbedingung wird
in f eingesetzt und ergibt die Funktion

o) = fz,1-2) =2 —a?

in einer Variablen. Die notwendige Bedingung fiir eine Extremstelle ist
¢'(x) =0, also 1 — 2z = 0. Man sieht sofort, daB wegen ¢”(3) = —2 die
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Funktion f in (%, %) ein Maximum unter der Nebenbedingung z +y =1
hat.

(2) Wir betrachten nun das Problem, die Oberfliche eines Quaders der Kan-
tenlédngen z,y, z > 0 zu Minimieren, und zwar unter der Nebenbedingung
eines konstanten Volumens V = xyz = const. Die Oberfliche ist durch
A = 2(zy + yx + x2) gegeben. Wieder erlaubt uns die Nebenbedingung,

\%

explizit eine der drei Variablen durch Auflésen zu eliminieren, z.B. z = T

Demnach erhalten wir die Funktion in den verbliebenen freien Variablen
%4 1 1
= 2 — ) = 2 V - - .
o(x,y) (wy+(w+y)xy) (zy + (x+y))

Dies ist nun nach Satz VII.6.2 und Satz VIIL.6.5 leicht behandelbar: Die
notwendige Bedingung

\%4
T2

|4
Vg0=2(y—ﬁ7x , )éo ergibt z =y =VV.

Das Kriterium der positiv definiten Hesseschen im kritischen Punkt (z,y) =

(Y7, 97) )
o= §)- ()

ergibt ein striktes (lokales) Minimum, welches auch ein globales, also ab-
solutes Minimum ist. Also ist der Quader mit minimaler Oberfliche bei
vorgegebenem Volumen ein Wiirfel der Kantenléinge v/V.

(3) Welchen Abstand hat der Punkt (2,0) in der Ebene von der Kurve C, die
durch die kubische Gleichung 3 + 4% — 32y = 0 gegeben ist? (Man mache
sich selbst eine grafische Veranschaulichung hiervon!) Analytisch bedeutet
dieses Problem das Minimieren des Abstandes f(z,y) = /(z — 2)? + y?
unter der Nebenbedingung 22 + 3® — 3zy = 0. Hier haben wir nun das
praktische Problem, dafi die Nebenbedingung kein einfaches Auflésen nach
einer der beiden Variablen erlaubt.

Dies ist ein typisches Problem und verlangt nach einer anderen Me-
thode.

Die Antwort nach einer geeigneten Methode zu Auffinden von Extrema unter nicht-
linearen Nebenbedingungen liegt wieder im Prinzip der Impliziten Funktion. Wir
betrachten nun das Problem allgemein:
Gegeben sei eine offene Teilmenge U C R™ und Funktionen f, g1, ..., g € C1(U,R).
Gesucht seien lokale Extreme von f unter den k Nebenbedingungen ¢g; = 0, ...
gr = 0, d.h. wir suchen Punkte a € U mit

(a) g1(a) = g2(a) = ... = gix(a) =0, also a € Ny(g1) N...N No(gx), und

(b) es existiert eine Umgebung V(a) in U mit f(z) < f(a) (bzw. >) fiir alle

S V(a) N No(gl) Nn...N NO(gk')-

VIL6.7. SATZ (Lagrange-Multiplikatoren-Regel). Sei a € U ein Extremum von f unter
den Nebenbedingungen gi(a) = ... = gr(a) = 0, und seien Vgi(a), ..., Vgr(a) €
R™\ {0} linear unabhingig. Dann existieren A1,..., A\ € R mit

k
Vf(a) = Z)\Z-Vgi(a).

Dieser Satz liefert ein notwendiges Kriterium fiir die Existenz von Extrema unter
Nebenbedingungen, vorausgesetzt, dal die Nebenbedingungen einer Nichtdegene-
riertheitsbedingung geniigen. Die reellen Zahlen Aj,...,A; € R nennt man hierbei
die Lagrange-Multiplikatoren.
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Dieses notwendige Kriterium lésst sich wie folgt in einem Algorithmus zusammen-
fassen: Wir betrachten die kombinierte Funktion

F:U xRF SR,

k
F(zl,...,x”,)\l,...,)\k) = f(xl,...,x")—Z)\i'gi(xl,...,x”),
i=1

in n + k vielen Variablen und berechnen hierzu den Gradienten in R™+%

k k
af dgi of 0g;
VFE( . . 2" A, ) = (= — e, ——— = =1,y —0k) -
('1: ) y L5 AL, ) k) (axl pa Zax17 " Oxn v zaxna g1, ) gk)
Also gilt
VF(z, ... 2" A1y, Ag) =0
k
& Vi, ... ,z") = Z)\ngi(xl, ..,z™) und
i=1
gzt a2 = =gp(zt, ..., 2") =0.
Also: Falls a ein Extremum von f unter den Nebenbedingungen g1 = ... =g =0
ist und auflerdem Vg, ..., Vg linear unabhéngig, so folgt als notwendige Bedin-
gung

VF(a,A\,..., \x) =0.
VIIL.6.8. BEISPIEL.
Betrachte f(x,y,z) = bz +y — 3z. Gesucht seien Extrema von f und den Nebenbe-
dingungen, dafl diese sowohl auf der Ebene F = {x + y + z = 0} als auch auf der
Sphire S = { 22 +y%+22 = 1} liegen. E schneidet S in einer kompakten Kreiskurve
K =FEnNS, also nimmt f auf K Maximum und Minimum an. Wir betrachten
F(z,y,2,A1,h2) = 52 +y — 32 = Az +y +2) = Aa(2® + 32 + 2% — 1),

und wir berechnen VF = 0 zu

%1; — 5 A —2\z = 0,

%1; —1— )\ — 2y = 0,

%1; = —3- A1 —2\z = 0,
g—i = —(z+y+2) <0,

g—i = —(@2+y¥+22—1) = 0.

Dieses Gleichungssystem von 5 Gleichungen in 5 Variablen fiihrt auf 2 Lésungen
fiir (z,vy, z), ndmlich
1 1 1 1
=(—,0,——=) und =(——=,0,—&=).
Notwendigerweise muss einer der beiden Punkte das Maximum sein, der andere das
Minimum. Wir setzen in f ein und erhalten f(p;) = 4v/2 und f(p2) = —4V/2.

BEWEIS DER LAGRANGE-MULTIPLIKATOREN-REGEL VII.6.7. Wir betrachten
die Abbildung G: U — R¥, gebildet aus den k& Nebenbedingungen,

G(z',...,2") = (91(2), ..., gx(2)),
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und erhalten die Menge der Punkte, welche alle k Nebenbedingungen erfiillen als
das Nullstellengebilde
N = G_l(O) = NO(gl) n...N N()(gk) .

Seien nun in einem Punkt @ € N die Gradienten Vg (a), ..., Vgr(a) linear un-
abhingig. Dann hat das Differential DG(a) vollen Rang k, d.h. DG(a) € L(R",R¥)
ist surjektiv. Wir finden demnach einen Untervektorraum V C R™ komplementér
zu ker DG(a), also

DGy : V = RF.
Mit X = ker DG(a), Y =V und Z = R* sind fiir
F:XxYcCcU—2Z2, F(z,y):=Ga+z+y),
die Voraussetzungen fiir den Satz VII.5.2 iiber Implizite Funktionen erfiillt, mit
F(0,0) = 0, und wir finden eine offene Umgebung U,(0) C X = ker DG(a) und
eine mindestens einmal stetig differenzierbare Funktion
0: Uy — V, mit Gla+az+¢(x)) =0fa zeU,.

In der Tat erhalten wir erhalten somit eine Parametrisierung einer Umgebung von
a innerhalb N in der Form = +— a + x + ¢(x).

Sei nun @ € N auflerdem auch ein Extremum von f unter der Nebenbedingung N.
Das bedeutet, dafl 0 € U, ein Extremum der Funktion

h:U, — R, h(z)=fla+z+ o),

ist. Also muss die gemif Satz VII.6.2 notwendige Bedingung Dh(0) = 0 fiir die
Linearisierung aus £(R" % R) erfiillt sein. Diese notwendige Bedingung driickt sich
nach der Kettenregel aus als

Df(a)[v+ Dp(0)[v]] =0 fa. v e ker DG(a).
Andererseits gilt wegen G(a + z + ¢(z)) = 0 f.a. x € U,, daBf auch
DG(a)[v+ Dp(0)[v]] =0 fa. v € ker DG(a).
Also ist Dp(0) = 0 auf X = ker DG(a). Daraus folgt Df(a)[v] = 0 fiir alle v €
ker DG(a), d.h.
(25) ker DG(a) C ker Df(a).

Wir schreiben die Jakobi-Matrix JG(a) als Matrix, die aus den Gradienten Vg, (a)?,
..o, Vgr(a)T als Zeilenvektoren besteht. Die lineare Unabhingigkeit dieser Gradi-
enten bedeutet, dafl die Matrix Zeilenrang k£ hat. Wenn wir diese Matrix zu der
(k4 1) x n-Matrix

Vgi(a)”

ng (a)T

V()"
ergiinzen, sehen wir, dafl (25) dquivalent dazu ist, daf der Zeilenrang immer noch
k betrigt. Also ist (25) dquivalent zu

Vf(a) € span (Vgi(a),...,Vgi(a)) .

VIL.6.1



