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1. Betrachte den Vektorraum RY, N € N und definiere fiir p>1

N g
1(n)llp = (Z xn|p> fa. (zn) € RY,

[(@n)lloc := sup |aal.
n=1,...,

a) (2 Punkte) Seien u,v > 0 und p, q € [1, 00) mit % + % = 1. Zeige:

uP v
uv < — 4+ —.
p q

(Hinweis: Setze u = ¢/P und v = €!/9 fiir s,¢+ > 0 und verwende die Konvexitit der Funktion
f(z) = e”, d.h. folgere aus f(x) > 0,dass tf(z)+(1—1¢)f(y) > f(tz+(1—t)y) fa.t € [0,1])

b) (L) (2 Punkte) Seien x = (x,,) € RN, y = (y,,) € RY mit 1 + L' — 1 wie in a). Zeige:

fiir (z,y) Zrnyn gilt  (z,y) <[lzl,llyllq-

Bem.: Dies ist die sogenannte Hiilder-Ungleichung
Hinweis: Ublicher Trick: Ersetze z € RY durch ET

\IH

2. a) (L) (2 Punkte) Zeige: ||z +yl|, < ||z]l, + [[yll, fa z,y € RY.
1
(Hinweis: Zwischenschritt z.z.: > 2 (25, + )P ™! < [|2[|p (X (20 +yn) P~17) 7, p, ¢ wie oben)

b) (2 Punkte): Betrachte den Vektorraum R := RN der Folgen reeller Zahlen. Definiere

b= {(2n) €R®| Y |an | kv. },

n=1

und s := { (z,) € R*|(x,) beschrinkt } .

Definiere fiirp > 1
(20 Hp = (E |xn|p> fa. (z,) € lp, [(@n)lloo := Sgg |Zn] -
n

Zeige Vp € [1,00]: (L, || - ||;») ist ein normierter Vektorraum.

Bitten wenden!



3. Beweise fiir Teilmengen A, B C X eines metrischen Raumes (je I Punkt):
a) Bei dquivalenten Metriken d; und dy auf einem Raum X stimmen die Teilmengen-Eigenschaften
“offen” und “abgeschlossen” iiberein.
b) (L)AUB=AUBund (ANB)°=ANB.
¢) LYANB c AN Bund (AU B)° D A°U B°. Gib jeweils ein Beispiel, welches zeigt, daB keine
Gleichheit gilt.

d) OA ist abgeschlossen in X.

4. Fiir A C X = metrischer Raum kann man folgende Mengen bilden:

Zeige (je 1 Punkt):
a) (L) Es existiert ein Beispiel von A C X, so dass das obige Mengensystem aus mindestens 5
verschiedenen Mengen besteht.
b) Es existiert ein Beispiel von A C X, so dass das obige Mengensystem aus mindestens 7 verschie-
denen Mengen besteht.

¢) Das obige Mengensystem besteht immer aus hochstens 7 verschiedenen Mengen.
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