Gruppe B
Test — Analysis 4 fiir Physiker
06.06.2007

Sie haben 60 Minuten Zeit zum Lésen der 4 Aufgaben. Benutzen Sie bitte fiir jede Aufgabe ein
extra Blatt. Schreiben Sie auf jedes Blatt leserlich hren Namen und Ihre Matrikelnummer.
Schreiben Sie in Sdtzen und begriinden Sie Ihre Antworten. Taschenrechner und Aufzeich-
nungen sind nicht erlaubt. Bitte schalten Sie Ihr Handy aus. Notieren Sie zum Schluss auf

Ihrem ersten Blatt, wie viele Bldtter Sie abgeben.
Viel Erfolg!

Aufgabe 1: Fiir a > 0 sei f,: R — R gegeben tiber f,(x) = H(—x)e**, wobei H die Heaviside-
funktion H = y(o,+c) ist.

Zeigen Sie, dass f, € L}(R) und berechnen Sie fiir a,b > 0, a # b, die Faltung f, * f5. 3P
Losung. Wegen
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ist f, integrierbar auf RR.
Nach Definition ist

0

fa* fo(x) =f fa¥)fo(x —y)dy =f H(-y)e” H(—x +y)e"“ Y dy =
R R

wegen der Faktoren H(—y)H(y — x) kommt nur in Frage y < 0 und x < y, also insgesamt
x<0undy €(x,0)

0
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= H(—x)e"* — ela=bly |2 = H(—x) (eb" - e“x) .
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Integral berechnen: 1 P
Faltungsformel aufschreiben, einsetzen: 1P
Faltung berechnen: 1 P

Aufgabe 2: Losen Sie das Anfangswertproblem in R? :

uy—u,=u’, u(x,x)=1.



4P
Lésung. Das charakteristische Gleichungssystem und die Anfangskurve lauten:

x.(t,8)=1, x(0,s)=s, (1)
ye(t,8)=-1, y(0,s)=s, 2)
u(t,s)=u? u(0,s)=1. (3)

Die allgemeine Losung lautet also x(¢,s)=t+s, y(t,s)=—t +s. Losung der gDGl u’ = u? =
du .
a d 1 1
u
dt=— = -C=——=u(t,s)=——.
u? u (2:5) C—t

Die Konstante C wird aus der Anfangsbedingung bestimmt:

1 1
1=u(0,s)===C=1=u(r,s)= —.
u(0,8)== u(t,s)=1—;

Auflosen der ersten beiden Gleichungen nach s, ¢ liefert t = %(x —y)und damit

2
—lax-y) 2—x+y

u(x,y)=

charakteristisches GS und Anfangskurve: 1 P

Allg. Losen des charakterist. GS: 1 P

Spezielle Losung (AWP) der char. GS: 1 P

Auflésen nach s,  und Einsetzen: 1 P

Aufgabe 3: Bestimmen Sie den Typ der partiellen DGL und bestimmen Sie eine geeignete
Koordinatentransformation, & = £(x,y) und n =n(x,y), sodass die Gleichung auf charakte-
ristische Form transformiert wird:

Upy +2€ Uy, + (€ — Duyy — uy +4y =0.

4P
Hinweis. Das Ausfiihren der Transformation wird nicht verlangt.
Losung. 1 P. Die Koeffizientendeterminante ist —1 und damit ist die Gleichung hyperbolisch:

1 e
er e -1

‘:ezx—l—exzzezx—l—ezx:—l.

Die Gleichung der charakteristischen Linien lautet:
(y')?—2e*y’+e*—1=0
Diese gDGI besitzt zwei Losungsscharen
Vi, =e"tyer —e*+1=e"%1.
Integration bzgl x liefert die Losungen

y=€e'+x+c;, y=e‘—x+c,.



Die Integrationskonstanten ¢, und c, sind die neuen Variablen, die die Transformation auf
charakteristische Form realisieren:

E=&¢(x,y)=y—e"—x, nkx,y)=y—-e*+x.

Typ: 1P

charakteristische Gleichung aufstellen: 1 P

charakteristische Gleichung Losen: 1 P

Transformation ablesen: 1 P

Aufgabe 4: Es sei H ={, der komplexe Hilbertsche Folgenraum. Fiir x = (x,) € H definieren

wir den linearen Operator
Xn x2 X3
T(x)=|— , ..
(x) (n) (xl 273’ )

(a) Zeigen Sie, dass fiir alle x € H gilt: T(x) € H. 1P
(b) Berechnen Sie || T|. 1P
(c) Bestimmen Sie das Punktspektrumvon T. 2P
(d) Berechnen Sie die Resolvente R,(T) von T an der Stelle A =3 und deren Norm. 3P

Losung. (a), (b) Es ist

etk —Z' <>l = el <00

Folglich gilt T(x) € H. Die obige Abschitzung liefert auflerdem || T|| < 1, denn fiir alle x € H,
x Z0ist [T/ ||lx|| < 1.

Die obere Schranke 1 wird angenommen, denn fiir x = e; = (1,0,0,...) gilt T(e;) = e; und
damit || T(e,)||/ [le:|| = 1.

obere Schranke wird angenommen: 1 P.

(c) Man erkennt, dass fiir alle 7 € N und die Standardbasisvektoren e, = (0,...,1,0,...) € H
gilt

1 1
T(en)= (0,...,—-1,0,...) S
n n

Also ist 1/n Eigenwert zum Eigenvektor e,,. Dies ist das vollstdndige Punktspektrum, da die
Eigenwertgleichung T(x) = Ax keine weitere Losung hat. Angenommen es gdbe einen Eigen-
wert A, der von 1/n verschieden ist, dann gilt wegen (T — A)x = 0:

(1—A)x1:G—A)xzz...:(%—A)xn:---:o.

Also erhélt man x; =x, =--- =0 also x = 0; dies ist aber kein Eigenvektor! Die Annahme war
falsch, 1/n,n € N sind die einzigen Eigenwerte.

alle EW / EV angegeben: 1 P

keine zusétzlichen: 1 P

(d) Nach Definition ist R,(T) = (T — 21I)7!, falls die rechte Seite existiert und beschréankt ist.
Da die Folge (8,) = (1_';”) konvergent ist (gegen —1/2), ist der zugehorige diagonale Multi-
plikationsoperator Tz beschrankt durch

1

su nl|= su

=[] =1,



Also gilt || T || < 1. Ferner gilt:

roon((g)e) = (4 ) () (20t

Analog erhdlt man Tg+(T —21) = I. Somit ist Tz die Resolvente von T bei A =2.
Angabevon Tg: 1 P

Beschrédnktheit: 1 P
Nachweis der Resolventengleichung: 1 P

(e) Bemerkung: Das Spektrum ist abgeschlossen, enthilt also mindestens den Abschluss des
Punktspektrums:

U(T):{O}U{%lnelN}.

In der Tat hat das Spektrum keine weiteren Punkte.

Klage nicht, handle!
Holderlin



