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1. Esseien Ac K™*" B,C € K" und D € [KP*9 gegeben. 9P

(a) Beweisen Sie das Distributivgesetz A(B+ C)=AB+ AC.

(b) Beweisen Sie (AB)" = BTAT.

(c) Beweisen Sie das Distributivgesetz (B+C)D = BD+CD. Finden Sie, wenn moglich,
einen Beweis, der (a) und (b) benutzt und nicht die Matrixelemente.

Hinweis: Berechnen Sie in (a) und (b) die Matrixelemente der beiden Seiten und ver-
gleichen Sie diese.

Beweis. (a) Es seien A=(a;;), B=(bji), C =(cji) die gegebenen Matrizen. Nach Defini-
tion des Produktes ermitteln sich die Matrixelemente (A(B+ C));, fiiralle i =1,...,m,
k=1,..., p wiefolgt. In der ersten Zeile benutzen wir auch die Definition von B+ C.

(A(B+C))ix :Zaij(B+ C)jk :Zaij(bjk +¢jk)
= j=1

:Z(aijbjk+aijbjk):Zaijbjk+Zaijcjk (1)
=1 = =
=(AB)ix +(AC)ix =(AB+AC)jy,

wobei wir in der letzten Zeile erneut von der Definition der Summe von Matrizen Ge-
brauch machten. In (1) benutzten wir das Distributivgesetz in K.

(b) Analog zu (a) berechnen wir die Matrixelemente von (AB)" und von BTAT:

(AB)")ki =(AB)ix = Z aiibj.

j=1
Andererseits ist . ;
(BTAT )i = Z(BT)kj(AT)ji :ijkaij-
=1 =1
Wegen des Kommutativgesetzes (M2) in K, sind die beiden Summen gleich.
(c) Wir benutzen (a) und (b) zum Beweis sowie (AT)T =Aund (B+C)T=BT+CT:

(B+C)D=((B+C)D)")' =D (B"+C")'=(D'B"+D'CcH'=D"B")'+(D'C"T
=B''D'"+C""D'""=BD+CD.

2. Losen Sie das folgende lineare 2 x 2 Gleichungssystem 6P

(4+ 7i)Z1 +(3 - Si)Zz =22-9i
(5+3i)z1 + (2 +6i)z, =33 — 7i.



Geben Sie jeweils den Real- und Imaginirteil von z; bzw. z, an.

Lésung. Nach der Cramerschen Regel ist

22—-9i 5-3i 2—6i 22-9i
33—-7i 447i 3—5i 33-7i
Z1= Zo = y
|Al |Al
wobei
4471 3-—5i .
AI=l5 1 3i 2461 == 0454
Andererseits ist
22—-9i 5-—3i . 2—6i 22-9i .
33-7i a7 o030k ‘3—51 33—zl HAt18a
Somit gilt
344 300i . 44+ 182i .
Z1=—=2-3i, z,=——=1-2i.
—64 4541 —64 4541

Die Probe bestitigt die Richtigkeit der Losung.

. Die folgenden erweiterten Koeffizientenmatrizen liegen in reduzierter Zeilenstufen-

form vor: 5P
1 00| -3 3_06(1)32:_72 1 00| -3
@ |01 0] O (b) ¢ o101 o
000 7 0.0 0151 8 001 | 7
0 0 00O0] O

Losen Sie die zugehorigen linearen Gleichungssysteme. Geben Sie eine geometrische
Interpretation der Losungsmenge an.

Die folgenden erweiterten Koeffizientenmatrizen liegen in Zeilenstufenform vor

108 5|6 b0 116 | s

© |01 4 -9 3] @
001 1 |2 00 0 1 3 | 9
00 0 0 0 | O

Losen Sie die zugehorigen linearen Gleichungssysteme. Geben Sie eine geometrische
Interpretation der Losungsmenge an.

(bitte wenden!)
Lésung. (a) Wir bezeichnen die gesuchten Variablen mit x;, x,, x3. Dann lautet die 3.
Zeile der reduzierten Zeilenstufenform: 0x; + 0x; + 0x; = 7. Diese Gleichung besitzt
keine Losung. Das Gleichungssystem ist inkonsistent; die Losungsmenge ist leer.

(b) Wir bezeichnen die gesuchten Variablen mit x;, x,, X3, X4, X5. Das der reduzierten
Zeilenstufenform zugeordnete lineare Gleichungssystem lautet:

X1 —6x2+3x5=—2
X3+4x5="7
X4+5x5=28



Man erkennt, dass man x5 und x, als freie Parameter wihlen kann:
X1:—2+6XZ—3)C5, X3:7—4X5, X4:8—SX5.

Selbstverstdndlich kann man auch andere freie Parameter wihlen.

Geometrische Interpretation: Die Losungsmenge ist eine Ebene im R> durch den
Punkt (—2,0,7,8,0)" mit den beiden Spannvektoren v, = (6,1,0,0,0)" und v, =
(=3,0,—4,—5,1)7.

-2 6 -3
0 1 0
Los(A,b)= 7 |+s|o|+t]-4]€R’|s,teR
8 0 -5
0 0 1

(c1) Man liest ab
LosA,b={(—3,0,7)}

Die Losungsmenge ist ein Punkt im R3.

(c2) Die Variablen seien xi, x», x3 und x,. Wir wenden den Gaul$-Jordan-Algorithmus
an und erzeugen in der 3.Spalte iiber der fiihrenden 1 Nullen; und zwar addieren wir
das —4fache der 3.Zeile zur zweiten Zeile und das —8fache der 3.Zeile zur 1.Zeile und
erhalten

1 00 —13 | —10
010 —-13 | -5
001 1 | 2

Dies ist bereits die reduzierte Zeilenstufenform. Wir lesen die Lésungen ab, indem wir
x, als freien Parameter wihlen:

X1:—10+13X4, x2=—5+13x4, .X'3:2—.X'4.

Es gibt eine einparametrige Losungsschar im R*. Die Losungsmenge ist eine Gerade
durch den Punkt (—10,-5,2,0)" mit Richtungsvektor (13,13,—1,1)".

(d) Die Variablen seien mit x,...,x5 bezeichnet. Wir wenden den Gaul-Jordan-
Algorithmus an. Zunéchst erzeugen wir iiber der fithrenden 1 in der 4.Spalte eine Null
in der 2.Zeile; dazu addieren wir das (—1) fache der 3.Zeile zur zweiten Zeile, die 4.Zeile
wird gestrichen:

17 -20 -8 | -3
00 1 0 3 | —4
00 0 1 3 | 9

Nun erzeugen wir iiber der fithrenden Eins in der 2.Spalte eine Null in der 1.Zeile. Dazu
addieren wir das Doppelte der 2.Zeile zur 1.Zeile:

1700 =2 | —-11
0010 3 | —4
0001 3 | 9



Die Matrix liegt nun in der reduzierten Zeilenstufenform vor. Die Variablen x, und x5
konnen frei gewdhlt werden. Somit lautet die allgemeine Losung:

X1:—11—7)€2+ZX5, X3:—4—3X5, X4:9—3X5.
Die Losungsmenge ist eine Ebene im R® durch den Punkt (—11,0,—4,9,0)" und den

Spannvektoren v; =(—7,1,0,0,0)" und v, =(2,0,-3,-3,1)".

4. Losen Sie mit Hilfe des Gaul3-Jordan-Algorithmus die folgenden linearen Gleichungs-
systeme 4P

(b) 10y —4z+w=1

x+4y—z+tw=2

3x+2y+z+2w=>5
—x—14y+5z-2w=-3

(@) 2x;1—5x4+3x3+2x,=27

Ax,+ X3 —3x4=—-2

2X1—2x,+4x3— x4, =28
—4x,4+3x, —2x3+3x, =—-31.

xX—6y+3z =1
Lésung. (a) Die erweiterte Koeffizientenmatrix zum lin. GS lautet
2 -5 3 2 | 27
0 4 1 -3 | =2
2 -2 4 -1 | 28
-4 3 -2 3 | -31
Als erstes wollen wir die Eintrage a3, = 2 (dritte Zeile, erste Spalte) und a4; = —4 in der

Matrix zu Nullen machen. Dazu machen wir die dritte elementare Zeilenoperation, addiere
das (—1)fache der ersten Zeile zur dritten Zeile. Anschlie8end addieren wir das Doppelte der
ersten Zeile zur vierten Zeile:

2 -5 3 2 | 27
0 4 1 -3 | -2
0 3 1 -3 | 1
0 -7 4 7 | 23

Da wir aber Briiche nicht mégen, lassen wir die 2 so lange wie moglich stehen.
Als néchstes addieren wir das (—1) fache der dritten Zeile zur zweiten und das doppelte der
dritten Zeile zur vierten Zeile:

2 -5 3 2 | 27
01 0 0 | -3
0 3 1 -3 ] 1
0 -16 1 | 25

In diesem Schritt haben wir zwar keine Nullen erzeugt, aber die Zeile 2 ist schon perfekt.
Ubersetzt man sie zuriick in ein Gleichungssystem, so lautet sie 0x; + 1x, + 0x3 + 0x, = —3
m.a.W,, x, =—3.

Mit Hilfe dieser Zeile erzeugen wir Nullen in Zeile 3 und Zeile 4. Wir addieren das —3 fache
der zweiten Zeile zur dritten Zeile und addieren die zweite Zeile zur vierten Zeile:

2 -5 3 2 | 27
01 0 0 | -3
0 0 1 -3 | 10
0 0 6 1 | 22



Addiert man nun noch das (—6)fache der dritten Zeile zur vierten Zeile, so hat man die ge-
wiinschte Dreiecksgestalt erreicht:

2 -5 3 2 | 27
01 0 0 | -3
0 0 1 -3 | 10
0O 0 0 19 | —-38
Dividiert man die letzte Zeile durch 19, so hat man
2 =53 2 | 27
0 1 0 0 | -3
0 0 1 -3 ] 10
00 0 1 | -2

Hiermit ist die Zeilenstufenform erreicht. Alles, was jetzt kommt, ist der Jordan-Schritt; wie
miissen iiber der Diagonalen Nullen erzeugen.

Addiert man das dreifache der vierten Zeile zur dritten Zeile und das doppelte der vierten
Zeile zur ersten Zeile, so hat man iiberall in der vierten Spalte iiber der 1 Nullen erzeugt:

2 -5 3 0 | 31
01 00| -3
0 0 10/ 4
0 0 01 | -2

Als Letztes addieren wir das —3fache der dritten Zeile zur ersten Zeile, das 5fache der zweiten
Zeile zur ersten Zeile und dividieren die erste Zeile durch 2:

(2.0 0 0| 4)
0100/ -3
0010 4
\0 0 0 1 | —2)
(1. 000 | 2)
0100/ -3
0010/ 4
\0 0 0 1 | -2
Die eindeutig bestimmte Lésung liest man nun auf der rechten Seite ab: (xi, X2, Xx3,X4) =

(2,-3,4,—-2).
(b) Wir wenden den GaulB3-Jordan-Algorithmus auf das GS an:



0 10 -4 1 1 Zeile 1 «— Zeile 2
1 4 -1 1 2
3 2 1 2 5
1 -14 5 -2|=-3
1 -6 3 0 1
1 4 -1 1] 2 | (=3)(-1(-1)
0O 10 -4 1 1
3 2 1 2 5
1 -14 5 -2|=-3
1 -6 3 0 1
1 4 -1 1 2
0 10 -4 1 1
0 -10 4 -1 -1
0 -10 4 -1 -1
0o -10 4 -1 -1
Die Zeile 2, 3, 4 und 5 stimmen tiberein. Daher kann man zwei von ihnen streichen.
1 4 -1 1 2
0 10 -4 1 1 :10
1 4 -1 1 2
0 1 -2/5 1/10 | 1/10 | (-4)
1 0o 3/5 3/5]| 8/5
0 1 -2/5 1/10|1/10 || <(—4)

Die reduzierte Zeilenstufenform liegt vor. Die Variablen z und w sind frei wéahlbar:

x=8/5-3/5z—-3/5w, y=1/10+2/5z—-1/10w.

Die Losungsmenge ist eine Ebene im R* durch den Punkt (8/5,1/10,0,0)" mit den Spann-
vektoren v, =(-3/5,2/5,1,0)" und v, =(-3/5,—1/10,0,1)T.



