Kapitel 7

Bilinearformen und quadratische Formen

7.1 Bilinearformen

7.1.1 Linearformen

Definition 7.1 Es sei V ein linearer Raum iiber dem Korper K. Als lineares Funktional oder
Linearform bezeichnet man die Elemente von L(V,K), das heil3t die linearen Abbildungen
von V, deren Werte skalar sind. Der Raum L(V, IK) heilt auch Dualraum von V und wird mit
V* bezeichnet.

Beispiel 7.1 (a) V=R".Essei B=1{b,,...,b,}eineBasisvon V, dannistfiirjedes i =1,...,n,
die Abbildung

Voxibi+x:b,+--+x,b,— x; €K
ein lineares Funktional. Es heilt ites Koordinatenfunktional, und man bezeichnet es mit b}.
Folglich gilt fir alle i,j =1,..., n, dass b}(b;) = 6;;.
Es gilt (R")* = R", denn jedes lineare Funktional F auf R” ist durch einen Zeilenvektor
(ay,...,a,)€R" gegeben iiber

n
R">x=(x1,...,X,)— E ax;.
i=1

In diesem Falle gilt F = Z?zl a;e;. Umgekehrt gibt es fiir jedes lineare Funktional F € (IR")*
einen solchen Vektor a =(a,,...,a,) so dass F die obige Form hat, F = 2?21 F(e;)e].
(b) Es sei V=CJ0,1], g € V fest. Setzt man fiir fe V

Tg(f):f f(x)g(x)dx,
0

so ist dadurch eine Linearform auf V definiert.
(c) Sei V=C(R) und a € R fest. Dann definiert

E(f)=fla), feV

ein lineares Funktional auf V.
(d) Es sei (V, (-, ) ein unitdarer Raum und a € V fixiert. Dann definiert F(v) = (v, a) eine
Linearform auf V.
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108 7 Bilinearformen und quadratische Formen

7.1.2 Bilinearformen - Einfachste Eigenschaften

Definition 7.2 Es sei V ein Vektorraum. Eine Abbildung B: V x V' — KK heil3t Bilinearform
auf V, falls fiir alle 4, v,w € Vund A, u € K gilt:

B(Av+uw,u)=AB(v,u)+uB(w,u), Linearitdtim ersten Argument
B(u,Av+uw)=AB(u,v)+uB(u,w) Linearitdtim zweiten Argument.

Eine Bilinearform B hei3t symmetrisch, wenn fiir alle u, v € V gilt B(u, v)= B(v, u); sie heil$t
schiefsymmetrisch, wenn fiir alle u, v € V gilt B(u,v)=—B(v, u).

Beispiel 7.2 (a) Ein euklidisches Skalarprodukt ist also eine symmetrische Bilinearform, die
zusatzlich positiv definit ist.

(b) Es sei A € R™". Dann definiert B(x,y) = (x , Ay) =x"-A-y, x,y € R", eine Bilinearform
auf R”. Wir werden sehen, dass es fiir jede Bilinearform auf dem R” eine Matrix A € R"*"
gibt, so dass B(x,y)=(x, Ay).Ist AT = A, so ist B symmetrisch, ist AT = —A, so ist B schief-
symmetrisch. Die Determinantenfunktion auf R? ist ein Beispiel fiir eine schiefsymmetri-
sche Bilinearform.

(c) Sind f, g € V*, so definiert B(x,y)= f(x)g(y), x,y € V eine Bilinearform.

(d) Jede Bilinearform B ist die Summe aus einer symmetrischen Bilinearform S und einer
schiefsymmetrischen Bilinearform 7. Setzt man ndmlich fiir alle x,y € V,

S(x,y)= % (B(x,y)+ B(y,x)), T(x,y)= % (B(x,y)— B(y,x)),

so ist B=S+ T, wobei S symmetrisch und T schiefsymmetrisch ist. Der Raum der symme-
trischen Bilinearformen (bzw. symmetrischen n x n-Matrizen) hat die Dimension %n(n +1);
der Raum der schiefsymmetrischen Bilinearformen tiber V (der schiefsymmetrischen n x n-
Matrizen) hat die Dimension ;n(n —1).

7.1.3 Die Matrix einer Bilinearform

In BemerkungBJlhaben wir zu einem Skalarprodukt die GramscheMatrix G =((e;, e; >)1::}...n
j=l..n

definiert, wobei E = {e,...,e,} eine Basis von V sei. Analog definiert man die Matrix ei-
ner Bilinearform B, A = (B(e;, e;))i=1..n; Bezeichnung: A = Mg(B). Fir v = Y x;e; und
j=l..n

i=1

n .
w=>_ yjejistdann

B(v,w)=B (inei,Zyjej) = Z x;y; Ble;, ej):inaijyj =(x,Ay)=x"-Ay.
=1 =1 fi=1 0

Wegen der Symmetrie von A gilt auch B(v,w)=(x, Ay) =(Ax,y)=yT-A-x.
Es sei V ein reeller Vektorraum mit den Basen E = {ey,...,e,} und F={f},..., f,}. Die Basi-
stransformation sei gegeben durch eine Matrix S € R"*", S =(s;;), in iiblicher Weise:

n

fj:Zsije,-, j:1,...,n; (7.1)

i=1
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siehe auch AbschnittB.3.3] Die Bilinearform B werde beziiglich E beschrieben durch die Ma-
trix A = (a;;) und beziiglich F durch die Matrix A’ = (a; j). Dann gilt:

n n
ay, = B(fr, fi)=B (Zsik ei,Zsﬂ ej)
i=1 j=1
n n n
T T .
- Z sikSjiBlei ej) = Z SikSjiaij = Z(S Jki@ijSj1=(S' AS)ki;
L=l i,j=1 i,j=1

also gilt die folgende Transformationsformel fiir Bilinearformen

|A'=574S. |

Man beachte, dass sich diese Formel von der Transformationsformel fiir Endomorphismen
unterscheidet. Die Matrizen A und A’ haben i. a. unterschiedliche charakteristische Polyno-
me und damit unterschiedliche Eigenwerte.

Bemerkung 7.1 Eine Bilinearform B heilst nicht-entartet (oder nicht-ausgeartet), falls gilt
B(x,y)=0 VyeV=x=0.

Andernfalls heif$t B entartet. Fiir jede Basis E gilt: B ist genau dann nicht-entartet, wenn die
zugehorige Matrix A = M g(B) reguldr (invertierbar) ist.

7.2 Quadratische Formen und Bilinearformen

7.2.1 Definition und Beispiel

Definition 7.3 Es sei B: V x V — R eine Bilinearform auf V. Dann heilt Q(x) = B(x, x),
x € V, die zugehorige quadratische Form. Es sei A= Mg(B) € R*" die Matrix zu B beziiglich

einer Basis E, dann ist Qp(x) = (x, Ax) = Z:Z o1 AijXiX; die zugehorige quadratische Form.

Sei umgekehrt Q: V — R eine quadratische Form, dann definiert

Clxy)= QU+ 1)~ Q)

eine symmetrische Bilinearform C.

Wir schreiben auch Q, fiir Qz, wenn A = M(B) die Matrix von B ist. Man beachte, dass fiir
A€ R gilt Q(Ax) = A%2Q(x), x € V. Aullerdem ist Q(v + w) = Q(v)+ B(v,w)+ B(w,v)+ Q(w),
v,wevV.

Beispiel 7.3 Auf R? mit der Standardbasis ist durch B(x,y) = x;y1 + x1)» + 3x,); eine Bi-

. . v . . 11 . .
linearform gegeben. Die zugehorige Matrix von B ist dann A = 3 ol Die zugehoriger

quadratischer Form lautet
Q(x1,x2)= xf +4x1X,.
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Die zugehorige symmetrische Bilinearform ist dann

C(x,y) =~ ((x1 + ) +4(x1 +y1)(x2 + y2) — (1 — 31)* — 4(x1 — y1)(%2 — 32)) = X1 )1 + 2x1)2 + 2X2 )1

l\:l»—*»hl»—*

(B(x,y)+ B(y,x)).

1 2
Die C entsprechende Matrixist A’ = s ol Wenn man mit einer quadratischen Form star-

tet, kann man sich also immer auf symmetrische Bilinearformen beschrianken.

7.2.2 Definitheit

Fiir lokale Extrema von Funktionen mehrerer Veranderlicher ist von entscheidender Bedeu-
tung, welche Werte eine gewisse quadratische Formen annehmen kann. Das Verhalten der
2
Hesse-Matrix von f an der Stelle x,, (%(xo)) ~_ist hier entscheidend.
t J L,]

Definition 7.4 Es sei A € R™" eine symmetrische quadratische Matrix und Q(x) =
Z?,j:l a;jxixj, x=(xy,...,x,) € R", die zugehorige quadratische Form. Q heif3t

(@) positiv definit, falls fiir alle x € V mit x # 0 gilt Q(x) > 0.

(b) negativ definit, falls fiir alle x € V mit x # 0 gilt, Q(x) < 0.

(c) indefinit, falls es Vektoren x;,x, € V gibt mit Q(x;) > 0> Q(x»).
(d) positiv semidefinit, falls fiir alle x € V, Q(x) > 0.

(e) negativ semidefinit, falls fiir alle x € V, Q(x) < 0.

Man sagt, dass die symmetrische Matrix A bzw. die symmetrische Bilinearform B positiv
definit, negativ definit usw. ist, falls Q, positiv definit, negativ definit usw. ist.

Im komplexen Fall betrachtet man in der Regel Sesquilinearformen B, die im ersten Argument linear
und im zweiten Argument antilinear sind. B heift hermitesch, falls zusitzlich gilt B(x,y) = B(y, x).
Diese Formen sind durch hermitesche Matrizen A* = A gegeben iiber B(x,y) = Z:l j=1@i jXiyj. Man

assoziiert dann zu B die Form Q(x) = Zi,j:l aijXiXj.

Lemma 7.1 Es sei A ein quadratische symmetrische, reelle Matrix. Die quadratische Form Q,
ist positiv definit genau dann, wenn alle Eigenwerte positiv sind, negativ definit, genau dann,
wenn alle Eigenwerte von A negativ sind und indefinit, falls es einen positiven und einen ne-
gativen Eigenwert gibt. Q, ist positiv semidefinit, falls alle Eigenwerte von A nichtnegativ sind
und negativ semidefinit, falls alle Eigenwerte von A kleiner gleich Null sind.

Beweis. Nach dem Satz iiber die Hauptachsentransformation besitzt R” eine Orthonormal-
basis aus Eigenvektoren {e, ..., e,} zu den reellen Eigenwerten A, ..., A,,. Fiir x = Z?:l x;e;,
x #0, folgt dann

Qulx)=(x,Ax)= <Zx e,,ZA x]e]> = Zn:x,-xjkié,-j :zn:itixf.
= =1
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Sind nun alle Eigenwerte von A positiv, so ist offenbar auch Qu(x) > 0 fiir alle x # 0.
Ist umgekehrt Q4(x) > 0 fiir alle von Null verschiedenen Vektoren, so ist insbesondere
Qa(e;)=A; > 0. Also sind alle Eigenwerte von A positiv.

Die anderen Aussagen (A negativ definit, indefinit usw.) folgen analog. ]

7.2.3 Die Normalform einer symmetrischen Bilinearform

Satz 7.2 EsseiV einreeller Vektorraum mitdimV =n und B: V x V — R eine symmetrische
Bilinearform auf'V.

Dann gibt es eine Basis E = {e,...,e,} von V, so dass die Matrixdarstellung A = Mg(B) fol-
gende Gestalt hat

I, 0 0
A=|o -1, |,
0 0 0

wobei die angegebenen Bliocke auch die Zeilenzahl 0 haben diirfen. Mit anderen Worten, es
gibt Zahlen p,q >0, p + q < n, so dass beziiglich E die Bilinearform B die Gestalt

B((x1,..,Xn), (01, yn)) =x1y1+ X2y + -+ XpYp — Xpr1Vpi1 = — XpiqVp+q
hat. Die Zahl p + q heifst Rang von B und p — q heifst Signatur von B.

Beweis. Wir statten V mit einem Skalarprodukt aus, wihlen eine beliebige Basis E; und wen-
den die Hauptachsentransformation auf die symmetrische Matrix A’ = Mg, (B) an. Nach
dem Satz iiber die Hauptachsentransformation existiert eine Orthonormalbasis E, von V
aus Eigenvektoren von A’ zu den ausschliefilich reellen Eigenwerten von A’. Wir ordnen
nun die Eigenvektoren {fi,..., f,} so in E, an, dass zunéchst alle positiven Eigenwerte
{A1,...,A,}, dann alle negativen Eigenwerte {4, ...,A,4,} und dann alle Eigenwerte 0 kom-
men. In der Basis E, hat also B die Gestalt

B(x,y)=Axiy1 +AoXoyo+ -+ ApXp Yy — | Apt1 | Xpr1Yp1 — 00— | Aptg |xp+qJ’p+q-

Insbesondere ist also B(f, fi) = A« fiir alle k. Im letzten Schritt reskalieren wir die Basisvek-
toren von E, und erhalten die gewiinschte Basis E:

(3% fk» k:1,...,p+q.

\/lk_k

In der Tat ist nun B(ey,er) = B (‘/%, ‘/%) = |Ak|kk sign A;. Dann hat B in der Basis E
k k

die gewiinschte Gestalt. |

Fiir symmetrische Matrizen A bedeutet das, dass eine invertierbare Matrix S € GL(n, R) exi-
stiert mit

A=S"diag(I,,—1,,0)S. (7.2)
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Man beachte, dass S in der Regel nicht mehr orthogonal ist und auch nicht eindeutig be-
stimmt. Im nidchsten Abschnitt werden wir aber sehen, dass p und g nicht von der Wahl der
Basis abhdngen.

7.2.4 Der Sylvestersche Trigheitssatz

Satz 7.3 (Sylvesterscher Trigheitssatz) Es sei B eine symmetrische Bilinearform auf dem re-
ellen Vektorraum V,dimV = n.
Dann existieren Unterrdume Vp, V. und V_ von V mit

V=yYoV.eV,

wobei y={x € V| B(x,y)=0Vy eV}, B(x,x)>0 fiir alle x € V. \{0} und B(x,x) <0 fiir alle
x € V.\{0}. Die Zahlen
p=dimV, und q=dimV

sind Invarianten von B und héngen nicht von der speziellen Wahl der Unterrdume V. und V_
ab. Die Differenz p — q heifst Signatur und p + q heifst Rang der symmetrischen Bilinearform
B.

Einzig der Nullraum V; ist eindeutig bestimmt. Die Rdume V; und V. kann man variieren
indem man einzelne Basisvektoren durch Vektoren von 1 abdandert.

Beweis. (a) Existenz der Zerlegung. Die Existenz folgt sofort aus dem Satz[[.2] indem man
Vi = spanf{e,...,e,}, V. = span{e,ii,...,e,4q} und V' := span{e, 441,...,e,} setzt. Es ist
klar, dass dann V; und V_ die Bedingungen der Aufgabe erfiillen, dass V=V, ® V. & V’ und
dass V' C 1. Wir miissen noch zeigen, dass V’ D | gilt. Dazu sei x = Z?zlxiei € 1. Also gilt
B(x,e;)=x;=0firallei=1,...,pund B(x,e;)=—x; =0flirallei=p+1,...,p +¢g. Somit
hat x nur noch von Null verschiedene Koeffizienten x;, i > p + ¢, also x € V’; also V' = ;.
(b) Eindeutigkeit von p und q. Es sei V = ;@ W, @ W_ eine zweite Zerlegung dieser Art. Fiir
veW,.n(y® V.)\{0} gilt dann einerseits

B(v,v)>0, weilveW,
und andererseits gilt
B(v,v)<0, weilv=vy+v_eVy@®dV. B(vg+v_,vy+v_)=04+0+0+ B(v_,v_)<0.

Dies ist aber ein Widerspruch. Folglich ist W, N (1 & V) = {0}. Somit gilt nach dem Dimensi-
onssatzP9wegen W, + (W V.)CV

dimV >dim(W, + (W& V.))=dim W, +dim ;& V. =dim W, + dim 1§+ dim V_
=dmW,+(n-p—-q)+qg —> p=dimV,>dimW,.

Aus Symmetriegriinden (Vertauschen der Rollen von W,, W. und V,, V.) muss aber auch
die umgekehrte Ungleichung gelten; somit gilt Gleichheit dim W, = dim V; und damit aus
Dimensionsgriinden auch dim V. = dim WW_, was zu zeigen war. [
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Folgerung 7.4 Es sei A€ R™" eine symmetrische Matrix, S € GL(n,R) und A’ =STAS.

Dann haben A und A’ die gleiche Anzahl von positiven und und die gleiche Anzahl von ne-
gativen Eigenwerten. Insbesondere ist A positiv definit (negativ definit, indefinit, usw.) genau
dann, wenn A’ positiv definit (negativ definit, indefinit, usw.) ist.

Beweis. A und A’ beschreiben ein und dieselbe Bilinearform nur in einer anderen Basis
(weil S invertierbar ist). Daher ist p = dim V; und g = dim V. die Anzahl der positiven bzw.
negativen Eigenwerte von A — und auch von A’. [

7.2.5 Sylvesterkriterium fiir positiv definite Matrizen

Bemerkung 7.2 (a) Jede positiv (negativ) definite symmetrische Bilinearform ist nicht-
entartet. Das folgt sofort aus dem Trégheitssatz da alle Eigenwerte von A positiv (negativ)
sind und somit A invertierbar.

b
) ist genau dann positiv definit,

(b) Die quadratische reelle, symmetrische Matrix A = (Z J

wenn
detA=ad —b*>*>0 und a>0.

Zum Beweis betrachten wir die Gleichung, x = (x1, x,) € R?,
aQa(x)=a(ax?+2bx,x, +dx3)=(ax,; +bx,)* +(ad — b*)x3.

sind die obigen beiden Bedingungen erfiillt, so gilt offenbar Q(x) > 0 fiir alle x #

0. Ist umgekehrt Q4(x) > 0, so insbesondere Q((1,0)) = a > 0 und somit auch
aQ((—b,a))=(ad — b?)a? >0, also detA > 0.

(c) Ist A=(a;;) positiv definit, so gilt Ist A negativ definit, so gilt

M a;;>0farallei=1,...,n. (Da;;<0farallei=1,...,n.

@) ai;aj;—ai;>0ftiralle 1 <i<j<n. (2) ai;ajj—ai;>0ftiralle 1 <i<j<n.

Die erste Behauptung folgt aus Q4(e;) > 0 bzw. aus Qa(x,e; + x,€;) > 0.
(d) Ist A’ eine k x k Untermatrix von A in der linken oberen Ecke von A, Also

A= :
k%

so ist A’ ebenfalls positiv definit. Man nennt det A’ den k ten Hauptminor von A.
Ist ndmlich A’ eine r x r-Matrix, so wahlt man x = (x,,...,x,,0,...,0) und erhélt Q,(x) =
xTAx =x'TA’x’ >0, wobei x’ =(x,...,x,).

Wir verallgemeinern die Eigenschaft (b) fiir beliebige Dimension.

Satz 7.5 (Sylvestersches Definitheitskriterium) Es sei A =(a;;) € R"", A= AT, eine sym-
metrische reelle Matrix. Fiirk =1,...,n bezeichen Ay =(a;;)i=1..x die ,abgeschnittenen“k X k -
i=1k

Matrizen. Aufserdem setzen wir d; = detAy. .
Dann gilt:
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(@) Qg ist genau dann positiv definit, wenn d > 0 fiirallek =1,...,n.
(b) Q4 ist genau dann negativ definit, wenn(—1)kd; >0 fiirallek =1,...,n

Man nennt die die Determinanten d die Hauptminorevon A.

Beweis. Wir beweisen (a). (1) Die Notwendigkeit der Bedingung ist klar: Ist A positiv definit,
so ist nach Bemerkung[ZZ] (d) fiir alle k die Matrix A; positiv definit. Damit sind alle ihre
Eigenwerte A(lk), oo )L(kk) positiv. Ferner gilt det A, = )L(lk) e Asck) > 0.

(2) Hinléinglichkeit. Seien alle d; > 0. Insbesondere sind alle A;. invertierbar. Man schreibt
nun A=A, in Kdstchenform wie folgt auf:

mit der symmetrischen (n—1)x(n—1)-MatrixA,_;, einem Spaltenvektor v € R""!und a € R.
Man rechnet nach, dass nun

A, ;1 O I, -1
I R

Nach Folgerung[Z4] ist A genau dann positiv definit, wenn die mit S transformierte Matrix

0
A,—1und b > 0. Nach Induktionsvoraussetzung ist aber d;, d5,...,d,-; > 0 und damit A,,_,

positiv definit. AuBerdem folgt aus der Zerlegung

Apr O . o L . . . s
( " b) positiv definit ist. Dies ist wiederum dquivalent zur positiven Definitheit von

detA=detSdetA,_;bdetS.

Nun ist aber S aber eine obere Dreiecksmatrix mit lauter Einsen auf der Diagonale; also ist
detS = 1. Folglich gilt detA = bdetA,_,. Mit detA > 0 und detA,_; > 0 folgt b > 0 und die
positive Definitheit von A ist gezeigt.

(3) Sei die Bedingung in (b) erfiillt. Wir betrachten die symmetrische Matrix —A. Alle Haupt-
minore von —A sind dann positivund damit ist —A nach (a) positiv definit und folglich ist A
negativ definit. Die Notwendigkeit folgt analog. |

Beispiel 7.4 Die Matrix

2 -1 -3
A=1-1 2 4
-3 4 9
ist positiv definit, da ihre Hauptminore
9 1 2 -1 -3
detA, =2, detAgz‘ . 2‘zS, detA=|-1 2 4 |=1
-3 4 9

alle positiv sind.
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Fiir positiv definite Matrizen kénnen wir Folgendes zusammenfassend feststellen.

Satz 7.6 (Aquivalenzsatz fiir positiv definite Matrizen) Fiir eine symmetrische Matrix
AeRmn, AT = A, sind dquivalent
i. A ist positiv definit.
ii. Es gibt eine invertierbare quadratische Matrix S € GL(n,R) mitA=S'S.
iii. Alle Hauptminore sind positiv.
iv. Alle Eigenwerte von A sind positiv.
v. Es gibt eine orthogonale Matrix U € O(n) und eine Diagonalmatrix A’ mit positiven
Diagonalelementen, so dass A=UTA'U=U"1A'U.
vi. S ist positiv semidefinit und detS # 0.
vii. S ist invertierbar undS=! ist positiv semidefinit.

7.2.6 Beispiel zur Hauptachsentransformation
Geben sei die quadratische Gleichung
flx1, %) =x246x,%,+ x5 +8x1 +8x,+1=0, x,x:€R,

welche eine Kurve C = {(x;,x,) € R? | f(x1,x2) =0} in der Ebene R? definiert. Ist C die leere
Menge, ein Geradenpaar, eine Ellipse, eine Hyperbel oder eine Parabel?

. . X . .
Wir schreiben f(x), x = ! , in Matrixform,
X2

f(x)=x"Ax+b'x+c A:(; i’), b:(g), c=1.

und fithren mit A die Hauptachsentransformation durch. Wegen detA = 1—-9 = —8 und
trA =2ist y4(A) =A2—2A—8 =(A—4)(A+2)und damit sind A; =4 und A, = —2 die Eigenwerte
von A. Die Eigenrdume sind:

1
V;, =Los(A—4,0)={x e R?| —3x1+3x2:0}:]R(1)

1
Vi, :Lds(A+2,0):{x€1R2|3x1+3x2:0}:]R( 1).

Die Orthonormalbasis aus Eigenvektoren lautet also E = {(1,1)/v2, (1,—1)/v2}. Die Trans-

1 1
formationsmatrix (vergleiche AbschnittB.3.6) S = \/% 1 1 fiihrt auf die neuen Koordina-
ten |
- - +y2) 1 1
=S'x, x=Sy=|"2 , xi=—(1+ ), xo=—1— o).
y y (%(Jﬁ — ) 1 ﬁ(h ¥2) 2 ﬁ(h ¥2)

Setzt man x; und x, in die Gleichung der Kurve C ein, so erhdlt man
0=4y?—2y2+8vV2y,+1= (y1+4f2)2—2y22—31 =422 222 -3l.

wobei z, = y; +4v2, z, = , eine weitere Koordinatentransformation (Verschiebung in Null-
punktslage) ist. Weil A jeweils einen positiven und einen negativen Eigenwert hat, handelt
es sich bei C um eine Hyperbel.
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7.3 Geometrie in euklidischen Raumen

Im Folgenden sei V ein euklidischer Raum mit Skalarprodukt.

7.3.1 Geraden und Strecken

Eine Gerade g in V ist durch einen Punkt p, € V und einen Richtungsvektor r € V, r # 0,
gegeben,
g=1{po+tr|teR}.

Ist po =0, so ist g sogar ein eindimensionaler Teilraum. Variiert der Parameter ¢ nur in einem
endlichen Intervall [a, b], sonenntman s = {p,+1tr |t € [a, b]} eine Strecke. Die Strecke pop;
von po nach py, po, p1 € V hat die Gestalt pop; ={(1 —A)po+Ap1 | A €[0,1]}.

Definition 7.5 Essei py€ V und U C V ein linearer Teilraum von V, dann bezeichnet man
M=p0+U={p0—|—u | uEU}

als affinen Teilraum von V. Wir bezeichnen dim M := dim U als Dimension des affinen Teil-
raumes M.

Punkte und Geraden sind also genau die null- bzw. eindimensionalen affinen Teilrdume von
V. Die n — 1-dimensionalen affinen Teilriume bezeichnet man als Hyperebenen.

Beispiel 7.5 (a) Fiir jedes lineare Gleichungssystem Ax =b, A€ R™*", b e R™, ist Los(A, b)
ein affiner Teilraum von R” der Dimension def A.
(b) Istv eV, v#0, soist

vt={xeV| (v, x)=0}

eine Hyperebene durch den Ursprung. Jede Hyperebene im R” ist gegeben durch eine ein-
zige lineare Gleichung:

H={(x1,...,x5) | a1x1 +--+a,x, = c},
wobei a =(ay,...,a,)#0, c € R. Die Hyperebenen des R? sind die Ebenen, die des R? sind

die Geraden.

7.3.2 Kurven und Fldchen zweiter Ordnung — Quadriken

Die allgemeine Gleichung 2. Grades im R” hat die Gestalt (mit a;;, ax, c €R)

n n
E ai]-xixj+2§ agxy+c=0, a;j=aj.
ij=1 i=1

Fasst man die Koeffizienten zu eine symmetrischen Matrix B = (a;;) € R"+*("+1) zusam-
A a
a' ¢
Gleichung schreiben als Pg(x)=(x, Ax)+2(a, x)+c=0.

men, B = , wobei a;; die Koeffizienten aus der Gleichung sind, so kann man die
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Als Quadrik bezeichnet man jede Menge (sofern sie nicht leer ist)
MB:{XERn|PB(X):O}, A#O

Die Gestalt einer Quadrik ist vollstdndig bestimmt durch Rang und Signatur von A und B.
Im Falle n =2 erhélt man die folgenden Normalformen von Quadriken (Kurven 2. Ordnung):

i. Ellipse, aix?+ a5x; =1, wobei a;a, #0.
ii. Hyperbel oder zwei sich schneidende Geraden, ajxi — a5x5 =1 oder =0 mit a, a, # 0.
ili. Parabel, x + bx, =0 mit b #0.

iv. xf=c mit ¢ > 0 (paralleles Geradenpaar) oder mit ¢ = 0 (Doppelgerade).
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