Kapitel 4

Determinanten

4.1 Definition und einfache Eigenschaften

Determinanten bilden ein dul3erst wichtiges Hilfsmittel in der linearen Algebra. Mit ihrer Hil-
fe kann man unmittelbar die Konsistenz von linearen n x n-Gleichungssystemen erkennen,
Volumina von Parallelepipeden ausrechnen, Geraden- oder Kreisgleichungen formulieren
u.v.a.
Es gibt im wesentlichen zwei Moglichkeiten, um Determinanten einzufiihren, zum einen die
Leibnizsche Definition, die einige zusdtzliche Erlduterungen bedarf und zum zweiten eine
axiomatische Charakterisierung, durch ihre wichtigsten Eigenschaften. Die letzte ist elegan-
ter und beinhaltet gleichzeitig eine einfache Berechnungsmethode.
Wir benutzen zunichst die axiomatische Charakterisierung der Determinante. Fiir eine ge-
gebene Matrix A = (a;;) € K"*" seien a; = Z;Zzl a;jej, i =1,...,n, die Zeilenvektoren der
Matrix. Hier seien e; die Zeileneinheitsvektoren im K. Dann kann man die Matrix auch
schreiben als

a

a;
A=

Qn

Definition 4.1 Eine Abbildung det: K"*" — K, A — detA, heillt Determinante, falls folgen-
des gilt:

(D1) detistlinear in jeder Zeile i = 1,..., n, das heilst, wenn a; = Ab; +uc;, A,u €
KK, b;,c; € K", dann gilt

( a \ (01\ ((11\

det | Ab;+uc; | =Adet| b; | +udet| c;

\ @) \an ) \a)
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58 4 Determinanten

Dabei seien bei den drei beteiligten Matrizen alle Matrixeintrdge aufSerhalb der
iten Zeile jeweils gleich.

(D2) det ist alternierend, das heil’t, vertauscht man zwei Zeilen a; und a;, so
andert sich das Vorzeichen:

(a)) (a))
a; a;
det| : | =—det
\@n ) \4n )

(D3) det ist normiert, das heifSt, det,, = 1.
Eine andere Schreibweise fiir det A ist

a ... dip a;; ... dip
det| : =
aAnp1 ... Qpup Ay ... Apn
Diese Definition der Determinante ist recht einfach. Es bleibt aber zu zeigen, dass solche

Abbildung tiberhaupt existiert. Zunichst wollen wir einige Eigenschaften, u. a. die Eindeu-
tigkeit, aus der Definition ableiten. Dazu setzen wir die Existenz voraus.

Satz 4.1 (Eigenschaften der Determinante) Esseidet: K"*" — K eine Determinantenabbil-
dung, dann gilt fiir alle A€ K"™" und A € K:

(D4) det(AA)=A"detA.
(D5) Besitzt A zwei identische Zeilen oder eine Nullzeile, so gilt detA =0.

(D6) Entstehtdie Matrix A’ aus A durch die dritte elementare Zeilenoperation, das heifst, man
erhdlt A’ aus A indem man das Afache der iten Zeile von A wurde zur j ten Zeile von A
addiert (wobei i # j), so gilt

detA’ =detA.

(D7) Ist A eine obere Dreiecksmatrix, also A=(a;;), a;j =0 fiirallei > j,

ay dip -t Qpn

0 ax - a
A= ,

0 0 ... aun

soistdetA=a, Gz a,,.
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. A C . . . .
(D8) Essein>2 undA= 0 A mit quadratischen Matrizen A, und A,. Dann gilt
2

detA=detA,detA,.

(D9) rgA < n ist dquivalent zu detA=0.

(D10) det ist eindeutig bestimmt.

Beweis. (D4) folgt unmittelbar aus (D1) indem man A aus jeder Zeile als Faktor herauszieht.
(D5) Vertauscht man identische Zeilen, so dndert sich die Matrix nicht, wohl aber das Vor-
zeichen der Determinante wegen (D3); also gilt det A = —det A und somit det A = 0. Aus einer
Nullzeile kann man durch Herausziehen des Faktors A = 0 erhalten, dass detA =0det A =0.
(D6) Sei i < j.Nach (D1) gilt

([ a ) (a)) (a)

a; a; a;
detA’ =det : =Adet| : |+det]| : |=detA.

Aa;+a; a; aj;

\ 4n ) &y 2y
Wir halten fest, dass durch die elementare Zeilenoperation (a) (Vertauschen zweier Zeilen)
ein Faktor —1 hinzukommt, durch Multiplikation einer Zeile mit A der Faktor A hinzukommt
und durch Zeilenoperation (c) sich die Determinante nicht dndert.

(D7) Ist ein Diagonalelement von A gleich Null, so kann der Gaul3-Algorithmus keine 7 fiih-
renden Einsen mehr erzeugen (vgl. auch BeispiellZ3 (d)), es entsteht mindestens eine Null-
zeile, sodass nach (D5), detA =0 = a;; - a,, gilt. Sind andererseits alle Diagonalelemente
von A von Null verschieden, so kann man zunichst aus jeder Zeile i den Faktor a;; wegen
(D1) herausziehen und erhélt

1 aj, - ay,
detA=a,, ---a,, det

Die nun folgenden Jordan-Schritte benutzen nur noch die elementaren Zeilenumformun-
gen vom Typ (c), dndern also die Determinante nicht. Als Endergebnis erhalten wir die Ein-
heitsmatrix I,,, deren Determinante nach (D3) gleich 1 ist. Damit ist (D7) gezeigt.

(D8) Zunichst bringen wir A; durch die elementaren Zeilenoperationen (a) und (c) auf
Dreiecksgestalt A]. Wir benutzten dabei keine Multiplikation von Zeilen. Angenommen, wir
machten k Zeilenvertauschungen, so gilt detA} = (—1)fdetA,;, nach (D3). Dabei ging C in
eine Matrix C’ tiber wogegen A, unverdndert blieb. Ferner gilt nach (D1)

detA=(—1)"det (Al C)
0 A
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Nun bringt man analog A, durch die elementaren Zeilentransformationen (a) und (c) (ohne
(b)) auf Dreiecksgestalt A’, etwa mit [ Zeilenvertauschungen. Dabei dndern sich A} und C’
nicht. Somit gilt einerseits det A, =(—1)! det A}, und andererseits:

A, C
detA=(-1)*""detA’=(-1)*"det| '

0 A
Da aber A} und A, beides obere Dreiecksmatrizen sind und im linken unteren Block nur
Nullen stehen, ist insgesamt A’ eine obere Dreiecksmatrix. Nach (D7) gilt dann detA’ =
detA] detA), also

detA=(—1)FdetA}(—1)' det A} = det A, detA,.

(D9) Ist rgA < n, so liefert der GauB-Algorithmus mindestens eine Nullzeile und damit ist
nach (D4), detA=0.
Sei umgekehrt rgA = n. Wendet man den Gauf3-Jordan-Algorithmus auf A an, so wird in
jedem Schritt die Determinante mit einer von Null verschiedenen Zahl multipliziert, bei (a)
mit —1, bei (b) mit A # 0 und bei (c) mit 1, und man endet mit r = n fiihrenden Nullen bzw.
mit der Einheitsmatrix. Nach (D3) ist aber detI,, =1, also war det A # 0.
(D10) Wir argumentieren dhnlich wie in (D9) und zeigen, dass sdimtliche Werte det A festlie-
gen. Angenommen, rgA < n, dann ist nach (D9), detA = 0. Ist hingegen rgA = n, so liefert
der GauR-Jordan-Algorithmus nach endlich vielen elementaren Zeilenoperationen vom Typ
(), (b) und (c) die Einheitsmatrix. Dabei gilt fiir den Ubergang von A nach A’ mittels Zeilen-
operation:

(a) detA=—detA’, (b)detA=AdetA’, (c)detA=detA".

In jedem Fall erhalten wir det A als Produkt von Faktoren —1, A # 0 und +1, wobei der letzte
Faktor gleich det I, =1 ist. Somit ist det A berechenbar und liegt fest. [

Beispiel 4.1 (a)

01 2 110 1 1 0 1 1 0
32 1=-1321==l0o -1 1]==l0 -1 1| =3
(D2) (D1) (D1) (D7)
110 0 0 1 2 0 0 3
(b)
0 b c d
—_ — _be.
c d 0 b ¢

Ist a # 0, so addiert man das —ﬁfache der ersten Zeile zur zweiten Zeile und erhélt dann mit
(D7)
a b

bc
0 d—=

=ad —Dbc.

c d

ab‘

Somit gilt allgemein
a b
d

‘:ad—bc
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auch fur a = 0; wir leiteten die bereits aus Abschnitt[L.3]lbekannte Formel ab.
(c) Eine Matrix A € K" heil’t schiefsymmetrisch, wenn AT = —A. Nach (b) gilt fiir die schief-

b
symmetrische Matrix A = ( 0), detA = b2. Wir berechnen die Determinante einer

-b
schiefsymmetrischen 3 x 3-Matrix:

0 a
—-a 0 ¢
-b —c 0

Addiert man nun zur Zeile 3 das § fache der Zeile 1 und das —% fache der Zeile 2, so ist die

neue dritte Zeile eine Nullzeile und daher folgt aus (D5), dass detA =0.

4.2 Gruppen

Um einige Eigenschaften der Determinante beweisen zu konnen, benétigen wir den Begriff
der Permutationsgruppe und des Charakters einer Permutation.

Definition 4.2 (a) Eine Gruppeist eine Menge G zusammen mit einer Operation G x G — G,
(a,b)— ab, genannt Gruppenoperation oder Gruppenmultiplikation, sodass die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

(G1) Esgilt das Assoziativgesetz a(bc)=(ab)c fiir alle a, b, c €G.
(G2) Es gibt ein neutrales Element e € G, sodass fiir alle a € G giltae = ea =a.
(G3) Zujedem Element a € G gibt es ein Inverses Element a~!, sodass giltaa=' =a~'a =e.

Gilt auBerdem das Kommutativgesetz ab = ba fiir alle a, b € G, so heilst G abelsch.
(b) Ein Gruppenhomomorphismus ist eine Abbildung f: G — H einer Gruppe G in eine
Gruppe H, fiir die gilt

f(gg)=1(g)f(g") firalleg, g'€G. 4.1)

Beispiel 4.2 (a) Jeder Korper K bildet beziiglich der Addition mit dem neutralen Element
0 eine abelsche Gruppe (IK,+,0). Ist K ein Korper, so ist (IK\{0},-,1) eine abelsche Gruppe.
Jeder Vektorraum V bildet beziiglich der Addition eine abelsche Gruppe (V, +,0). Jede lineare
Abbildung zwischen Vektorrdumen ist ein Gruppenhomomorphismus.

(b) Es sei X eine beliebige nichtleere Menge. Dann ist

S(X)={f: X — X| f ist bijektiv}

beziiglich der Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen eine Gruppe, (S(X),¢,id x), wobei
das neutrale Element die identische Abbildung id x ist und die Umkehrabbildung f~! die zu
f inverse Abbildung ist.

Beweis. (1) Abgeschlossenheit. Es seien g, f € S(X). Nach Ubungsaufgabe 1.4 ist die Kompo-
sition g-f wieder bijektiv; also g-f € S(X).
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(2) Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ nach Lemmal[lTl

(3) Die Identitit ist bijektiv, id x € S(X) und es giltid x°f = f-id x = f fiir alle f € S(X).

(4) Wenn f € S(X), so existiert die inverse Abbildung f~! und ist ebenfalls bijektiv; ferner gilt

fof' = f~'-f = idx. Damit sind alle Gruppenaxiome erfiillt, (S(X),°,id x) ist eine Gruppe.
]

(c) Ist K ein Korper, so bildet GL(n, K), die Menge der invertierbaren Matrizen, eine Grup-
pe beziiglich der Matrixmultiplikation. Das neutrale Element ist die Einheitsmatrix I,, und
A~list das zu A inverse Element. Ist V ein Vektorraum, so ist die Menge der Automorphis-
men, GL(V) eine Gruppe beziiglich der Hintereinanderausfiihrung. Es ist GL(V) C §(V) eine
Untergruppe.

4.2.1 Die symmetrische Gruppe
Permutationen

In diesem Abschnitt wollen wir das Beispield2l (b) mit einer endlichen Menge X =
{1,2,...,n} genauer studieren. In diesem Falle schreiben wir S(X) =: S,, und nennen diese
Gruppe die symmetrische Gruppe von n Elementen. Die Elemente der Menge sind die bi-
jektiven Abbildungen f: X — X. Diese Abbildungen heillen auch Permutationen von X. Wir
wollen Permutationen als zweireihige Schemas aufschreiben, wobei in der ersten Zeile die
Elemente von X (moéglicherweise ungeordnet) stehen und darunter in der zweiten Zeile ihre
Bilder:

f—( 1 2 3 n )
S\ f@ fe - fm)

Beispiel 4.3 Die 6 Elemente von S; sind

1 3 1
id = , S1=

1 3 2
(123 [
3— 3 1 ’ 1= 2

In diesem Falle ist
1 2 3 1 2 3 1 2 3
S$1°82 = ° = =21
21 3 1 3 2 2 31

wihrend s;°s; = z, gilt. Man beachte, dass wie immer bei Abbildungen zuerst die rechtsste-
hende und dann die links stehende Permutation ausgefiihrt wird.

[NCREN \CREE \CR S

w N =N
—_— W
N—
N
[\S]
1 [
N
W =
— N
NSRSV
N—

Bemerkung 4.1 (a) Die Gruppe S,, ist fiir n > 3 nicht abelsch. Die Gruppen S; und S, beste-
hen jeweils nur aus einem bzw. aus zwei Elementen und sind beide abelsch.
(b) Durch vollstdandige Induktion beweist man, dass #S,, = n!.
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Wir werden Permutationen oft mit kleinen griechischen Buchstaben bezeichnen. So ist zum
1 2 3 45
2 4156

0_1_241563_123456
“\1 23456/ \316 245

Der Charakter einer Permutation

o 6] . . .
Beispiel die zu o = ( 3) inverse Permutation gleich

Definition 4.3 Es sei 7 €S,, eine Permutation.

(a) Als Inversion (oder ,Fehlstellung®) von 7 bezeichnen wir ein Paar (i, j), i,j € X, i <j mit
(i) > n(j).

Wir bezeichnen mit inv(7) die Anzahl der Inversionen von 7 und nennen sign (7) = (—1)"v(7)
den Charakter der Permutation 7. Ist sign(7) = 1, so heillt 7 gerade, ist hingegen sign () =
—1, so nennt man 7 ungerade.

So haben die Permutationen s; und s, aus Beispiel jeweils eine Inversion, ndmlich (1,2)
bzw. (2,3), wogegen s3 drei Inversionen (1,2), (1,3) und (2, 3) besitzt:

inv(id)=0, inv(s;)=inv(s;)=1, inv(s3)=3, inv(z;)=inv(z,)=2.
Somit gilt fiir die Charaktere der Permutationen
sign(id) =sign(z;)=sign(z,)=1, sign(s;)=sign(s,)=sign(s3z)=-1.

Lemma4.2 Esseienm,0 €8S,,.
(a) Dann gilt

. n(j) - ﬂ(t)
signmw = —_—

1<i<j<n j—i

(b) sign(me0) = sign msign o. Insbesondere gilt sign = sign !

Beweis. (a) Zunéchst tiberlegt man sich, dass im Zdhler und im Nenner des Bruchs jeweils
samtliche Differenzen zweier voneinander verschiedener Zahlen j und i vorkommen, even-
tuell aber mit unterschiedlichem Vorzeichen. Damit ist dass Produkt gleich 1 oder —1. Genau
dann, wenn 7(j) < (i), wenn also (i, j) eine Inversion ist, kommt ein negatives Vorzeichen
hinzu. Die Gesamtzahl der negativen Vorzeichen ist also inv(7), sodass das Produkt gleich
sign 7 ist.

(b) Nach (a) gilt

Ao = Ho) _ o)) rlott) o) o0
sign(zo)=] | -=o=e ==

i<j i<j

Der zweite Faktor ist nach (a) gleich signo. Also geniigt es zu zeigen, dass das erste Produkt
gleich sign 7 ist. Nun gilt aber

[[ReW=ro@) [ moG)-rlol) [ moG)-rlol)
o()—a(i) LI ooy L) Te(h=o)

o(i)<o(j) o(i)>o(j)

i<j
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(o(j))—n(o(i))

Vertauscht man im zweiten Faktor die Rolle von i und j, so d@ndert sich am Bruch (o)

und man kann fortsetzen mit
l—[ n(o(j)) — n(o(i)) l—[ n(o(j))—n(o(i))
LI “e()-oy LI Te(h-o()

o(i)<o(j) o(i)<o(j)

Nun kann man beide Produkte wieder zu einem Produkt zusammenfassen:
l—[ n(o(j)) — n(o(i))
o(j)—o@i)

o(i)<o(j)
Da o bijektiv ist, durchlaufen r = o (i) und s = o(j) alle Zahlen von 1 bis rn, also
n(s)—mn(r) _ .
= l_[ —————= =signm.
r<s s—r
Damit ist die Behauptung gezeigt. Wegen signid = 1 folgt signosigno~! = signid = 1 und
damit folgt die zweite Behauptung signo =signo . |

Bemerkung 4.2 (a) Ist H={—1,1} die Gruppe aus 2 Elementen beziiglich der gewthnlichen
Multiplikation, so ist sign: S,, — H nach (b) ein Gruppenhomomorphismus.

(b) Multipliziert man nacheinander die Menge der geraden Permutationen A,, mit der Per-

. 1 2 3 n .
mutation T = s 1 3 , so entstehen nach obigem Lemma nur ungerade Permuta-
e n

tionen, denn sign7 = —1 (7 hat genau eine Inversion). Aus verschiedenen geraden Permuta-

tionen o; und o0, erhidlt man dadurch aber auch verschiedene ungerade Permutationen 7o,
. . . . . . !

und 70,. Es gibt also genauso viele gerade wie ungerade Permutationen, ndmlich #A,, = Z.

4.3 Rechnen mit Determinanten

Zunichst wollen wir (D1) formalisieren bzw. auf mehrere Summanden erweitern.

Lemma 4.3 Es seidet: K"*" — K eine Determinantenfunktion. Dann gilt fiir alle A= (a;;) €

Knxn
ejl
n .
d _ d e]z
etA= ayj, azj, -+ ayj,det | - |. (4.2)
jlyj2v'"vjll:1 ‘
€jn

Dabei haben wir n Summen, die jeweils von 1,...,n laufen, also n" Summanden.

Beweis. Wir fixieren die Zeilen 2 bis n und schreiben die erste Zeile mit Hilfe der Basiszeilen-

vektorene;, € K1*" als a, = 2;1:1 aij ej,. Wegen (D1) gilt dann

n
Zjlzl aij,€j, €j

a 1 a;
detA =det . :Za”l det
: ji=1

a, an
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Macht man dasselbe mit der 2.Zeile a, = ZZZI asj,€j,, so erhdlt man

€,
n on €,
detA:ZZaljlazjzdet as
J1i=1j2=1
Qn
Setzt man dies fort bis zur nten Zeile, so erhédlt man die Behauptung. [
Zum Beispiel haben wir
a b|_ 1ol o1 o ol f do1f o1
c d| |c d c d| 10 01 10 0 1
1 0 1 0 01 0 1
=ac ad bc bd .
1 0+ 0 1+ 1 0+ 0 1

4.3.1 Leibnizdefinition der Determinante

Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen, wie man die Berechnung jeder Determinante zu-
riickfiihren kann auf die Berechnung der n” Determinanten

det| |, Jju..,jn=1...,m, (4.3)
€,

die nur aus Nullen und n Einsen bestehen. Nach Determinateneigenschaft (D4) sind aber
alle diejenigen Determinanten gleich Null, die mindestens zwei gleiche Zeilen haben, wo al-
so der Rang der entsprechenden Matrix kleiner als 7 ist. Die Determinanten sind daher
von Null verschieden, wenn sie vollen Rang n haben. Das ist genau dann der Fall, wenn in
jeder Spalte der Matrix genau eine Eins steht bzw., wenn alle Indizes ji, j,,..., j, paar-
weise voneinander verschieden sind. Das n-Tupel o =(j,..., j,) stellt also eine Permutation
von {1,...,n} dar. Somit vereinfacht sich die Formel zZu

€o(1)
€o(2)
detA= Z A16(1)A20(2) *** Ano(n) det . . (4.4)
€S, :
ecr(n)

Wir kehren nun zum Gaul3-Algorithmus zuriick, um die Determinante der Permutationsma-
€o(1)

. €o(2) . o . :
trix Py = . zu berechnen. Dabei gehen wir wiefolgt vor: Wir vertauschen zwei be-

ecr(n)
nachbarte Zeilen, wenn in der oberen Zeile i die Eins rechts von der Eins in der darunter
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liegenden Zeile i + 1 steht, wenn also o(i) > (i +1). In diesem Falle ist (i, i 4+ 1) eine Inversi-
on der Permutation o. Durch den Tausch geht die Permutation ¢ in eine neue Permutation
o’ liber, die genau eineInversion weniger hat als o, inve’ =invo — 1. In der Tat, ist (k, i) eine
Inversion von o, soist (k,i+1) eine Inversion von o’; war (k, i+1) eine Inversion von o, so ist
nach dem Tausch (k, i) eine Inversion von ¢’. Waren schlief3lich (i, j) bzw. (i + 1, j) Inversio-
nenvon o, so sind (i +1, j) bzw. (7, j) Inversionen von ¢’. Weitere Inversionen kann ¢’ nicht
haben. Nach genau invo Nachbarzeilenvertauschungen, haben wir also die Einheitsmatrix
aus P, hergestellt. Somit gilt nach (D2) und (D3):

€o(1)
€o(2) i .
det U =(—1)"9detI, =signo.

€o(n)

Satz 4.4 (Leibnizdefinition) Fiir jedes n € N gibt es genau eine Determinantenfunktion
det: K" — K. Sie ist gegeben durch

detA= Z SIgNOT A161)A20(2) " Ano(n)- (4.5)
€S,
Beweis. Wir haben oben gesehen: Wenn es iiberhaupt eine Determinantenfunktion gibt, so
muss sie erfiillen. Wir miissen also nur noch zeigen, dass die durch gegebene Funk-
tion tatsichlich die Bedingungen (D1), (D2) und (D3) einer Determinante erfiillt.
In der Tat ist (D1) erfiillt, denn ersetzt man bei fixiertem Zeilenindex i die Matrixelemente
aig(iy durch Ab;g iy + UCio(i), SO ist

Z signoa g+ (M?ia(i) +.UCia(i)) tApo(n) = A Z Signo gy bio(i) o Apon)t

€S, oESy

U Z SigNO A145(1)"** Cio(i)*** Ano(n) = Adet A"+ udet A”.
=3
Die Vertauschung zweier Zeilen i und j, i # j, kann man durch die Multiplikation von o mit
i
joeee
eine ungerade Permutation ist. Es sei A’ die Matrix mit den vertauschten Zeilen a; und a;,
wobei i < j. Dann ist

1
der Permutation 7 = (1 korrigieren. Man beachte, dass signt =—1

detA’ = Z sign Oaio(1)---Ajo(i)++ Aio(j) -+ Ano(n)

€S,

= Z SIgNO a1 or)1)--- Ajor)) - -+ Aifow)i) -+ AnfoT)(n)
ges,

= Z (=1)sign(or)oaie)...... Anor(n)=—detA.
oTEeS,

Schliefilich ist klar, dass die Leibnizdefinition die Normierungsbedingung erfiillt, denn

in @ID) bleibt ein einziger Summand iibrig, ndmlich der zur identischen Permutation:

detI, =, sign(id) a;;---an, =1. (]
g

=i
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Beispiel 4.4 Mit Hilfe der Leibnizdefinition berechnen wir detA, A = (a;;) € IK**3. Die sym-
metrische Gruppe S; besitzt drei gerade Permutationen id, z; und z, und drei ungerade
Permutationen s;, s, und s3, also gilt

detA=a1a2a33 + Q1202303 + Q13021 A3 — A12021 033 — A13G 22031 — A11A2303).

- Dasselbe Ergebnis erhdlt man

a]_l a12 813 all a12 mit der Sarrusschen Regel:

L’ L’ L’ Achtung, sie gilt nur fiir 3 x 3-

\ e >\ L7 Matrizen. Man schreibt zu-

az a 82 a az nidchst die beiden ersten

1 22 3 | 21 2 Spalten als vierte und fiinfte

e e \/\/ \ Spalte hinten an und berech-

7 7 e net die sechs Produkte auf

a31 a32 a33 i a31 a-32 den entstehenden Haupt- und
| Nebendiagonalen.

Lemma 4.5 Fiir eine quadratische Matrix A gilt detA=detAT.

Beweis. Es sei A=(a;;) € K"**. Dannist AT =(a;;) und

detA” = Z SigNo Ay --- Ao(n)n

€S,

= E SIgNO A1,5-1(1)--- An,o-'(n)
ges,

= Z signo ™! @y 5-11)- - Apo-1(n) = det A.
oles,

Hierbei benutzen wir Lemma[2l(b) und den Fakt, dass mit o auch o~! die gesamte S,
durchliuft.

Folgerung 4.6 Fiir die Determinantenfunktiondet: K" — K" gilt

(DI’) det istlinear in jeder Spalte j, j =1,...,n, das heifst, ista; = AB; +uy;, Bj,r; € K™, so
ist

det(ay,...,ABj +uyj,...a,)=Adet(ay,..., Bj,...,a,) +udet(ay,...,7j,...,an).

(D2’) Vertauscht man in A zwei Spalten a; und a;, so dndert sich bei der Determinante das
Vorzeichen.

(D5’) Besitzt A zwei identische Spalten oder eine Nullspalte, so ist detA=0.
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(D6’) Entstehtdie Matrix A’ aus A indem man zur j ten Spalte von A das Afache der i ten Spalte
addiert und alle anderen Spalten unverdndert ldsst, so gilt det A’ = det A.

(D7’) Fiir eine untere Dreiecksmatrix

ai 0 0 0

ar A o - 0
A=

apy Ap2 - Ann

giltdetA=aynaz - au,.

Beweis. Die Eigenschaften folgen alle aus den entsprechenden ,Zeileneigenschaften®, da
beim Transponieren Zeilen in Spalten {iber gehen und detA =detAT. |

Bemerkung 4.3 Analog zum Gaul$-Jordan-Algorithmus kann man daher die Determinan-
te auch durch die drei elementaren Spaltenoperationen berechnen: (a) Multiplikation einer
Spalte mit einer von Null verschiedenen Zahl A , (b) Vertauschung zweier Spalten und (c)
Addition des u-fachen einer Spalte zu einer anderen Spalte. Dabei muss man bei (a) und (b)
den Faktor A bzw. (—1) beachten.

Natiirlich kann man auch beliebig elementare Zeilen- und Spaltenoperationen miteinander
koppeln.

4.3.2 Entwicklungssitze und inverse Matrix

Wir geben hier eine dritte praktische Moglichkeit an, Determinanten zu berechnen.
Wir beginnen mit einer einfachen Uberlegung, die aus (D8) und (D8’) folgt. Dazu sei

A€ K™" Dann gilt
det Lo =det 1o =det 1o =detA. (4.6)
0 A 0 A x A

Dabei steht * fiir einen beliebigen Zeilen- bzw. Spaltenvektor.

Satz 4.7 (Zeilenentwicklungssatz) Es sei A = (a;;) € K™ und A;; € K*=U*"=1 bezeichne
die Matrix, die aus A dadurch entsteht, dass man die i te Zeile und die j te Spalte streicht.
Dann gilt fiirallei =1,...,n:

detA=) (~1)"/a;;detAy;. (4.7)
=1

Man nennt @) die Entwicklung der Determinante nach der iten Zeile.
Beweis. Fiir alle i, j bezeichne A’ i die n x n- Matrix, die aus A entsteht, indem man alle Ein-
trage der iten Zeile und alle Eintrége der jten Spalte Null setzt bis auf das Element a, i=L
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das Eins gesetzt wird. Wegen der Linearitidt von detA in der iten Zeile folgt wie im Beweis
von (4.2)

ij’

n
detA= Z a;jdetA;
=

wobei wir die Elemente der jten Spalte zu Null gemacht haben (bis auf a;; = 1) mit Hilfe der
dritten elementaren Spaltenoperation. Nun tauschen wir die ite Zeile von A i schrittweise
nach oben in die erste Zeile und die jte Spalte schrittweise nach vorn in die erste Spalte,
wobei wir die Reihenfolge der jeweils anderen Zeilen und Spalten beibehalten. Dazu sind
genau I — 1 Nachbarzeilenvertauschungen und j — 1 Nachbarspaltenvertauschungen notig,

sodass
o 1 0 o
detA;, =(—1)"""*"'det =(—1)"" detA;;.
I 0 Ay
Setzt man dies oben ein, so folgt die Behauptung. |

Folgerung 4.8 (Spaltenentwicklungssatz) Mit den Bezeichnungen des Zeilenentwicklungs-
satzes gilt fiirallej =1,...,n:

detA:Z(—l)i+ja,-j detAi]-. (4.8)
i=1

Man nennt @38) die Entwicklung der Determinante nach der jten Spalte. Der Beweis folgt
sofort aus dem Zeilenentwicklungssatz, zusammen mit det A = detA'.
Man beachte bei den Entwicklungssétzen die schachbrettartige Anordnung der Vorzeichen:

+ - +
_+_
+ - +

Beispiel 4.5 (a) Die Entwicklung von A =(a;;) € K33 nach der 2. Zeile liefert

ayp adis a; 4ais ay axp
detA=—a21 + ay — a3

as; dss asy dss asy asp

(b) Entwicklung nach der 2. Spalte und dann nach der 3. Zeile liefert:

15 7 1
0 2 3
00 2 3 2 3
=(-5)[8 -1 2|=(-5)9 ——45.7=—315.
8 0 —1 2 -1 2
9 0 0
90 0 0

Satz 4.9 (Inverse Matrix) Es sei A = (a;;) € GL(n,K) eine invertierbare Matrix, und es sei
dji :(—1)i+j detAi]-, l,] = 1,...,”.
Dann gilt

1

Al=——
detA

(dij)i,jzl...n- (4.9)
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Beweis. Wir miissen zeigen, dass (A B);; = 0;; fiiralle i, j =1,..., n, dabei ist B die Matrix auf
der rechten Seite von @.9). Fiir i = j ist in der Tat nach dem Zeilenentwicklungssatz

1 < . detA
AB ii — i —1 k+ld tAl = =
(45) detA ;a «(=1) ik detA
Fiir i # j haben wir
1 4 .
(AB)ij :M Z(—l)kﬂaik detAjk. (4.10)

k=1

Ersetzt man in der Matrix A die jte Zeile durch die ite Zeile, so erhdlt man eine Matrix A’
mit detA’ = 0 wegen (D5). Entwickelt man nun A’ nach der jten Zeile, so erhilt man die
Unterdeterminanten detA;; mit den Koeffizienten (—1)**/a;, also genau die Formel der
rechten Seite von I0). Folglich gilt

1
(A B)ij = m detA’=0.

Beispiel 4.6 (a) Fiir eine reguldre Matrix A = ((Z Z) € GL(2,K) gilt
Al 1 d -b
ad—-bc\-c a |’
(b) Fiir eine reguldre Matrix A =(a;;) € GL(3, K) gilt

1 1
(A3 =——(-1)""detAs =

detA detA Ay dAr3

ayn flls‘

4.3.3 Multiplikationssatz und die Determinante und Spur von T € L(V)
Satz 4.10 (Multiplikationssatz) Es seien A, B € [K"*". Dann gilt det(AB)=detA det B.

Beweis. Wir benutzen die Leibnizdefinition fiir C=AB, c¢;, = Z;lzl aiibji:

n n n
detC = Z signo Z ajy bjla(l)z A2j,Djpo(2) Z Anjubjuon)
j1=1 J2=1

oS, Jjn=1
n

= D ayaw, Y signobjuembjeoen - bimom

Juj2renjn=1 oes,

Ist nun j =(jy,...,j,) keine Permutation von {1,...,n}, so ist der entsprechende Summand
Zaesn signobjnenbj2o@  bjmyom) gleich Null, da die Matrix zwei identische Zeilen hat.
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Wir kénnen uns also auf Permutationen j = (j(1),...,j(n)) € S, beschranken. Durch Um-
ordnen der Faktoren b;u)c1)bj2)o2) " Djtnom) erhalten wir by j-150)b2 j-16(2)*** by, j-10(n). We-
gen sign j~! =sign j gilt:

detC = Z ayj, -+ Anj,sign j Z signj~'signo by j-1501)b2,j1002) Duj1o(m)

JjE€Sn oS,
= Z sign(j)a,j, ---anj, det B=detAdet B.
j<Su

1

Folgerung 4.11 (a) Es sei A € GL(n, K) eine invertierbare Matrix. Dann gilt detA~! = Tod®

(b) Einander dihnliche quadratische Matrizen haben dieselbe Determinante.

Beweis. (a) Nach dem Multiplikationssatz ist 1 = det,, = det(AA~!) = det Adet A~!. Hieraus

folgt (a).

(b) Nach dem Multiplikationssatz und (a) gilt detAMA~! = detAdetM(detA)~! = det M.
]

Bemerkung 4.4 (a) Man kann nun die Determinante einer linearen Abbildung T:V — V,
wie folgt sinnvoll definieren. Es sei B eine endliche Basis von V. Wir setzten detT :=
det My 3(T) und nennen diese Zahl die Determinante von T'. Diese Definition hingt wegen
der Transformationsformel fiir Endomorphismen, M’ = AMA~! und wegen Folgerungi.TT]
(b) nicht von der speziellen Wahl der Basis B ab.
So erhalten wir im Beispiel (d) als Determinante des Verschiebungsoperators V, €
L(R,[x]), det V; =1 und fiir die Differentiation D: V — V auf den trigonometrischen Polyno-
men hochstens zweiten Grades (siehe Ubungsaufgabe 6.3) gilt det D = 0, da die Matrixdar-
stellung von D eine Nullspalte hat.
(b) Fiir eine quadratische Matrix A = (a;;) € K"*" definieren wir die Spur von A als trA =
2:21 ay; die Spur von A ist also die Summe der Hauptdiagonalelemente von A. Es gilt fiir
alle A, B € [K"*":

trAB =tr BA.

In der Tat ist
trAB= Z(AB)kk :ZZ akjbjk = Zijkakj = Z(BA)” =tr BA.
k=1 k=1 j=1 J=1 k=1 =1
Hieraus folgt, dass einander dhnliche Matrizen M und M’ die gleiche Spur haben. Es ist ndm-
lich
trM =tr(A"LMA)=tr(MA-A™Y)=tr(MI,)=tr M.
Wir definieren die Spur eines linearen Endomorphismus T € L(V), dim V < oo iiber die Spur
einer Darstellungsmatrix M 5(T):

trT:=tr Mg p(T).
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Da dhnliche Matrizen dieselbe Spur haben, liefert diese Definition fiir alle Basen von V die-
selbe Zahl. So ist z. B. tr(id y) = dim V, tr D = 0 (Differentiation D € L(IR3[x])) , trV, =dim V
als lineare Abbildung V,: V— V.

4.4 Einfache Anwendungen der Determinante

4.4.1 Cramersche Regel

Wie im Abschnitt tiber Entwicklungssétze bezeichnen wir die Spalten einer Matrix A = (a;;) €
K™ mit a; = Z?:l a;je;, wobei hier e; € K"*! den jten Spalteneinheitsvektor bezeichnet.
Satz 4.12 (Cramersche Regel — Gabriel Cramer, 1704 -1752) Es sei A € GL(n,K) eine regu-
ldre Matrix und b € K"*! ein Spaltenvektor. Dann erhdlt man die Losung x € K"*! des li-
nearen Gleichungssystems Ax = b folgendermafSen: Man ersetzt in der Matrix A die ite Spalte
a; durch die rechte Seite b und berechnet die entsprechende Determinante. Fiiri =1,...,n ist
dann

X; = det(ay,...,ai—1,b, qjs1,..., Q).
i detA ( 1 i—1 i+1 n)
Also ist
1 ay ... bl oo A1p
x.: eee
" detA
am, ... b, ... au,

Beweis. Fiir die Losung x hat man die folgende Identitédt in Spaltenvektoren: x;a; + x,a, +
-+ Xx,a, =b.Da die Determinante linear in den Spalten ist, (D1)’, gilt:

det(b, as,...,a,)=det(x a1 + X202) + -+ X, Qp, Ao, ..., Oy)
=x;det(ay, s, ..., a,)+ xdet(as, s, ..., a,)+ -+ x,det(a,,...,a,)

= x;detA.

Daraus folgt die Behauptung fiir x;; analog beweist man sie fiir x», ..., x,. n

4.4.2 Ebene Geometrie

Mit Hilfe von Determinanten lassen sich Geraden und Kreise besonders elegant darstellen.

Lemma4.13 Sind A = (a,,a,) und B = (by, b,) zwei verschiedene Punkte im R?, dann liegt
(x1,x2) € R? genau dann auf der Geraden durch A und B, wenn

X1 X2 1
a, ap 1{=0. (4.11)
by by, 1
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Beweis. In [ I1) subtrahieren wir die zweite Zeile von der ersten und der dritten und ent-
wickeln dann die Determinanate nach der 3. Spalte:

X1—dAy Xo—ady 0
X1—ay Xp—ap
|A|: a, a 1l|=— =0.
by—a, b,—a,
bl—al bz—az 0

Dies ist dquivalent zu (x; — a;)(b, — a») — (x» — a»)(b; — a,) = 0 und falls b, # a, weiter zu
2-4 " der bekannten 2-Punkte-Gleichung der Geraden. [

Xo—d2 - bz—bl’

Xi—ay __

Lemma 4.14 Gegeben seien drei Punkte A = (a,,a,), B = (b1, b,) und C = (cy, c,) der Ebene
R2, die nicht alle zusammen fallen. Dann gibt es genau einen Kreis h oder eine Gerade h durch
A, B und C. Ein variabler Punkt X = (x,,x,) liegt auf h genau dann, wenn

x4x: o x 1
as+a; a, a, 1:O
b2+b, by by 1
ci+c: ¢ ¢ 1

4.4.3 Lineare Unabhiingigkeit von Polynomen
Lemma4.15 Die Menge der Monome B = {1,x,x2,...} bildet eine Basis im Vektorraum R [x].

Beweis. Nach BeispiellZ3J (c) ist B erzeugend fiir R[x]. Wir miissen die lineare Unabhéngig-
keit noch zeigen. dazu miissen wir die lineare Unabhédngigkeit jeder endlichen Teilmenge
B, =1{1,x,x2,...,x"" '} nachweisen. Angenommen

Qo+ a1 X +ax*+ 4 a1 x"1=0

in R[x] fiir eine gewisse Linearkombination der Monome. Dann muss diese Identitét insbe-

sondere fiir n verschiedene paarweise verschiedene x-Werte x;, x5, ..., x, gelten:
ao+onx;i+-+a,1x! =0, i=1,...,n.

Dies ist nun ein lineares Gleichungssystem in den Variablen ¢;, i =0,...,n — 1 mit der qua-
dratischen n x n-Koeffizienetenmatrix

2 n—1

I x xp - x|
2 n—1

A= I X x5 - X,
2 n—1

1 x, x5 - x,

Die Determinante ist eine Vandermondsche Determinante, diese ist nach Ubungsaufgabe
9.2 gleich

detA= l_[ (xj —x;).

1<i<j<n
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Da die x; als paarweise verschieden gewdhlt wurden, isti x; — x; # 0 fiir alle Paare (i, j), i # J,
also ist detA # 0; das homogen lineare Gleichungssystem Aa = 0 besitzt nur die triviale
Losung ag=a; =+--=a,—; = 0. Damit ist B, linear unabhingig und B ist eine Basis. |
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