Zerlegung in Quadratzahlen

Die Zerlegung von naturlichen Zahlen in die Summe von Qatadhlen ist eine alte, ab-
geschlossene Theorie, die schon v&@RMAT im 17. Jahrhundert und spater Vo ER,
LAGRANGE und AcoBI bearbeitet wurde; die wichtigsten Resultate gehen auf blé:n o
genannten zuriick.

Unmaoglichkeitssatze zu Zerlegungen

Wir werden spater sehen, dass jede natirliche Zahl alsr&uwon hochstens vier Quadrat-
zahlen darstellbar ist. Dies wurde schon V&RMAT vermutet und spater VOnAGRANGE
bewiesen. Die Anzahl dieser Darstellungen bestimmta!, siehe Satz 10.

Satz 1 (a) Eine Primzahl der Formik + 3 lasst sich nicht als Summe von zwei Quadratzah-
len schreiben

(b) Eine Zahl der Formt” (8% +7) lasst sich nicht als Summe von drei Quadratzahlen schrei-
ben.

Beweis. (a) Die quadratischen Reste modulo 4 sind O und 1. Somitdi@&R 3 nicht als
Summe zweier solcher Reste schreiben.

(b) Mit vollstandiger Induktion tbern. Im Fallen = 0 betrachten wir die quadratischen
Reste modulo 8; das sind 0, 1 und 4. Die Summe dreier solch&te Rann aber niemals
den Rest 7 ergeben. Nehmen wir jetzt an, die Z&f8% + 7) ist nicht als Summe von drei
Quadraten darstellbar. Wir haben zu zeigen, dass dann4dtiefgk + 7) nicht als Summe
von drei Quadratzahlen darstellbar ist. Angenommen, éslgith eine derartige Darstellung

4" 8k +7) = u? + v + w

Dann folgt ausu? + v? + w? = 0 (mod 4) sofortu = v = w = 0 (mod 2), denn der
Rest0 lasst sich nur al® = 0 + 0 + 0 (mod 4) mit drei quadratischen Resten modulo
4 darstellen. Dann kann man aber die obige Gleichung ddrdividieren und man erhalt
einen Widerspruch zur Induktionsannahme, [4, Abschrit 6. OJ

Bemerkung Es ist erwahnenswert, dass alle Zahlen, die nicht von den Bd(8% + 7) sind,
als Summe von 3 Quadratzahlen darstellbar sind. Dies istisgly zu zeigen. Den Beweis
findet man etwa in [5, Band I, Teil lll, Kap. 4] n

Die Darstellung naturlicher Zahlen als Summe von Quadrate

Im folgenden Abschnitt werden wir die Frage beleuchten, wame naturliche Zahl als
Summe von zwei bzw. vier Quadratzahlen darstellbar ist. Bamuss werden wir — al-
lerdings ohne Beweis — auch Formeln fur die Anzahl solchetegungen angeben. Haben



wir im vorigen Abschnitt einfache Negativ-Resultate besgie, so wollen wir uns nun den
etwas schwierigeren Existenz- und Eindeutigkeitssdireherlegungen zuwenden.

Satz 2 (a) Es seienn = a® + b> undn = 22 + y?. Dann ist

mn = (azx + by)? + (ay — br)? = (ax — by)* + (ay + bx)”.

(b) Es seienn = a® + b* + ¢ + d?> undn = 2 4 y? + 22 + u2. Dann gilt

mn = A®> + B? + C* + D?, wobei
A =ax + by + cz + du, B=ay—br —cu+dz,
C =az+bu— cx — dy, D =au—bz+ cy — dzx.

Bemerkung: Die Formeln aus (a) werden mitunt&olNARDO VON PISA (1180 —1250),
genannt BBONAccI, zugeschrieben. Die Formeln (b) gehen wahrscheinlich aufeg
zuriick.

Beweis. Man erhalt die Identitaten unmittelbar durch Ausmuitigren (binomische For-
mel). Naturlich gibt es auch bei (b) mehrere Moglichkejtder Darstellung des Produkts.
O

Somit kann man sich in beiden Fallen auf die Zerlegung vam&xhlen zuriickziehen. Oben
haben wir gesehen, dass sich die Primzahlen der Barm 3 nicht als Summe von zwei
Quadraten schreiben lassen.

Satz 3 Jede Primzahl der Formn + 1 lasst sich eindeutig als Summe von zwei Quadrat-
zahlen schreiben.

Der erste Schritt zum Beweis dises Satzes ist die Feststgltlass—-1 quadratischer Rest
modulop ist, wennp = 4n + 1. Das heil3t, es gibt einen Restmit > = —1 (mod p).
Hierfir geben wir drei verschiedene Beweise an. Der emsteitzt ausschliel3lich Kongru-
enzrechnung und ist daher am langsten. Der zweite benolgtéme tiber dem Korpér,,.
Der dritte Beweis benutzt, dass die Gruppe der Einhditeryklisch ist.

1. Beweis.
Satz 4 (Wilson) Fur jede Primzahp ist

(p— 1) = —1 (mod p).
Wenn umgekehrt diese Kongruenz besteht, danneste Primzahl.

Beweis. Flrp = 2 undp = 3 ist der Satz sofort einzusehen. Es sei alse 3. Keine der
Zahlen
2,3,...,p—2



gentigt der Kongruenz = 1 (mod p). Denn diese Kongruenz ist gleichwertig miitz — 1)(z + 1)
und, dap Primzahl ist, sindc = +1 (mod p) die einzigen beiden Losungen. In der oben
genannten Folge von Resten gibt es also zu jedesin 2’ mit z2’ = 1 (mod p), wobei

z’ # x (mod p). Die obigenp — 3 Reste lassen sich also zu Paaren anordnen, deren Produkt
immer kongruent modulop ist. Somit gilt

(p—2)!'=1(modp), bzw. (p—1)!= -1 (mod p).

Fur jede zusammengesetzte Zaht ab ist (n — 1)! = 0 (mod n), da die Faktorem undb
beide in den Zahlen, ..., n — 1 als Faktoren aufgehen. O

Satz 5 Istp eine Primzahl der Formdn + 1, so ist

()] =2

Beweis. Nach dem WLsoNschen Satz gilt

—1=p-D'=12--2n-2n+1)---4n=1---2n(-2n)(-2n+1)--- (-1)

(I%HQ (mod p).

Insbesondere erhalt man fistr= (21)! (mod p), dassz? = —1 (mod p). O

= (2n)!(—-1)" =

Zweiter Beweis.
Satz 6 (Eulersches Kriterium) Es seip eine Primzahl und. € 7Z, p t a. Dann gilt

(g) = 0”7 (mod p) (1)

Beweis. WegenggT (a,p) = 1 gilt nach dem Kleinen Satz voreRMAT
0=a""'—-1= (a% - 1) (a% + 1) (mod p).

Somit gilt entwedern”s — 1 =0 (mod p) odera”s +1=0 (mod p), dap eine ungerade
Primzahl ist. Istz einer der(p — 1)/2 quadratischen Resté&, 2%,...,((p — 1)/2)? (mehr
quadratische Reste kann es nicht geben, da nicht mehr Qealtlen inl',, existieren) also
etwaa = 22 (mod p), dann gilta”> = 27! = 1 (mod p). Umgekehrt hat die Gleichung
2" —1 = 0 (mod p) hochstengp — 1)/2 Losungen. Somit gilt genau fur dig — 1),/2
quadratischen Nicht-Restéz = —1 (mod p). O

Setzt man insbesondete= —1 ein, so hat man

<__1> = (-1)"2 = (-1)* =1 (mod p).

p



Somit ist—1 quadratischer Rest.

Dritter Beweis: Da die multiplikative Gruppe der primen RgE;, zyklisch mit der Ordnung
p — 1 = 4n ist, existieren auch Elemente der Ordnugetwaz? = 1 (mod p). Also gilt
(z? — 1)(2? + 1) = 0 (mod p). Da aberz nicht die Ordnungl oder?2 hat, giltz? — 1 #
0 (mod p) und somitz? = —1 (mod p).

Satz 7 (Thue) Es seip eine Primzahlge und f zwei natirliche Zahlen mite, f < p — 1
undp < ef. Dann lassen sich alle Restemodulop auf die folgende Gestalt bringen:
r = 0 (mod p) oder

rzif(modp), wobei 1<z<e—1 und 1<y<f-—1.
Y

Beweis. Es seir # 0 (mod p). Wir betrachten die f Restev + rw, wobei0 < v < e und
0 <w < f gelte. Weilef > p, missen mindestens zwei dieser Reste Ubereinstimnves, et

V1 + rwy; = vg + rwe (mod p).
Der Fallw; = ws ist aber unmoglich, da sonst auch = v, gelten wiirde, und die Paare

sind gleich. Es gilt also

U — U1 U1 — V2
+ (mod p)
w; — W w; — W

\3
Il
Il

und|v; — ve| < eund|w; — we| < f. O

Beweis(von Satz 3). Wir richten uns nach [6, Kapitel VII, Abschr8it Nach der obigen
Satz 5 gibt es eine Losung der Kongruefiz= —1 (mod p). Wir wenden den Satz von
THUE mite = f an, so dass? > p gilt. Dabei seic die kleinste derartige Zahl. Es gibt also
zwei naturliche Zahlen undy mit 0 < x,y < e, so dass = +x/y (mod p) gilt. Dann ist

aber
2\ 2
<—> = 2> = —1 (mod p)
Y

und somitz? + y? = pr fir eine gewisse naturlichen ZahlWegenz, y < eistz? < p und
auchy? < p, denn sonst warenicht die kleinste Zahl mit? > p. Somitistz? + y? = pr <
2p. Also gilt 7 = 1 und somitz? + 2 = p.

Zur Eindeutigkeit. Angenommem, = 22 + y? = u? + v? sind zwei Darstellungen fup.
Dann gilt—1 = 2?/y? = u?/v? (mod p). Hieraus folgt

+

u v
— = F— (mod p).
v u

<8

Durch Vertauschung von undv kann man jedenfalls erreichen, dasg = «/v (mod p)
bzw.xv — yu = 0 (mod p) gilt. Nun ist aber

2= (2% + ) (u? +0?) = (vu+yv)? + (zv — yu)?.

4



Da der letzte Summand durphteilbar sein muss, muss er sogar gleich 0 sein,atse yu.
WegenggT (z,y) = 1 undggT (u,v) = 1 folgt hierausz = v undy = v. O

In schonster Allgemeinheit lautet der 2-Quadrate Satndan

Satz 8 Eine natirliche Zahln ist genau dann als Summe zweier Quadratzahlen darstellbar,
wenn jeder Primfaktor der Formtk + 3 in gerader Anzahl im auftritt.

Potenzreihen

In diesem Abschnitt soll ganz knapp angedeutet werden, @rePotenzreinen zum Abzahlen
von Losungen nutzen kann.

Satz 9 (Jacobi, 1828Die Anzahl der Darstellungen einer riatichen Zahln als Summe
von 2 Quadraten ist gleich

4(dy4(n) — dza(n)).
Dabei istd, 4(n) die Anzahl der Teiler von (einschlieRlichl undn), die bei der Division
durch4 den Rest lassen.

Satz 10 (Jacobi, 1829)Die Anzahl der Darstellungen einer rimtichen Zahln als Summe
von 4 Quadraten ist gleich
8y d

d|n, 4d

Bemerkung In beiden Satzen zahlen die Darstellungen- 12 + 22 = (—1)2 4 22 =
P2+ (=22 = (-1 +(-2)2=224+12 =22+ (-1)? = (-2)?+ 12 = (-2)? + (—1)* alle
als verschiedene Darstellungen. Tatsachliclljst{5) = 2, da 1 und 5 beides Teiler von 5
sind, die den Rest 1 lassen. Fernetlist(5) = 0 und somit kommt man auf 8 Darstellungen.
Darstellungen mit 0 als Summand werden ebenfalls mitgezah (+1)2+(£1)%2+(£1)2+
(+1)* (16 Moglichkeiten) und = (+2)*+ 024024 0? = 0?4 (£2)*+02+0? = 02+ 02 +
(£2)*+0% = 0>+ 0%+ 0%+ (£2)* (8 Moglichkeiten). Tatsachlich isC , y,d =1+2=3
und es gibt 24 Zerlegungen von 4 in 4 Quadrate. [

Bemerkung Der Satz 10 hat den Satz vom&RANGE zur Folge: Jede natirliche Zahl lasst
sich als Summe von 4 Quadratzahlen schreiben. Denn die imaBgegebene Anzahl von

Zerlegungen ist fur alle einepositivenatirliche Zahl, dal = 1 als Teiler stets mitgezahlt

wird. [

Der Ausgangspunkt fur unseren Beweis ist dabei der folg&atz. Einen elementaren Be-
weis dieses Satzes — durch reines Abzahlen von Partitieadmdet man in [1, Chap-
ter 2.2].

Satz 11 Jacobi-Tripelprodukt-ldentitat Fur |¢| < 1 und allex gilt:

o0

[Ja+d2)(1+¢ a1 —g) =D g 2am, )

i=1 neZ



Durch trickreiche Umformungen [3] leitet man hieraus digémden beiden Identitaten ab

(Z qn2> — 1 _|_4 Z 4l+1 4l+3 1 —|—4Z d14 d34 ))qna (3)

nez k>1,1>0 n>1

(an2>4:1+82 > dfqg (4)

nez n>1 \dn,4d

Schauen wir uns die linke Seite von (3) einmal genauer arh kamalem Ausmultiplizieren
der beiden unendlichen Reihen lautet der allgemeine Sumhmah, wobei fur ein festes
alle Summanden” = ¢"¢"™ mit ny,n, € 7 zu beriicksichtigen sind. Jede Losuing, n,)
der Gleichung = n? +n2 liefert also einen Summandeh Also ista, die gesuchte Anzahl.
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