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Projekt: Vergleich von explizitem und implizitem Finite-Differenzen-Verfahren
fiir die Wirmeleitungsgleichung in 1d (empfohlene Gruppengrofie: 3)

Essei T > 0 und ug € C([0, 1]) mit uy(0) = up(1) = 0. Man betrachte die Warmeleitungsgleichung:
Finde u : [0,1] x [0,7] — R mit u(z,0) = up(z) fur alle z € [0,1] (Anfangsbedingung),
u(0,t) = u(1,t) =0 fiir alle ¢t € [0,7] (Randbedingung) und

w(x,t) —u"(x,t) =0,

wobei  die Ableitung von u nach der Zeit ¢ und u' die Ableitung von u nach dem Ort x
bezeichne. Fiir Losungen der Warmeleitungsgleichung sind die sogenannten Energien

1 ! 2 1 ! ! 2
— | wu(t,x)*dx und — | (J(t,z))"dx
2 Jo 2 Jo

monoton fallend in ¢. Die Funktion

u(t, r) = exp(—n?t) sin(rx) (1)
ist eine Losung dieser Gleichung fiir ug(x) = sin(nrz).
Es seien At > 0 eine Zeitschrittweite und Az > 0 eine Schrittweite im Ort und es sei
J :=1/Az € N und K := T/At € N. Ein explizites Finite-Differenzen-Verfahren (siche
auch [Barl6, Abschnitt 1.2.4]) ist gegeben durch U} = uo(jAz) fiir alle j = 0,...,J und
U =U%=0und

1

At

1
(Ut - UF) = W(U]’il —2UF+Uf,)  firallej=1,...,J—1lundk=1,... K.

Ein implizites Finite-Differenzen-Verfahren (siche auch [Barl6, Abschnitt 1.2.5]) ist gegeben
durch U = uo(jAz) fiir alle j = 0,...,.J und U} = U} = 0 und

1 1
At (Az)?

Ut —ur) = (U =20 + Ur)  firallej=1,...,J-lundk=1,... K.
In diesem Verfahren, kann Uf“ nicht direkt aus dem Vektor U* berechnet werden, sondern

es muss in jedem Zeitschritt ein lineares Gleichungssystem gelost werden. Definiere A\ :=
At/(Az)? und die Matrix A € RU=UXU=Y durch

142\ =X 0 0
A 142X =X 0 0
0 - 142X =X 0 0
A=| 1
0 0 A 142X =X 0
0 0 A 142X =
0 0 A 1+2A

1/2



Das implizite Verfahren ist dann dquivalent zu
AUk-i—l — Uk
wobei U* = (UF, ... U% ).

1. Implementieren Sie das explizite und das implizite Verfahren. Beachten Sie dabei, dass
Sie A als sparse-Matrix implementieren. Fiir die Losung des linearen Gleichungssystems
konnen Sie auf existierende Routinen (fiir sparse-Matrizen) zuriickgreifen, z.B. auf die
python-Routine scipy.sparse.linalg.spsolve. Berechnen Sie damit Approximatio-
nen der Losung (1) fiir At = 0.1,0.01,0.001,0.0001 und Az = 0.1,0.01 mit beiden
Verfahren. Fiir welche Werte von At und Az und fiir welche Verfahren ,explodieren*
die berechneten Losungen?

2. Es bezeichne u¥ := u(kAt, jAz). Berechnen Sie den L>-Fehler, den (diskreten) L*-
Fehler und den (diskreten) L?-H'-Fehler

|lu—=Ulloo:=  sup K]uf — Uf\,

Jj=1,...,J;k=0,...,

K J
lw—Ullp,r2(z2) := \ ZAtZAw (ugC — UJ’?)Z’
k=0 Jj=1

(uf = UF) — (uf, = Ufy)

K J
||u - U||h,L2(H1) = \ Z Atz Ax
k=0 Jj=1

fiir die in 1. genannten Werte von At und Az und vergleichen Sie die beiden Ver-
fahren. Erstellen Sie Diagramme (loglog-plots), in denen Sie die Fehler einmal gegen
die Ortsschrittweite Ax auftragen und einmal gegen die Zeitschrittweite At. Welche
Konvergenzraten lassen sich beobachten?

3. Uberpriifen Sie fiir beide Verfahren, ob die (diskreten) Energien

2
j—1

Uf — Uk
Ax

J J
ZAQ:(U}“V und ZA:IZ‘
j=1 j=1
monoton fallend sind.
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