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Projekt: Implementierung des cg- und pcg-Verfahrens (empfohlene Gruppengröße: 3)

Machen Sie sich mit dem cg-Verfahren aus [DH19, Abschnitte 8.3–8.4] und [SB05, Abschnitt
8.7.1] vertraut.
Die Hilbertmatrix H ∈ Rn×n ist definiert durch

Hjk =
1

j + k − 1
.

1. Berechnen Sie die Kondition der Matrix. Für welche Werte von n erwarten Sie nach
der Fehlerabschätzung aus der Theorie sinnvolle Ergebnisse des cg-Verfahrens?

2. Implementieren Sie das cg-Verfahren. Berechnen Sie für verschiedene rechte Seiten und
verschiedene Werte von n die Iterationen des cg-Verfahrens und berechnen Sie die Kon-
vergenzgeschwindigkeit in der Energienorm. Vergleichen Sie Ihre Resultate mit den
Vorhersagen aus der Theorie. Tragen Sie dafür in einem Diagramm den Fehler in der
Energienorm gegen die Anzahl an Iterationen auf und fügen Sie auch die obere Schranke
aus der Fehlerabschätzung hinzu. Tragen Sie in dem Diagramm die y-Werte logarith-
misch auf (z.B. semilogy in matlab oder python).

3. Erweitern Sie Ihre Methode so, dass sie sparse-Matrizen (dünnbesetzte Matrizen) als
solche behandelt (indem Sie z.B. scipy.sparse in Python benutzen oder sparse-Matrizen
in Julia). Führen Sie die Tests aus dem vorherigen Beispiel für die dünnbesetzte Matrix

4 −1 −1 0 . . . . . . . . . . . . 0
−1 4 −1 −1 0 . . . . . . . . . 0
−1 −1 4 −1 −1 0 . . . . . . 0
0 −1 −1 4 −1 −1 0 . . . 0
...

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
...

0 . . . 0 −1 −1 4 −1 −1 0
0 . . . . . . 0 −1 −1 4 −1 −1
0 . . . . . . . . . 0 −1 −1 4 −1
0 . . . . . . . . . . . . 0 −1 −1 4


∈ Rn×n

für Werte von n bis (mindestens) der Größenordnung 104 aus.

4. Erweitern Sie Ihr Verfahren auf das cg-Verfahren mit Vorkonditionierung (pcg-Verfahren),
siehe [DH19, Abschnitt 8.4]. Implementieren Sie als Vorkonditionierung die Inverse der
Diagonalen (siehe [DH19, Beispiel 8.26]) und die unvollständige Cholesky-Zerlegung,
siehe [FH07, Abschnitt 4.3] und [SB05, Abschnitt 8.7.1]. Führen Sie das pcg-Verfahren
für die Matrix aus Schritt 3 aus und erstellen Sie wie in Schritt 2 beschrieben ein Dia-
gramm, das den Fehler in Abhängigkeit zu den Iterationsschritten zeigt. Vergleichen
Sie die Konvergenzgeschwindigkeit mit der ohne Vorkonditionierung.
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