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Die Inhalte der Kapitel 2-5 kénnen grofitenteils [Bar16b, Teil ITI] entnommen werden.

2 Einschrittverfahren fiir ODEs

Die Kern-Aussage dieses Kapitels ist, dass aus der (lokalen) Konsistenz eines Ein-
schrittverfahrens die (globale) Konvergenz des Verfahrens folgt. Dies folgt mit einer
diskreten Version des Lemmas von Gronwall.

Begriffe und Sdtze, die bekannt sein sollten: Einschrittverfahren, (diskretes) Lem-
ma von Gronwall, Konsistenz eines Einschrittverfahrens, Konvergenzordnung eines
Einschrittverfahrens, Konvergenz eines konsistenten Einschrittverfahrens

3 Runge-Kutta-Verfahren

Runge-Kutta-Verfahren sind speziell aufgebaute Einschrittverfahren, die implizit o-
der explizit sein konnen und iiber eine Quadraturformel motiviert sind. Sie werden
durch ein Butcher-Tableau beschrieben. Fiir hinreichend kleine Schrittweiten exis-
tiert auch beim impliziten Verfahren eine (diskrete) Losung. Konsistente Runge-
Kutta-Verfahren einer Ordnung p basieren immer auf Quadraturformeln mit Exakt-
heitsgrad p — 1.

Begriffe und Sdtze, die bekannt sein sollten: implizites und explizites Runge-Kutta-
Verfahren, Butcher-Tableau, implizites und explizites Euler-Verfahren, implizites und
explizites Mittelpunktverfahren, Zusammenhang Exaktheitsgrad von Quadraturfor-
meln und Konsistenzordnung

4 Mehrschrittverfahren

Mehrschrittverfahren berechnen aus mehreren gegebenen Werten den néchsten Itera-
tionsschritt. Dadurch kénnen Berechnungen aus vorherigen Schritten besser genutzt
werden. Eine Kombination aus einem expliziten und einem impliziten Mehrschritt-
verfahren kann die Konsistenzordnung des expliziten erh6hen, das Lisen eines nichtli-
nearen Gleichungssystems aber umgehen. Im Gegensatz zu Einschrittverfahren wird
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fiir die Konvergenz des Verfahrens zusétzlich zur Konsistenz noch die Nullstabili-
tat bendtigt. Diese kann iiber die Dahlquistsche Wurzelbedingung der Begleitmatrix
untersucht werden.

Begriffe und Sdtze, die bekannt sein sollten: allgemeines Mehrschrittverfahren, Kon-
sistenz von Mehrschrittverfahren, Adams-Bashforth- und Adams-Moulton-Verfahren,
Adams-Bashforth-Moulton-Verfahren, Nullstabilitét, Dahlquistsche Wurzelbedingung,
Konvergenz von Mehrschrittverfahren

5 Steife Differentialgleichungen

Steife Differentialgleichungen werden von einigen Verfahren schlecht approximiert.
Die A-Stabilitat eines Verfahrens garaniert, dass ein Verfahren auch fiir steife Diffe-
rentialgleichungen gute Approximationen berechnet. Die A-Stabilitdt kann iiber die
Stabilitatsfunktion gezeigt werden. Explizite Runge-Kutta-Verfahren sind nicht A-
stabil, deshalb sind implizite Verfahren im Allgemeinen fiir steife Differentialgleichun-
gen vorzuziehen. Steife Differentialgleichungen kommen haufig als Gradientenfliisse
vor. Fiir das implizite Euler-Verfahren kann in diesem Falle eine diskrete Energiemi-
nimierung (analog zu einer kontinuierlichen) gezeigt werden.

Begriffe und Sitze, die bekannt sein sollten: steife Differentialgleichungen, A-Stabilitét,
Stabilitatsfunktion, Gradientenfliisse

6 Finite Differenzen fiir zeitabhangige PDEs

Dies Kapitel umfasst die Finite-Differenzen-Methoden explizites Euler- Verfahren, im-
plizites Euler-Verfahren und das Crank-Nicolson-Verfahren fiir die Warmeleitungs-
gleichung @ — Au = f (siehe |[Barl6a, Kap. 1.1.3 und Kap. 1.2]) und ihre Fehler-
analysis. Auflerdem wird das explizite Finite-Differenzen-Verfahren fir die Trans-
portgleichung @ 4+ ad,u = f definiert und eine Fehlerabschédtzung hierfiir bewiesen
(siche [Barl6a, Kap. 1.1.2-1.1.7]). Die Wellengleichung i — Au = f (siehe [Barl6a,
Kap. 1.3]) wird mit dem expliziten leapfrog-Verfahren diskretisiert. Die Fehleranalysis
folgt vermoge einer Energieerhaltung.

Begriffe und Sdtze, die bekannt sein sollten: Vorwarts-, Rickwartsdifferenzenquoti-
ent, symmetrischer Differenzenquotient erster und zweiter Ordnung, explizites Euler-
Verfahren, implizites Euler-Verfahren, Crank-Nicolson-Verfahren, jeweils Stabilitét
und Konvergenz der Verfahren, leapfrog-Verfahren, Stabilitdt und Konvergenz des
leapfrog-Verfahrens, CFL-Bedingung

7 Finite-Elemente-Methoden fiir Elliptische Probleme
Gesucht ist v € V mit

a(u,v) = F(v) fir alle v e V
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mit elliptischer (koerzitiver), stetiger Bilinearform a. Als Modell-Problem dient das
Poisson-Problem —Aw = f in der schwachen Formulierung (siehe [Barl6a, Kap. 2.4]).
Die schwache Formulierung basiert auf Sobolev-Rdumen (siche [Barl6a, Kap. 2.3|).

Als Diskretisierungen wurden Galerkin-Verfahren betrachtet (siche zum Beipsiel
[Barl6a, Kap. 2.4.2]) und konforme Finite Elemente Methoden (FEM) beliebiger
Ordnung. Nach Céas Lemma ist der Diskretisierungsfehler beschréankt durch den
reinen Approximationsfehler der Raumes. Dieser kann vermoge des Bramble-Hilbert-
Lemmas weiter abgeschétzt werden. Dies beweist fiir eine Pp,-FEM

IV (u = wn) |20 S B* [l s o,

siehe |Barl6a, Kap. 3.1|. Speziell wurde die konforme P;-FEM betrachtet und ihre
Implementierung wurde besprochen (siehe |[Barl6a, Kap. 3.2.1, 3.2.2, 3.3.1]).

Begriffe und Sdtze, die bekannt sein sollten: Satz von Lax-Milgram, Céa’s Lemma,
Steifigkeitsmatrix, Lipschitz-Gebiet, Satz von Gaufs/partielle Integration, schwache
Formulierung des Poisson-Problems, schwache Differenzierbarkeit, Sobolev-Raume,
Spuroperator, Poincaré-Friedrichs-Ungleichung, (regulére) Triangulierung, Form-Re-
gularitdt, Finites Element, duale Basis, Bramble-Hilbert-Lemma, Transformations-
formeln, Abschétzung fiir Interpolationsfehler, Abschitzung des FEM-Fehlers fiir af-
fine Familien, Aubin-Nitsche-Lemma, Implementierung von P;-FEM, barycentrische
Koordinaten
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