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1 Einleitung

Partielle Differentialgleichungen spielen in vielen Anwendungen eine wesentliche Rolle. Da
diese meist nicht exakt gelost werden kdnnen, miissen numerische Verfahren gefunden wer-
den, die die Losungen zuverlissig und effizient approximieren. Im ersten Teil der Vorlesung
werden (kurz) Finite-Differenzen-Verfahren besprochen, die die klassische Definition der Ab-
leitung ausnutzen, um eine Approximation zu finden. Anschlieend werden wir uns den
Finite-Elemente-Verfahren zuwenden, die auf der schwachen Formulierung von partiellen
Differentialgleichungen basieren.

Wir werden uns in dieser Vorlesung auf lineare partielle Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung beschrinken. Nach [Eva98] kénnen diese wie folgt definiert werden.

Definition 1.1 (partielle Differentialgleichung). Es sei © C R? ein offenes Gebiet. Eine
lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung ist ein Ausdruck der Form

Z ao(z)D% = f(x),

laf<2

wobei aq : 2 = R und f: Q — R gegebene Funktionen sind und « : 2 — R gesucht ist.
FEin System von linearen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung ist ein Ausdruck
der Form

Z aa,j () D%u; = fi(x) fir alle j =1,...,m,

o <2
wobei aq; : @ = Rund f; : @ = R, j = 1,...,m gegebene Funktionen sind und eine
vektorwertige Funktion u : 2 — R™ gesucht ist. &

Wir werden den Begriff “partielle Differentialgleichung” nach der englischen Ubersetzung
partial differential equation mit PDE abkiirzen. Fiir den Rest der Vorlesung sei  C R?
eine beschrankte, zusammenhéangende, offene, nicht leere Menge. Wenn wir Finite-Elemente-
Methoden betrachten, sei ) zusétzlich ein Lipschitz-Gebiet, siehe die Definition im spéteren
Finite-Elemente-Kapitel.

Um eine solche PDE eindeutig l6sen zu kénnen werden zusétzlich noch Anfangs- und/oder
Randbedingungen gefordert werden. Wir werden uns nun Beispiele ansehen, die wir in der
Vorlesung besprechen werden.

Beispiel 1.2 (Warmeleitungsgleichung). Die Wérmeleitungsgleichung ist ein typisches Bei-
spiel fiir eine parabolische PDE.
Der Laplace-Operator A ist fiir eine Funktion u :  — R definiert als

d
Au(z) = Z@%u(m)
k=1

Es sei I'p C 90 abgeschlossen und I'y € 9Q mit TpNIT'y = @ und T'p ULy = 99Q. AuBerdem
seien f:[0,T]xQ =R, up : [0,T] xTp =R, g:[0,T] x Ty — R und up : 2 — R gegeben.
Die Wirmeleitungsgleichung sucht eine Funktion u : [0,7] x  — R mit

Oou—Au=f auf (0,7) x Q,
ulr, =up auf [0,T] x I'p,
(Vu-n)lry =g auf [0, 7] x T'n,

(0, z) = up(z) fiir alle x € Q.

Dabei ist n die duBere Normale. Die Gleichung beschreibt die Wiarmeverteilung im Ge-
biet €2, wobei f eine Wirmequelle ist und ug eine Wirmeverteilung zum Zeitpunkt 0. Die
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zweite Gleichung heifit Dirichlet-Randbedingung und die dritte Gleichung natiirliche oder
Neumann-Randbedingung. Statt Vu - n schreiben wir auch d,u fiir die Ableitung in Norma-
lenrichtung. Die Dirichlet-Randbedingung beschreibt dabei eine vorgegebene Temperatur am
Rand, wihrend die Neumann-Randbedingung den Warmefluss aus dem Gebiet beschreibt.
Héngen die Daten f, g und up nicht von der Zeit ab, dann erwarten wir, dass die Zeita-
bleitung O;u sehr klein wird und u sich der stationdren Losung annéhert, die durch das
Beispiel 1.5 beschrieben wird. &

Zwei weitere zeitabhingige Beispiele, fiir die wir Finite-Differenzen-Verfahren besprechen
werden, sind die Transport- und die Wellengleichung. Lésungen zu diesen Gleichungen ha-
ben ganz andere Eigenschaften als Losungen zur Wérmeleitungsgleichung und auch Finite-
Differenzen-Verfahren zeigen fiir diese Gleichungen andere Eigenschaften.

Beispiel 1.3 (Transportgleichung). Die Transportgleichung ist eine hyperbolische PDE ers-
ter Ordnung. Sie beschreibt die Ausbreitung einer Substanz in einer R6hre mit konstantem
Profil, die mit einer flieBenden Fliissigkeit gefiillt ist. Es bezeichne a > 0 die Geschwindigkeit
der Fliissigkeit. Gesucht ist u : [0,7] x [0,1] — R mit

0w+ adyu =0 auf (0,7") x (0,1),
u(t,0) =0 auf (0,77, (1.1)
u(0,z) = up(x) fir alle z € (0,1).

Die Funktion ug beschreibt die Dichte der Substanz zum Zeitpunkt 0. &

Beispiel 1.4 (Wellengleichung). Die Wellengleichung ist eine typische hyperbolische PDE
zweiter Ordnung. Sie beschreibt die Ausbreitung einer Welle, zum Beispiel eine schwingende
Saite.

Die Wellengleichung sucht « : [0, 7] x © — R mit

O*u — *Au =0 auf (0,7) x Q,
u|pn = up auf [0, 7] x 052,

u(0, ) = up(z) fiir alle x € €,

0w (0, z) = vo(x) fiir alle x € Q2.

(1.2)

Die Konstante ¢ ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle, die Funktion up beschreibt
feste Randwerte, ug Anfangswerte und vy eine Anfangsgeschwindigkeit. &

Ein Beispiel, fiir das wir uns hauptséichlich Finite-Elemente-Methoden ansehen werden, ist
das Poisson-Problem.

Beispiel 1.5 (Poisson-Model-Problem). Das Poisson-Problem ist die einfachste elliptische
partielle Differentialgleichung und es wird den gréfiten Teil der Vorlesung um die Approxi-
mation dieser Losung gehen.

Es seien I'p und I'y wie im Beispiel 1.2. Essei f : Q@ >R, up : I'p > Rund g : 'y — R.
Die Poisson-Gleichung sucht « : 2 — R mit

—Au=f in Q,
ulp, =up auf I'p,
(Vu-n)lry =g auf I'y.
Die Poisson-Gleichung beschreibt beispielsweise stationéire Zustéinde einer Warmeverteilung.

Die Funktionen up und g beschreiben wie oben eine vorgegebene Temperatur am Rand bzw.
den Wirmefluss aus dem Gebiet. O
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AuBerdem werden wir uns (voraussichtlich) noch weitere PDEs ansehen, die spezifische
Schwierigkeiten in der Approximation aufweisen. Diese geben wir an dieser Stelle nur kurz
als Ausblick an.

Beispiel 1.6 (Stokes-Gleichungen). Die Stokes-Gleichungen suchen einen Fluss u : © — R?
und einen Druck p:  — R mit

—Au+Vp=f in Q,

. . (1.3)
divu =0 in €.

AufBlerdem werden noch Randbedingungen gefordert. Die Schwierigkeit in der Approximation
liegt in der Nebenbedingung divu = 0. &

Beispiel 1.7 (Konvektions-Diffusions-Gleichung). Die Konvektions-Diffusions-Gleichung sucht
% : 2 — R mit
—eAu+b-Vu=f in Q,

(1.4)
ulan =0 auf 092,

wobei b : © — R? mit divh = 0 ein Vektorfeld ist. Interessant ist hier der Konvektions-
dominierte Fall ¢ < 1. In diesem Fall ist (1.4) eine singuldr gestorte Gleichung, was die
Approximation entsprechend schwierig macht. &

Die Vorlesung wird grofitenteils auf den Biichern [Bral3, BS08, Barl6] aufbauen.
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2 Finite Differenzen fiir zeitabhingige PDEs

In diesem Kapitel betrachten wir Finite-Differenzen-Verfahren fiir drei zeitabhéngige Pro-
bleme in einer Raum-Dimension, ndmlich die Wirmeleitungsgleichung, die Transportglei-
chung und die Wellengleichung. Finite-Differenzen-Verfahren sind eine klassische Methode
zur Approximation von Losungen von PDEs. Fiir zeitabhéingige Probleme sind sie immer
noch beliebt, fiir elliptische Probleme sind heute wegen der geringeren Anforderungen an die
Regularitit die Finite-Elemente-Verfahren géngiger.

2.1 Finite Differenzen fiir die Wiarmeleitungsgleichung

Die Idee von Finite-Differenzen-Verfahren ist es, eine Ableitung «’(x) durch einen Differen-
zenquotienten zu approximieren. Dafiir stehen verschiedene Moglichkeiten zur Verfiigung.

Definition 2.1 (Differenzenquotienten). Fiir einen Vektor (Uj),—o,....s und eine Schrittweite
Az definieren wir

den Vorwirtsdifferenzenquotienten o U; = %,
x
T . _ Uj —Uj—1
den Riickwirtsdifferenzenquotienten 0, U; = A ,
x
) ) ) A Ujy1 —Uj1
den symmetrischen Differenzenquotienten erster Ordnung 0.Uj := oA
x

und den symmetrischen Differenzenquotienten zweiter Ordnung

Uj1 —2U; +Uj
Ax? ’

6;—8;(]5 =

Proposition 2.2. Es gilt fir (u(x;));=o,.,s mit xo =0 und z; = jAz und J < 1/Ax

Ax
0% u(z)) — o' (25)] < 7”“//”0([0,1])7 wenn u € C*([0,1]),
A / A$2 " 3
[Ou(z;) — ' (z5)] < —=lu"lleqor), — wennu e C((0,1]),
oto~ N ()] < Az’ (4) C4 1
007 u(ay) — ()] < S fu ey, wenn w e CH(0,1)).

Beweis. Die Aussagen folgen direkt aus der Taylor-Entwicklung. Der Beweis ist eine Ubungs-
aufgabe. O

Wir wollen nun die Losung der Wéarmeleitungsgleichung aus Beispiel 1.2 approximieren. Fiir
die bessere Ubersichtlichkeit beschréinken wir uns hier auf den eindimensionalen Fall mit
homogener rechter Seite und reinen Dirichlet-Randbedingungen, also

Opu(t, x) — O2u(t,z) = 0 fir alle (t,z) € (0,7T") x (0,1),
u(t,0) =u(t,1) =0 fiir alle t € [0,7], (2.1)
u(0,2) = up(x) fir alle z € [0, 1].
Wir betrachten zuerst das Verfahren, das d;u mit dem Vorwértsdifferenzenquotienten ap-

proximiert. Wir betrachten Gitterpunkte (¢, z;)x=o,... K:j=0,...,s mit t = kAt und z; = jAx
fir k=0,...,Kund j=0,...,J mit T/At =K €¢ Nund 1/Az = J € N.
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Definition 2.3 (explizites Euler-Verfahren fiir die Warmeleitungsgleichung). Das explizite
Euler-Verfahren berechnet (U k)] 0,...J; k=0,...,k und ist gegeben durch

Uj(-):uo(a:j) fir j=0,...,J,
Uk =uk=0 fir k=1,..., K,
OfUF — oo, Ur =0 fir j=1,2,....,J -1, k=0,1,...,K — L. &

Das Verfahren heiﬁt explizit, da sich die diskrete Lésung zum Zeitpunkt tk+1, also der Vektor

77777

lasst, denn
At At At
k+1 _ g1k + B (1_9- 2t Yk k
U U +Ato; 0, U ( (D) )U ( m)21j3_1+(1 B U]H

Proposition 2.4 (Stabilitit und Konvergenz des expliziten Euler-Verfahrens). Wenn \ :=
At/(Ax)? < 1/2 ist, dann gilt fir alle k € {0,...,K}

sup |U | < sup |U0|
.7_07 7J J 0, ,J

Gilt auferdem u € C*([0,T] x [0,1]), dann folgt
tk
sup J!U(tkvxj) —Uf| < 5 (At+ (Az)) (l0zulleqo.m <o) + 107 ulleqo.rx0,17)) -
J=Y,.y

Beweis. Wir zeigen zunéchst eine Stabilitdtsabschéitzung fiir das etwas allgemeinere Verfah-
ren

U]Q:uo(xj) fuir j =0,...,J,
U =u%=0 firk=0,..., K,
O UF — 0f0, Uy = Ff fir j=1,2,...,J -1, k=0,1,..., K — 1,

also fiir das inhomogene Problem mit rechter Seite (17}{)]-:07”,,&]; k=0,....K -
Da A <1/2, gilt

k+1 k k k
U7 < (1-2)) \U;| +A U +1\ +A (UL AL ES
—— ~ ——
20 <supyy JIUF| <supy—g,..., J|U£€| <supy—o, .. sIUF|

< sup |Uf|+ At sup |Ef|.
¢

=V,..., =U,...,

Da die rechte Seite unabhéingig von j ist, diirfen wir auf der linken Seite zum Supremum
tibergehen und es folgt rekursiv

sup \UkH] < sup \UO|+ZAt sup |F}"|.
.] 07 7J .] 07 7J m= O ] 07 *y
Fiir den letzten Term gilt

k
ZAt sup |Fj"| < sup  sup ]FZ ZAt—tk sup  sup ]Ff|,

m—0 7=0,....,J =0,...,k 7=0,...,J m—0 £=0,....,k j=0,...,
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also insgesamt

sup |Uf+1| < sup |UJQ|+tk sup  sup [Fj"[. (2.2)
7=0,....,J 7=0,....,J m=0,....,k j=0,....J

Daraus folgt mit Fj" = 0 die behauptete Stabilitét.
Der Konsistenzfehler ZJ’ch = O u(tg, x;) — 05 05 u(ty, z;) erfiillt nach Proposition 2.2

| Z5| <10} ulty, x;) — Oulte, x;)| + |02u(ty, x;) — O 05 u(ty, x;)|
1
=5 (At + (Az)?) (0sulleqo.rxo,17) + 197 ulleor<0.1) -
Der Fehler EJk = u(ty, xj) — Uj’-C erfiillt aber

OfE; —0f0,Ef =2  firj=1,2,...,J -1, k=0,1,..., K -1,

E) =0 fir j=0,...,J,
EF=Ek=0 fir k =0,..., K.
Mit (2.2) folgt die Fehlerabschétzung. O

Bemerkung. Die Bedingung A < 3 bedeutet, dass die Zeitschrittweite At < (Axz)?/2
gewihlt werden muss. Dies erfordert einen hohen numerischen Aufwand, weswegen das ex-
plizite Verfahren fiir Wérmeleitungsprobleme in der Praxis kaum Anwendung findet. &

Bemerkung. In numerischen Experimenten kann man sehen, dass die Bedingung A < %
scharf ist und die diskrete Losung “explodiert”, wenn die Bedingung nicht erfiillt ist.
Fiir nicht glatte Anfangsdaten zeigen sich in numerischen Experimenten leichte Oszillationen.

&

Definition 2.5 (implizites Euler-Verfahren fiir die Warmeleitungsgleichung). Das implizite
Euler-Verfahren berechnet (U Jk) j=0,....J; k=0,...,k und ist gegeben durch

U]Q:uo(xj) fir j=0,...,J,
U =uk=0 firk=1,...,K,

Oy UF =00, Ur =0 firj=1,2,....J-1, k=1,... K. &
Dies Verfahren heiflt implizit, da U Jk aus U]’?*1 durch

k k k k k—1
Uf =AUk, - 20f + Uk, ) = Ul (2.3)

mit A := At/(Az)? gegeben ist. Um U ]k zu berechnen, muss also das lineare Gleichungssystem

1420 =) Uk Ut
X 1420 A Uk Us—1
—A 142) - Uk Us—t
—A 142) - Uk_, Uy,
A 142X Uk, Ukl

=A

gelost werden.
Um die Existenz von Losungen zu zeigen, werden wir den Gerschgorinschen Kreissatz be-
nutzen.
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Satz 2.6 (Gerschgorinscher Kreissatz). Es sei A € R™*"™ mit Eintrigen (aj)j=1,... nk=1,..n
gegeben und \ € C sei ein Figenwert von A. Dann gilt

2 —aul <> |%‘\}-

\e UKg mit Ky = {ze@
je{Ln\ {6}

(=1

Die Ky werden Gerschgorin-Kreise genannt.

Beweis. Es sei x € C™ \ {0} ein Eigenvektor zu \. Es sei £ € {1,...,n} so, dass der Eintrag
x; den grofiten Betrag habe, also |z;| < |z fiir alle j = 1,...,n. Insbesondere gilt x, # 0.
Es gilt

Axp = (Ax)y = Zagjxj.
j=1

Da z; # 0, ergibt eine Umformung

.
A — Qpp = Z agj;J.
Je{1, . n\{0} ¢

Eine Dreiecksungleichung und |z;/z,| < 1 zeigt die Behauptung. O

Proposition 2.7 (Existenz, Stabilitdt, Konvergenz des impliziten Euler-Verfahrens). FEs
existiert eine eindeutige Ldsung zum impliziten Euler-Verfahren und es gilt

sup |[UF| < sup U9 firallek=0,... K.
j:()’""‘] j:07"'7

Wenn auflerdem u € C*([0,T] x [0,1]) ist, dann gilt

sup  [ulty, @;) — Uj| <

t
i=0,....J fk(At +(A2)?) (l0zulleqo,r1x0,17) + 107 ulleqo,r1x0.17))
J=U5.

firk=0,..., K.

Beweis. Aus dem Gerschgorinschen Kreissatz folgt, dass A invertierbar ist. Also existiert
eine eindeutige Losung des impliziten FEuler-Verfahrens.

Es sei nun j' € {1,2,...,J — 1} so, dass |Ujk,| = Supj:07...’J|U]]-“| erfiillt ist. Dann folgt mit
(2.3), dass

(1+2)) sup |Uf|= (1+20)|Uf| <|USTH + NUS 1|+ AU
7=0,....,J

IN

sup [UF7H+2) sup [Uf|
j:07"'7J ]:0,,J

Rekursiv folgt die Stabilitéit. Die Fehlerabschitzung ist eine Ubungsaufgabe. O

Bemerkung. Die Stabilitit und die Fehlerabschitzung fiir das implizite Euler-Verfahren
gelten ohne eine Bedingung an die Zeitschrittweite. Daher wird das implizite Verfahren in
der Praxis haufig genutzt. O

Bemerkung. In numerischen Experimenten sieht man, dass auch fiir nicht-glatte Anfangs-
daten die diskrete Losung glatt ist. Durch das Losen des linearen Gleichungssystems werden
die Anfangsdaten sofort geglattet. &
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Wir werden uns als letztes Verfahren fiir die Wérmeleitungsgleichung eine Kombination aus
dem expliziten und dem impliziten Verfahren ansehen. Dieses Verfahren konvergiert mit
hoherer Ordnung als das implizite und das explizite Verfahren.

Definition 2.8 (Crank-Nicolson-Verfahren). Das Crank-Nicolson-Verfahren berechnet die
diskrete Losung (Uj’-“)jzow";; k=o0,... x durch

Uj(-):uo(xj) fir j=0,...,J,
Us=Uk=0 fir k=1,..., K,

1
Ut =3 (a;a;Uf + a;a;Uf“) -0 fir j=1,2,....0—1, k=1,...,K.O

Dieses Verfahren ist auch ein implizites Verfahren, da in jedem Schritt das Gleichungssystem

k+1
_%)\ 141)\ _% 1 U%f—i—l
1 1

—3A 1J;A —3A UZ%
—3A 1+2A Ut

1—X A Ut

I 1-x I Uy

2 2 2

A 1= 4 Us

A 1= A U’i_Q

A 1= Uuk_,

gelost werden muss.

Proposition 2.9 (Existenz, Stabilitdt, Konvergenz des Crank-Nicolson-Verfahrens). Es
existiert eine eindeutige Ldsung zum Crank-Nicolson- Verfahren und sie ist stabil im Sin-
ne, dass

1U* 2.0 < 1U°2.00 fiir alle k =0,..., K,

wobei

J
V2,00 = A:L"ZV]-Q fiir alle V e R7FL
7=0

Wenn u € C*([0,T] x [0,1]), dann ezistiert eine Konstante C > 0 mit

IU* = u(ty, o) 2,00 < Cti((A1)? + (Az)?)[|ulles (0,77 10.1)-
Beweis. Die eindeutige Losbarkeit folgt aus dem Gerschgorinschen Kreissatz.

Die (allgemeinere) Stabilitét

k
10 2,80 < 1U°l|2.80 + D ALIF™ 2,40 (2.4)

m=0
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fiir Losungen (U k)kzo,m, x vom Crank-Nicolson-Verfahren mit rechter Seite (in der dritten
Zeile) F" statt 0 werden wir hier nicht beweisen. Bei Interesse kann dies z.B. in [Barl6]
nachgelesen werden.

Wir werden nun die Fehlerabschétzung beweisen. Wir betrachten wieder den Konsistenzfehler

_ 1 _
7y = 0y ultyy, ) — 507 0 (u(thyr, m5) + ult, z5))

und schéitzen ab

_ 1 _
|Z]k| <10 ultry1, zj) — 3tu(tk+%7l“j)‘ + ‘23;8:3 (u(tps1, v5) + ulty, ;) — agu(tk%a%') ,

=4 =B

wobei byl = (k+ 3)At ist. Fassen wir étu(tH%,a:j) beziiglich des Gitters t, ty Lo Thtl auf,
gilt

O u(tyy1, ;) = étu(tlﬁ-é’xj)'
Mit Proposition 2.2 folgt
A < C(A|[ulles (o1 [0.1))-
Taylor-Entwicklungen in der Zeit um ¢, 1 fithren auf

At
ulty, ;) = agu(tk%’l’j) - 78a%atu(tk+%7xj) + O((AD)?) lulleago.r1x 0.1

At
Poultyrr, ;) = 3§U(tk+%7iﬁj) + ?agatu(tk-kéaxj) + O((A)?) |ulles o.77x0,1]-
Andererseits gilt
u(trrr, x) = 07 0y ultrr, 75) + O((Az)?)|lulleao,r)x[0,1)-

Daraus folgt

1 _
Opultyy 1, 75) = 507 0y (ult, 75) + ultiir, 25) = (O((A1)?) + O((A)")) [ulles o114 (0.1

Insgesamt gilt also
1251 < C((A1)? + (Az)?) [ulles(o,yxpo.1)-
Mit der Stabilitét (2.4) folgt die Behauptung. O

Bemerkung. Das Crank-Nicolson-Verfahren ist stabil beziiglich der ||e|2 oo,-Norm ohne
Bedingung an die Zeitschrittweite. Im Allgemeinen gilt allerdings nicht

sup |U]’.“+1|§ Sup |U]’?|. o
Jj=0,....J j=0,...,J
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Abbildung 2.1: Losung einer Transportgleichung.

2.2 Finite Differenzen fiir die Transportgleichung

In diesem Kapitel werden wir die Losung der Transportgleichung aus Beispiel 1.3 approxi-
mieren, also Losungen von
Ou + adyu =0 auf [0, 7] x (0,1),
u(t,0) =0 auf (0,77,
u(0, ) = up(x) fiir alle z € (0,1).
Bevor wir das Finite-Differenzen-Verfahren definieren werden, sehen wir uns erst die Losun-

gen der Transportgleichung an, die in diesem einfachen Beispiel explizit berechnet werden
konnen. Fasst man namlich die Losung u als Funktion auf [0,77] x (0, 1) auf, sieht man

Vu - (1> = <8tu) . (1) = O + adzu = 0,
a Ogth a

d.h. u ist konstant entlang der Geraden {(¢, x) | x —at = ¢} fiir eine beliebige feste Konstante
c. Diese Geraden, entlang derer die Losung konstant ist, werden Charakteristiken genannt.
Die Anfangsbedingungen zeigen dann, dass

u(t,x) = up(x — at)

gilt, wobei

o () uo(xr) wenn z € [0,1],
uo(x) :=
0 0 sonst.

Abbildung 2.1 zeigt, wie solche Lésungen aussehen.
Wir werden nun ein explizites Finite-Differenzenverfahren fiir diese Gleichung definieren.

Definition 2.10. Das explizite Finite-Differenzen-Verfahren fiir die Transportgleichung ist
gegeben durch

At
U = Uf —as- <Uf—Uf_1> firalle j=1,...,J; k=1,..., K — 1,
Ur =0 fir alle k =1,..., K,
UjQ = up () fir alle 5 =0,...,J. O

Wir werden nun untersuchen, wann das Verfahren stabil ist. In diesem Beispiel kann man
gut sehen, welche Stabilitétseigenschaften die exakte Losung hat. Da u(t, z) = up(z — at) ist,
gilt

sup sup |u(t,x)|= sup sup |u(x—at)] < sup |u(x)|.
t€[0,7] z€(0,1) t€[0,T) z€(0,1) z€(0,1)
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Xjp1 Xgea %5 X4 Xp1 X %5 Xj44q

Abbildung 2.2: Veranschaulichung der CFL-Bedingung: Links ist die CFL-Bedingung erfiillt,
auf dem rechten Bild ist sie verletzt.

Proposition 2.11 (Stabilitdt des Finiten-Differenzenverfahrens). Setze u = aAt/Ax. Wenn
0 < u <1, dann ist das Finite-Differenzenverfahren fiir die Transportgleichung stabil und es
gilt

sup  sup ]Uf[g sup \UJQ].
k=0,.... K j=0,...,J §=0,..J

Beweis. Nach Definition gilt U]l-€+1 = UJ]-’C —u (U]k — Uffl). Daraus folgt

U = (Uf = (UF = UE)1 <100 = US|+ 0UF ] = 1= llUF] 4 [ UF |
Da nach Voraussetzung (1 — p) > 0 und p > 0 folgt

U < (1= w|Uf |+ plUf 4| < (1= p) sup |US|+p sup |[Uf|= sup [Uf].
j'=0,....J 7'=0,...,J j'=0,...,J

Daraus folgt die Behauptung. O

Wir haben gesehen, dass die exakte Losung auf den Charakteristiken konstant ist und die
Losung in einem Punkt (¢,x) nur von den Werten auf dieser Charakteristik abhéngt. Die
CFL-Bedingung (nach Courant, Friedrichs und Levy) besagt, dass die Charakteristik durch
den Punkt (t541,;) durch die konvexe Hiille der Gitterpunkte (tx,Zj—m,),- -, (tk, Tj+m,.)
gehen muss, die in die Berechnung von U j’“l eingehen, siehe auch Abbildung 2.2. In die-
sem Beispiel muss die Charakteristik also durch {t;} x [z;_1, x;] gehen. Die CFL-Bedingung
muss erfiillt sein, damit die Approximation sinnvoll sein kann. Fiir das explizite Verfah-
ren aus Definition 2.10 ist die CFL-Bedingung genau dann erfiillt, wenn 0 < p < 1, sie-
he Ubungsaufgaben. Dass die CFL-Bedingung aber nicht hinreichend fiir die Stabilitét ist,
wird in einer weiteren Ubungsaufgabe gezeigt, da das Finite-Differenzen-Verfahren 9 Uf +

ad,U j’? = 0 die CFL-Bedingung fiir || < 1 erfiillt, aber nicht stabil ist.
Wir werden nun wie im vorigen Kapitel aus der Stabilitdt und der Konsistenz des Verfahrens
die Konvergenz folgern.

Satz 2.12. Es sei yp = aAt/Ax. Wenn 0 < pu <1 und u € C2([0,T] x [0,1]), dann gilt
123
sup Jlu(tk,%‘) - Uj| < 5 (At +alz)|luflez(po,nx (0,1
J=Yseeey

fir alle k =0,..., K.
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Beweis. Wir definieren wieder den Konsistenzfehler
Zj]»C = O u(ty, 7;) + ady u(ty, x;).

Mit Proposition 2.2 folgt
|ZF| = 10 u(ty, =) —

Oru(ty, xj) + ady u(ty, xj) — adyu(ty, ;)|
Oru(ty, )| + |ad; u(ty, ;) — ayu(ty, z;)|

At A
< =" sup |0%u(e,z;)| + a— sup |2u(ty, ).
t€[0,T7] 2 z€[0,1]

Der Fehler Ef = u(ty, zj) — U]’-‘: erfiillt
B = B — (B - Bl ) + AtZ),
Wie im Beweis der Stabilitét in Proposition 2.11 gilt
[EFT < sup J|Ek\ + At Z]).

7'=0,..

Mit der Randbedingung EI“Jrl = 0 folgt also

sup |Ek+1\< sup \EkH-At sup |Zk\
J=0,..,J =0,...,J =0,...,J

Mit der Abschétzung fiir den Konsistenzfehler folgt die Behauptung. O

2.3 Finite Differenzen fiir die Wellengleichung

In diesem Kapitel wollen wir die Losung der Wellengleichung aus Beispiel 1.4 approximieren.
Wir beschrénken uns zur besseren Ubersichtlichkeit wieder auf den Fall = [0,1] und
up = 0, also

Otu(t,z) — 2Ou(t,z) = 0 fir alle (t,z) € (0,7T) x (0,1),
u(0, ) = up(z) fiir alle z € [0, 1],
Oru(0, ) = vo(x) fiir alle z € [0, 1]
u(t,0) =u(t,1) =0 fir alle ¢t € [0, 7.

Die Idee ist es, die beiden zweiten Ableitungen durch einen symmetrischen Differenzen-
quotienten zweiter Ordnung zu definieren. Dies fithrt dann auf einen Konsistenzfehler der
Ordnung O((At)? + (Az)?). Um Uj1 zu bestimmen, konnten wir d;u(0, z) = vo(x) benutzen
und U ]1 =U ]Q + Atwvg(z;) definieren. Dies wiirde allerdings auf einen Approximationsfehler
der Ordnung O(At) fithren und damit die bessere Konvergenzrate des Verfahrens zerstoren.
Deshalb fithren wir einen zusétzlichen Zeitpunkt ¢_; = —At ein und benutzen den zentralen
Differenzenquotient zur Approximation von 9;u(0, z;), also

1 -1
S8 U~ = U} — 2 At wo(a
AL = v(z;) <« ;o =U; - vo(z5).
Zusammen mit
Uj —209 + Ut Ud, —200+ U2
J J J  _9ta-77/0 _ 29+4—770 _ 2 j+1 J j=1
(At)2 _8t 8t U] —CaxaxUJ =cC (A$)2

ergibt sich mit u = cAt/Azx
2U} = 2(1 — p*)UY + pP (U, + US)) + 24t ().

12
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Definition 2.13. Das explizite leapfrog-Verfahren ist gegeben durch

ooy UF — 200, Uy =0 fiiralle j =1,...,J
k=1,...,K —1,
Uk =Uk=0 fir alle k =1,..., K,
U]Q = ug(xj) fur alle j =0,...,J,

Ul = (11— U + (U+y+U )+ Atvg(z;)  firallej=1,...,J-1. <

Bemerkung. Die erste Gleichung ist dquivalent zu

Ut =201 = p*) U = U; ™+ (Ufer + U ¢
Fiir die Stabilitéit und Fehleranalysis werden wir noch die folgenden Resultate benttigen.
Proposition 2.14 (diskrete inverse Ungleichung). Es sei (V})j—o,..; € R7TL. Dann gilt

_ 2 J
i+1—Vj 4 2
S (M) < S
J=0

7=0

Beweis. Die Ungleichung wird in einer Ubungsaufgabe bewiesen. 0

Proposition 2.15 (diskrete partielle Integration). Es seien (V;) o, s € R/ und (W;) =0, €
R mit Vo = Vy = Wy = Wy = 0. Dann gilt

o B - () )

=0

Beweis. Die Ungleichung wird in einer Ubungsaufgabe bewiesen. O

Wir definieren eine diskrete Energie

Ustt — gk Urt Ukt (Ut - Uk
kg . 2 J+1 Jtl J
E g Az < E Az Ar .

Proposition 2.16 (diskrete Energieerhaltung). Es gilt fir alle k=1,..., K — 1

EFt: — gh—3

Beweis. Wir multiplizieren 9,9, Uf — 200, U f = 0 mit Az (U f“ - Ufﬁl) und summie-
ren iiber j =1,...,J — 1 und erhalten

J—1 k+1 _ o7k k-1
0—§:Ax(U 2UF +Uj ><U“4—Ufﬁ

(At) !

k
_CZZA ( j+1 (Zi) +U > (UJI;:H . Uf-l)

| k-1 _ prk+1 k k k-1 .
Mit Uj —Uj —Uj —Uj —|—Uj —Uj erhalten wir
k+1 k k—1 k+1 E\ 2 k E—1\ 2
Ui~ 207+ (Uzm B U{c—l) N e A R
(At)? J J At At

13
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Mit der diskreten partiellen Integration aus Proposition 2.15 folgt fiir den zweiten Term in
(2.5)

— Uk Uk
2 Jj+1 k+1 k—1
—c § Ax( A )(Uj - U
J—-1 k k k+1 k+1 J—1 k k k—1 k—1
_C2ZA3; (UJH Ug) <Ug+1A Ui ) QZA‘” (UJH UJ> <Ua+1A U >
T

Also folgt insgesamt mit (2.5), dass

0= EF+t: — pk-3, O

Wir wollen aus der Energieerhaltung auf die Stabilitdt des Verfahrens schliefen. Dafiir werden
wir aber die Positivitdt des zweiten Terms in der Energie bendotigen.

Proposition 2.17. Es gilt
Uk+1 kN 2 kL _ kel Uk;
2(1 — 2p?) ZAm( A7 J +C2ZAJI i+ xj +C2ZA:E j+1
< 4EFt2.

Wenn pu = cAt/Ax < 1/v/2, dann ist die linke Seite nicht negativ.

Beweis. Es gilt

J—1 k+1 E\ 2 J—1 k41 k41 k k

U U: U —U; U —U:

k+1 J 2 J+1 J J+1 J
2% T2 E Az (At) +c E Ax < Ar > ( s > .

7=0

Fiir den zweiten Term gilt

J—1 k+1 k+1
C2ZAx (UJ—I—I U ) ( j+1 Y >
=0
1

2
(At) J— Am U]k_t]_l Uk+1 (U]k;+1 U]k;)
— AxAt

Z_: (U]’Tf U’f+1) 2‘1221A <J+1 U’“)
=0

Mit der diskreten inversen Ungleichung aus Proposition 2.14 gilt fiir den ersten Term auf der
rechten Seite

- k+1 k+1 kY 2
——At Z <U]+1 Uj (UJ-H Uj))

Az At
=0

2
A\ 2121 kL _ ok
> 202 [ — Ar | L—~L ) .
= (m) e ( At
Insgesamt folgt also die Behauptung. O

14
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Satz 2.18. Es existiert eine eindeutige Losung des expliziten Verfahrens. Gilt u < 1/4/2,
dann ist sie stabil im Sinne, dass

Uk+1 UkJrl Uk

QZA <]+1 J )+C2ZA <J+1 ])
.f
Ul -0\’ U\ (U9, - UP
oo (Y o () (1217).
X

Auferdem gilt fir e? = u(ty, xj) — Uj'»“ mit einer Konstanten C < oo die Fehlerabschdtzung

k+1 k+1

[
ZA (JH J ) < Cti (A1) + (Az)?) [lulleso.ryx[0,1])-

Bemerkung. Mit einer anderen Methode kann man zeigen, dass das explizite Verfahren fiir
die Wellengleichung auch fiir ¢ < 1 stabil ist, sieche z.B. [Barl6]. &

Beweis von Satz 2.18. Die eindeutige Losbarkeit folgt direkt aus der Definition, weil das
Verfahren explizit ist.
Fiir das Verfahren mit inhomogener rechter Seite, also

O 0y Uy — *0 0, Uy =
gilt die allgemeinere Energieerhaltung
k+s — pk—3 k k+1 k—1
B P 4o ZA:UF (vt v

= At + At At

Also folgt mit einer Cauchy-Ungleichung im R” und Proposition 2.17

Ek?-i—% _ Ek_%
2
1 Uk+1 Uk; J—1 Uk . UI»C_I
k\2 J J
5 ZA:E F ( Z Ax ( + ZO Ax N )
J:
T o T
_72(12_%2) EFt2 §72(12_2#2> EfT2
Also folgt

Ek+% _ Ek*%
1 1 S
VER: 4 VEF:

Andererseits gilt

15
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Aus einer Summation iiber £ =1, ..., k folgt die Stabilitat

k J—1
1
VEM: <\ Bi+ —— N At Az(F9)?2. (2.6)
2(1 - 21) ; Jgo !

Mit Proposition 2.17 folgt die Stabilitéit in Satz 2.18.

Der Fehler e? erfiillt das leapfrog-Verfahren mit dem Konsistenzfehler
el = 0] Oy ulty, x;) — O Oy u(te, x;)

auf der rechten Seite. Mit

At)? + (Ax)?
R

und der Stabilitét (2.6) und Proposition 2.17 folgt
okl _ k1
ZA < Jj+1 6]- >

AL? + (Aa)? = (e
< it (802 + (82 s + ZO ( )

Mit der Definition von Uj1 und einer Taylor-Entwicklung von u(t1, z;) um (0, z;) folgt fir
ein Rj eR

=Uj + % (U1 —2U7 + UY_ ) + Atwg(z;)
At? 3
—up(xj) — Atvg(z;) — 7@ u(0,z;) + (At)’R;

2 2 2
= ?t 00, U — A—te—ﬂ (0,2;) + (At)*R;.

Mit der Wellengleichung fiir die exakte Losung folgt mit einer Konstanten C' < oo
le}| < C (AP (Az)? + (AL [|[ulleaqpo.ryx[0.1))-
Damit folgt die Behauptung. O

Korollar 2.19. Es existiert eine Konstante C mit

k+1 €k<:+1
ZA:L,|€I€+1|2 < C2C ZA < 7+1 )

< OOty ((At) + (Az)?) lulleso < [0,1))-

Beweis. Die erste Ungleichung ist eine Art diskrete Poincaré-Ungleichung und wird in einer
Ubungsaufgabe bewiesen. O

Bemerkung. 1. Die Stabilitdtsbedingung cAt < Az wird auch die CFL-Bedingung
(nach Courant, Friedrichs und Levy) genannt. Sie besagt, dass das numerische Abhén-
gigkeitsgebiet das tatsichliche Abhingigkeitsgebiet einschliefen muss. Die exakte Lo-
sung u am Punkt (¢, z) hingt ndmlich nur von einem Kegel ab, dessen Weite durch die
Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ bestimmt wird, siehe auch Abbildung 2.3.

16
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Abbildung 2.3: Numerisches und exaktes Abhéngigkeitsgebiet in der Wellengleichung. In der
linken Abbildung ist die CFL-Bedingung erfiillt, auf der rechten verletzt.

2. Verfahren, die keine (diskrete) Energieerhaltung erfiillen, fithren héufig auf physikalisch
nicht sinnvolle diskrete Losungen, so zum Beispiel das implizite, stabile Verfahren, das
durch

k+1 k k—1 k+1 k+1 k+1

+o-17k _ 29+a—7rk+l _ 3 2741
9,0, Uj — 0,0, Ui = (A1) —c (Ar)?

=0

gegeben ist.

3. Ein implizites Verfahren, das eine diskrete Energieerhaltung erfiillt, ist ein Crank-
Nicolson-Verfahren, das durch

2
-tk _ € —(rk+1 k k—1
gegeben ist. Dieses Verfahren ist im Gegensatz zum expliziten leapfrog-Verfahren fiir

alle Werte von y stabil. Es hat dieselbe Konvergenzordnung ((At)? + (Az)?) wie das
explizite leapfrog-Verfahren.

%
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> S

Abbildung 3.1: Reguldre und nicht-regulire Triangulierungen.

3 Triangulierungen und Gitterverfeinerung

Finite Differenzen wurden auf Gitterpunkten (kAt, jAx) definiert. Wir werden im néchsten
Kapitel Finite Elemente definieren, die auf Triangulierungen in Dreiecke definiert sind.

Definition 3.1 (Simplex). Ein Simplex 7' C R ist die konvexe Hiille aus d + 1 Punkten,
d.h. Fz1,... 2441 € R? mit
T = conv{zi,...,Tq4+1} &

Fiir d = 1 sind Simplices Intervalle, fiir d = 2 Dreiecke und fiir d = 3 Tetraeder.

Definition 3.2 (reguldre Triangulierung). Eine reguliére (auch konforme) Triangulierung
T von einem beschrinkten, polygonalen Lipschitz-Gebiet Q C R? ist eine Menge 7 =

{Ty,...,T1} von abgeschlossenen Simplices mit Q = Urer T und der Schnitt von zwei
Elementen 17,75 € 7T ist entweder leer oder besteht aus einem ganzen Subsimplex beider
Elemente. %

Wir werden Knoten, Kanten und Flédchen in der Triangulierung bendtigen.

Definition 3.3. Es bezeichne N die Menge aller Ecken von Dreiecken in 7, £ die Menge
aller Kanten und F die Menge aller Fldchen von Simplices., d.h.

N :={z; eR| 3T € T,3xs,..., 2441 € R mit T = conv{zy,...,z411}},
E = {conv{zy,zo} | IT € T,3x3,..., 2441 € R? mit T = conv{xi,...,Z4y1}},
F = {conv{zy,...,xq} | 3T € T,3x4:1 € R mit T = conv{zy,...,Tqs1}}.
Fiir d = 1 setzen wir £ := N. AuBerdem gilt fiir d = 1, dass N' = F und fiir d = 2, dass

F=E. &
Bemerkung. Analog ldsst sich auch eine regulidre Triangulierung in Vierecke oder andere
Formen definieren. &

Beispiel 3.4. In Abbildung 3.1 sind auf dem ersten Bild zwei Dreiecke zu sehen, dessen
Schnitt aus einer Ecke besteht, d.h. der Schnitt besteht aus einem ganzen Subsimplex. Auf
dem zweiten Bild besteht der Schnitt in einer Kante, also auch in einem ganzen Subsimplex.
Auf dem dritten und vierten Bild hingegen ist der Schnitt fuer eines der Dreiecke kein ganzer
Subsimplex, d.h. eine solche Situation ist in einer reguldren Triangulierung nicht zulédssig.
Die markierten Ecken werden auch hdngende Knoten genannt. &

In der Praxis ist eine Triangulierung 7" von  C R? gegeben durch einen Vektor c4n € RVI*2
und n4e € RI71¥3 wobei || hier die Anzahl an Elementen bezeichne und

T
21
cdn =

i
AN
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Abbildung 3.2: Ein Beispiel fiir eine Triangulierung mit nummerierten Dreiecken und Knoten.

und
nde(j,:) = (n1 n2 n3),

wenn das Dreieck mit Knoten z,,, 2n,, 2n, in 7 ist. Dabei befolgen wir die Konvention, dass
die lédngste Seite zwischen z,, und z,, ist und die Nummerierung gegen den Uhrzeigersinn
erfolgt. Der Vektor c4n definiert eine Nummerierung der Knoten und n4e eine Nummerierung
der Dreiecke. Die Vektoren ndsDb € R/“Tnl*2 ynd n4sNb € RI€'~1*2 enthalten die Knoten
der Kanten, die auf dem Dirichlet- beziehungsweise dem Neumann-Rand liegen. Auf diese
Weise kénnen wir per Hand eine grobe (Anfangs-)Triangulierung definieren, auf der wir unser
FEM-Programm laufen lassen kénnen.

Beispiel 3.5. Abbildung 3.2 zeigt eine Beispiel-Triangulierung. Fiir diese Triangulierung
gilt

0 O
1 0 ; g g 1 2
cdn= | 1 1], nde = , n4sDb = [4 1}, n4sNb = |2 3
3 4 5
0 1 i1 5 3 4
0.5 0.5

¢

AuBler der Regularitit der Triangulierung werden wir in dieser Vorlesung auch die Form-
Regularitit der Triangulierung voraussetzen. Fiir die Definition benétigen wir noch die fol-
genden Begriffe.

Definition 3.6. Fiir eine Menge 7' C R? heifit
hy = diam(T) = sup{|z —y| | z,y € T}
der Durchmesser oder Diameter von 7' und
pr =sup{r | 3z € T mit B,(x) C T}
bezeichne den Radius des grofiten Kreises, der in T liegt. &

Definition 3.7. Eine Familie von reguléren Triangulierungen (7x)xen heifit (uniform) form-
regulédr, wenn eine Konstante C' < oo existiert mit

h
sup sup T < C. &
keNTET, PT
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/1N

Abbildung 3.3: Rot-Verfeinerung (links) und Bisektion (rechts) eines Dreiecks.

Um genauere Losungen berechnen zu kénnen, wollen wir ein Gitter verfeinern kénnen. Fiir
d = 2 kénnen wir dafiir ein Gitter rot verfeinern oder die Dreiecke durch Bisektion teilen.

Definition 3.8 (Rot-Verfeinerung in 2d). Fiir ein gegebenes Dreieck T' = conv{x1, o2, x3} C
R2, definiere

Tj+ Tjt1
Yj = -9

wobei Indices hier modulo 3 verstanden werden. Es sei weiterhin
Tj := conv{z;,y;,yj—1} fir j =1,2,3,
Ty := conv{yz,y3,y1}
Dann ist durch {77,...,Ty4} die Rot-Verfeinerung von 7" gegeben. &

Definition 3.9 (Bisektion). Es sei T' = conv{xi,z2,z3} gegeben mit Referenzkante £ =
conv{zy, x2}. Definiere

_ T1+ 22
2

und

T := conv{xs, x1,y}, By := conv{xs, 71},

Ty := conv{xa, x3,y}, Ey := conv{xy, x3}.

Dann ist durch {(71, E1), (T, E2)} die Bisektion von T" gegeben, wobei E; die Referenzkante
von T} bezeichne. &

Bemerkung. In der Praxis definieren wir die Referenzkante des Dreiecks
conv{c4n(nde(j,1),:),c4n(nde(j,2),:),c4n(nde(j,3),:)}

durch
conv{c4n(nde(j,1),:),c4n(nde(j,2),:)}. &

Ein rot-verfeinertes Dreieck und eines, bei dem die Bisektion angewandt wurde, sind in
Abbildung 3.3 zu sehen.

Bei der Rot-Verfeinerung sind die neu entstehenden Seiten alle parallel zu einer der alten.
Die neu entstehenden Dreiecke sind alle dhnlich zum urspriinglichen Dreieck. Eine Familie
von Triangulierungen {7 }ren, die durch Rot-Verfeinerung aus 7Ty entstanden ist, ist deshalb
formregulér (mit Konstante abhéingig von 7p.

Bei einer Bisektion kénnen neue Winkel entstehen. Nach zwei Bisektionen kommen aber keine
neuen Winkel mehr hinzu. Damit ist die Familie von Triangulierungen, die durch Bisektion
entsteht, auch wieder uniform formreguliar. Der Vorteil der Bisektion ist, dass Gitter auch
lokal verfeinert werden kénnen, sieche Abbildung 3.4. Dies kann sinnvoll sein, um zum Beispiel
Singularitdten der Losung, die Geometrie oder Koeffizienten aufzultsen.
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Abbildung 3.4: Lokal verfeinertes Gitter, das durch Bisektion entstanden ist.

4 Klassische Finite-Elemente-Methoden fiir Elliptische Pro-
bleme

In diesem Kapitel werden wir klassische Finite-Elemente-Methoden (FEM) fiir elliptische
Probleme betrachten. Den FEMs liegt die schwache Formulierung der Probleme zugrunde
und die funktionalanalytische Theorie dazu.

4.1 Galerkin-Verfahren

Klassische FEMs sind spezielle Galerkin-Verfahren. Diese werden wir in diesem Abschnitt
definieren.

In diesem Abschnitt bezeichne V' einen Hilbertraum mit Skalarprodukt (e, e)y, d.h. V ist
ein R oder C-Vektorraum und V ist vollsténdig beziiglich der induzierten Norm |fe|y :=
\/(e,@)y. Meistens wird V' unendlichdimensional sein. Es bezeichne V'’ den Dualraum von
V, d.h. V' ist der Raum aller linearen Abbildungen F : V — R, die stetig sind. Aquivalent
zur Stetigkeit von F' ist, dass eine Konstante ¢ existiert mit

|E(v)] < cljv|lv fiir alle v € V.

Dann ist

F(v
||FHV/ = sup | ( )|
vev\{oy [vllv

eine Norm auf V’/. Wir betrachten zu einer Bilinearform a : V x V — R und einem F € V’
das Problem:

Problem 4.1. Finde v € V mit
a(u,v) = F(v) fiir alle v € V. (4.1)
o

Wir zitieren als néchstes einen Satz aus der Funktionalanalysis, der uns die Losbarkeit von
unserem abstrakten Problem zeigen wird.

Satz 4.2 (Lax-Milgram). Es sei V' ein Hilbert-Raum. Ist die Bilinearform a

(i) koerzitiv, d.h. es existiert o > 0 mit

alu,u) > oflul|¥ fir alle uw €'V,

(ii) beschrinkt, d.h. es existiert k, < oo mit

la(u,v)| < kq|lullv|v]lv fiir alle u,v €'V,
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dann existiert fiir alle F € V' eine eindeutige Losung u € V' des Problems 4.1 und es gilt
1
Jally < ~[1F .

Beweis. Siehe Vorlesung Funktionalanalysis oder [Alt16]. O

Wir nehmen im Folgenden an, dass a koerzitiv und beschréankt ist. Wir interessieren uns fiir
Approximationen von u.

Definition 4.3. Fiir einen abgeschlossenen Teilraum V;, C V heifit u;, € V;, Galerkin-
Approximation von u € V, wenn

a(up,vy) = F(vp) fiir alle v, € Vj,. (4.2)

&

Wir werden als erstes zeigen, dass die Galerkin-Approximation bis auf eine Konstante die
beste Approximation ist.

Satz 4.4 (Céas Lemma). Es existiert eine eindeutige Galerkin-Approzimation uy, € Vi, und
es gilt die Galerkin-Orthogonalitit

a(u —up,vp) =0 fir alle vy, € Vp,

und die Quasi-Bestapproximationseigenschaft
ko .
[u—unlly <= inf [u—wslv.
o wpEV)

Beweis. Die Existenz einer eindeutigen Losung folgt mit dem Satz von Lax-Milgram (da Vj,
abgeschlossen ist, ist V}, ein Hilbertraum). Aus (4.1) und (4.2) folgt fiir alle vy, € V} C V,
dass

a(u — up,vp) = alu,vy) — alup,vp) = F(vp) — F(v,) = 0.

Dies ist die Galerkin-Orthogonalitit.
Es gilt wegen der Koerzitivit und Beschréanktheit von a und der Galerkin-Orthogonalitét
fiir alle wy, € V3, dass

al|lu — uh||%/ < a(u — up,u —up) = alu — up, u)

= a(u — up,u —wp) < kgllu —upl|viju — wp|v.
Dies ist die Bestapproximationseigenschaft. O

Als néchstes widmen wir uns der Frage, wie die Losung up, von (4.2) berechnet werden kann.
AD jetzt sei V}, eindlich-dimensional und es sei (g1, ..., ¢, ) eine Basis von V},.

Definition 4.5. Die Matrix A € R™"*", die durch
Aj = alp), o) firallel1 <j,k<n
definiert ist, heifit Steifigkeitsmatrix. &

Definiere auflerdem einen Vektor b € R™ durch
bj == F(p;)-
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Proposition 4.6. Die Steifigkeitsmatrixz A ist positiv definit und fiir die eindeutige Losung
U € R" von

AU =b

gilt

n
un =Y Ujp;.
j=1
Beweis. Fiir W € R" definiere wy, := 377 Wj¢p;. Dann gilt

WTAW = Z W; AWy = Z Wja(e;s, or) Wk
k=1 k=1

= > a(Wjp;, Wepr) = a(wp, wp) > allwslf3-
jk=1

Da wyp, = 0 genau dann, wenn W = 0, folgt, dass A positiv definit ist und damit invertierbar.
Es seien nun wy, € V), und W € R™ mit wy, = Z}I:l W;e;. Dann gilt

a(un, wp) = Y Ua(es, o) Wi = (ATU) W,

k=1
F(wp) =Y WjF(p;) = > Wib;=b'W,
j=1 j=1
also
a(up, wy) = F(wy) < ATU = b. O

4.2 Schwache Formulierung des Poisson Problems

Wir betrachten nun das Poisson-Problem auf einem Gebiet Q C R,

Definition 4.7. Ein Gebiet Q C R? heiBt Lipschitz-Gebiet, falls gilt
(a) € ist offen und zusammenhéngend

(b) Zu jedem x € 0N existiert eine Transformation ®(y) = My + r mit Orthogonalmatrix
M € R4 und Vektor r € R?, ein Parameter § > 0, eine offene Menge @’ C R%~! und
eine Lipschitz-stetige Funktion A : Q" — R mit

O({(¢,ya) € Q" x R: h(y') <wa}) N Bs(),
©({(y',ya) € @' x R: h(y') = ya}) N Bs(x),
O({(y,ya) € Q" x R: h(y) > ya}) N Bs(). &

aQn Bg(.r)
00N Bs(x)
(R\ ©) N Bs(x)

Lipschitz-Gebiete sind also Gebiete, deren Rand durch eine Lipschitz-Funktion parametrisiert
werden kann und die lokal auf einer Seite des Randes liegen.

Beispiel 4.8. Abbildung 4.1 zeigt Beispiele fiir Lipschitz-Gebiete, Abbildung 4.2 zeigt Bei-
spiele fiir Gebiete, die keine Lipschitz-Gebiete sind. &

Auf dem folgenden Satz von Gauf} basiert die schwache Formulierung des Poisson-Problems.
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O LRy

Abbildung 4.1: Diese Gebiete sind Lipschitz-Gebiete

[ (Sentit) : @

Abbildung 4.2: Diese Gebiete sind keine Lipschitz-Gebiete

Satz 4.9 (Satz von GauB, partielle Integration). Ist Q C R? ein Lipschitz-Gebiet und F €
CL(Q;RY), f,g € CL(Q), dann gilt

/diV(F)d.TU:/ F -nds,

Q o0
/f(?jgd:n:—/gajfd:n—{—/ fgn;ds,
Q Q o0

/F-ngx:—/gdiv(F)dx—i—/ gF -nds,
Q Q o0

wobei n die dufSere Normal bezeichne.

Beweis. Der Beweis der ersten Aussage kann zum Beispiel in [Alt16] nachgeschlagen werden.
Die zweite und dritte Gleichung folgt aus der ersten mit geeigneter Wahl von F. O

Fiir den Rest der Vorlesung nehmen wir an, dass 2 ein Lipschitz-Gebiet ist, sodass die
partielle Integration gilt.

Fiir den Rand von €2 nehmen wir an, dass wir ihn aufteilen kénnen als 92 = I'p U 'y,
wobei I'p abgeschlossen sei und I'y = 9 \ I'p. Wir méchten fiir gegebenes f € C(Q) und
g € C(I'y) und up = 0 das Poisson-Problem aus Beispiel 1.5 16sen, d.h. es soll

—Au=f in €,
ulp, =0 auf T'p, (4.3)
(Vu-n)lry =9 auf T'y.

gelten.
Die schwache Formulierung verallgemeinert das Poisson-Problem auf Situationen, in denen
keine Losung in CH(Q) N C2(R) existiert.

Definition 4.10 (schwache Formulierung des Poisson-Problems). Die schwache Formulie-
rung des Poisson-Problems sucht v € V' (V' wird im Folgenden in (4.6) definiert werden) mit
u|r, =0 und

/Vu‘Vvdx:/fvdx—i—/ guds fiir alle v € Vmit v|p, = 0. (4.4)
Q Q I'n
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¢

Der Raum V wird eine Obermenge von C!(Q) N C?(Q) sein.
Ist w € CH(Q) N C?(N), dann sind die starke und die schwache Formulierung #quivalent.
AuBerdem ist die Losung der schwachen Formulierung dquivalent zum Minimieren von

/|Vu|2dx—/fud$
Q Q

in V. Dies wird in einer Ubungsaufgabe gezeigt.
Wir wollen im Folgenden den Satz 4.2 von Lax-Milgram auf die schwache Formulierung
anwenden. Dazu werden wir als Norm

lvllv = “/ Vv - Vudz
Q

betrachten. Der Satz von Lax-Milgram gilt in Hilbertrdumen, d.h. der Raum V aus Defini-
tion 4.10 muss vollsténdig sein beziiglich dieser Norm. In einer Ubungsaufgabe wird gezeigt,
dass der Raum C!(Q) nicht vollstéindig ist. Wir werden im Folgenden einen Raum definieren,
der vollstéindig sein wird, er kann auch als Vervollstindigung von C!(€2) beziehungsweise

C>°(92) definiert werden. Wir werden hier aber anders vorgehen.
Die partielle Integration motiviert die folgende Definition.

Definition 4.11 (schwache Differenzierbarkeit, schwache Ableitung). Es sei u € L'(Q).
Dann ist u schwach differenzierbar, wenn es fiir j = 1,...,d ein g; € L'(£2) gibt mit

/ udjpdr = —/ gjpdx fir alle ¢ € C°(92).
Q Q

Die Funktion 0ju := g; heifit schwache partielle Ableitung von u beziiglich j und Vu :=

(O ... adu)T heift schwacher Gradient. Die Funktion v € L'(€) ist k-mal schwach
differenzierbar, wenn fiir alle Multiindices a € Ny mit || = a3 + - - - + ag < k eine Funktion
Jo € L1(Q) existiert mit

/ ud®pde = (—1)l°! / Jap dx fiir alle ¢ € C2°(€2).
Q Q

Wir definieren dann 0%u := g, und fiir 0 < j < k setzen wir Diu = (8au)|a‘zj. &

Bemerkung. Gilt u € C*(Q), dann ist u schwach differenzierbar und die schwache Ableitung
und die klassische Ableitung stimmen iieberein. Dies folgt aus der partiellen Integration. <

Definition 4.12 (Sobolev-Raum). Fiir k£ € Ny und p € [1, 00| definieren wir den Sobolev-
Raum W*P(Q) durch

wkP(Q) = {v € LP(Q)

fiir alle Multiindices o € N3 mit |a| < k existiert
die schwache Ableitung 0%v und 0% € LP(2)

Der Raum ist ausgestattet mit der Norm

[vllwrp (o) = Z H@O“UHZ,(Q) wenn 1 < p < o0,
|| <k
[vllprco(@) = gﬁg”aavhw(ﬂ) wenn p = 00.
Wenn p = 2, dann schreiben wir H*(Q) = W*2(Q). O
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Proposition 4.13. Fir k € Ng und p € [1,00] sind die Riume W*P(Q) Banach-Riume.
Fiir p =2 ist H*(Q) ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt

(U, 0) ey = Z /6°‘u8°‘v dx.
laj<k
Beweis. Der Beweis dieser Aussage findet sich zum Beispiel in [Alt16]. O

Da wir Randbedingungen im Poisson-Problem fordern wollen, beschéiftigen wir uns in dem
nichsten Satz mit der Frage, ob Randwerte fiir Funktionen in W*P?(Q) existieren. Hier soll
bemerkt werden, dass Randauswertungen fiir Funktionen in LP(€2) keinen Sinn machen, da
der Rand eine Nullmenge ist.

Satz 4.14 (Spuroperator). Fs sei 1 < p < oco. Dann existiert ein eindeutig definierter,
beschrinkter, linearer Operator v : W1P(Q) — LP(9Q) mit y(u) = ulaq fiir alle w € C*°(Q)N
Whr(Q).

Beschrénkt heifit, dass es eine Konstante 0 < C, < oo gibt mit
v (W)llzro0) < Cyllullwre)- (4.5)
Wir werden im Folgenden u|gq fiir u € W1P(§) schreiben statt (u).

Definition 4.15. Definiere
W' (€)= {v € WP (Q)Jolr,, = 0},
1,2
Hp(Q) :== W5 (9),
Hy(Q):=Hp (Q)  fiir Tp = 0. &
Die schwache Formulierung 4.10 ist mit der folgenden Definition von V' nun vollsténdig,
V= HH(Q). (4.6)

Wir wollen den abstrakten Rahmen aus Abschnitt 4.1 benutzen, um Existenz und Eindeu-
tigkeit von schwachen Losungen zu zeigen.
Definiere a : V x V — R und F : V — R durch

a(u,v) = / Vu - Voudz fur alle u,v € V,
Q

F(v) ::/fvdx—i—/ guvds fiir alle v € V.
Q I'n

Bevor wir den Satz 4.2 von Lax-Milgram anwenden kénnen, benttigen wir noch folgendes
Resultat aus der Funktionalanalysis.

Satz 4.16 (Poincaré-Friedrichs-Ungleichung). Die Menge I'p habe ein positives (d — 1)-
dimensionales Mafs. Dann existiert eine Konstante 0 < Cp < oo derart, dass fiir alle v €

H},(Q) gilt
vllL2) < CplIVYllL2(0)-

Auferdem egistiert eine Konstante C derart, dass fir alle v e H* () mit [, vdz =0
[0l L20) < CpIIVVllL2(g)

gilt.
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Wir konnen nun die Existenz und Eindeutigkeit von schwachen Lésungen beweisen.

Satz 4.17 (Existenz und Eindeutigkeit von schwachen Losungen). Der Raum V ist ein
Hilbert-Raum, a 1ist eine koerzitive und beschrinkte Bilinearform und F € V'. Deshalb gibt
es eine eindeutige Losung u € V von (4.4) und es gilt

[ull i) < (1 + Cp)max{1,C} (I fll 20 + gl z2rn)) »
wobei Cp die Konstante aus Satz 4.16 ist und C die Konstante aus (4.5).

Beweis. Dies ist eine Ubungsaufgabe. O

Céas Lemma sagt aus, dass fiir jeden Teilraum Vj, C V der Fehler der Galerkin-Approxima-
tion up, € V3 beschrankt ist durch den reinen Approximationsfehler, also

lu = unll oy < (14 Cp)? inf [lu—wsmg).
wpEVR

Wegen der Poincaré-Ungleichung kénnen wir auch ||[Ve|| 12(Q) als Norm auf V' betrachten
und erhalten dann

IV(u—un)llp2) < inf [[V(u—wh)lr20)-
wpEV,

Wir werden im Folgenden geeignete Raume V}, definieren und, wenn die Losung u glatt ist,
Konvergenzraten beweisen. Dafiir wird folgender Satz niitzlich sein, der hier ohne Beweis
angegeben wird.

Satz 4.18 (H?2-Regularitiit des Poisson-Problems). Es sei ) konver (oder €0 habe einen
C! Rand) und Tp = 0S). Dann existiert eine Konstante C < oo, sodass fiir die Lésung
u € HY(Q) von (4.4) u € HX(Q) gilt und

ID%ull12() < ClIfllz2(0)-
Beweis. Siehe zum Beispiel [Grill]. O

Wir werden auflerdem die folgenden Sétze benotigen.

Satz 4.19 (Sobolevscher Einbettungssatz). Es sei 1 < p < oo und 1 < g < p*, wobei

dp/(d — p) fir p < d,
p* =1 < q < oobeliebig fiir p=d, (4.7)
00 firp>d.

Dann gilt fiir alle w € WHP(QQ), dass u € LI(Q) und es gibt eine Konstante C' < oo mit

[ulla@) < Cllullwir),

d.h. die Einbettung W1P(Q) — LI(Q) ist stetig.
Ist k > d/p, dann gilt fiir alle w € W*P(Q), dass u € C(Q) N L>®(Q) und

[ull Lo (@) < llullwerq),

d.h. die Einbettung W*P(Q) — C(Q) N L>®(Q) ist stetig.

Bemerkung. Im Sobolevschen Einbettungssatz ist u € C(2) so zu verstehen, dass es eine
Funktion u gibt mit v = u fast iiberall und u € C(€2), d.h. u kann auf einer Nullmenge
abgedndert werden, derart, dass u dann stetig ist. Noch préziser kann man sagen, dass es

einen Reprisentanten aus der Aquivalenzklasse von u gibt, der in C () ist. O

Satz 4.20 (Rellich-Kandrachov). Es sei 1 < p < oo und 1 < g < p* mit p* aus (4.7). Dann
ist die Einbettung WYP(Q) — L1(Q) kompakt, d.h. alle in WYP(Q) beschrinkten Folgen
haben eine Teilfolge, die in LI() konvergiert.
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JANVANIVANA

Abbildung 4.3: Schematische Darstellung der Finiten Elemente aus den Beispielen 4.23-4.26.

4.3 Allgemeine P;-Finite-Elemente-Methoden

Definition 4.21. Fiir eine abgeschlossene Menge T' C R? und k € Ny bezeichne

P(T):=qvelC(T)|v(x)= >  auz%a,€R

a€eNY |a|<k

den Raum der Polynome vom (totalen) Grad < k auf 7. Es bezeichne

Qi(T) == Qv eC(T) |v(z) = > aat® aq € R

aeNd max{a;[j=1,...,d} <k
den Raum der Polynome vom (partiellen) Grad < k auf 7. &
Ein Finites Element hat zuséatzliche Struktur.

Definition 4.22 (Finites Element). Ein Finites Element (nach Ciarlet) ist gegeben durch
(T,P,K), wobei T C R? eine abgeschlossene, beschrinkte Menge ist, P C Py (T) fiir ein
k € No (genannt Ansatzfunktionen) mit dim(P) = R+ 1 und K = {xo,..., Xr} eine Menge
von Funktionalen x; : C*°(T") — R (genannt lokale Freiheitsgrade). Das Tripel (T, P, K) sei
derart, dass

(a) Wenn fiir ein ¢ € P gilt, dass x(¢q) = 0 fiir alle x € K, dann ist ¢ = 0.
(b) Es existiert ein m > 1 mit P,,_1(T) C P.

(c) Es existiert p € [1,00], sodass jedes x € K fortgesetzt werden kann zu einem be-
schriankten, linearen Operator auf W™P(T). o

Wir werdem spiéter fiir Funktionen in W™P(T') eine Abschitzung der fiir einen Interpolati-
onsoperator der Form

v = Zolyra) < CR™Follwmae)

beweisen. Die Eigenschaft (c) garantiert uns, dass Zv wohldefiniert ist, durch (b) bekommen
wir die Rate h™F,

Beispiel 4.23. Es sei T C R? eine abgeschlossene, beschrinkte Menge. Dann ist das Tripel
(T, Po(T'), xT) mit x7(v) = v(xr) fir ein beliebiges 7 € T ein Finites Element fiir m = 1
und p > d. Dies folgt aus dem Sobolevschen Einbettungssatz, Satz 4.19. Ist yr definiert
durch x7(v) = [pvdz, dann ist (T, Py(T'), x7) ein Finites Element fir m =1undp=1. ¢
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Beispiel 4.24. Es seien zg,...,2q € R% d = 1,2 oder 3 so, dass sie nicht auf einer Hyper-
ebene liegen, und T' C RY sei das Simplex

T = conv{zy,...,2q} C R,
Definiere P := P (T') und K := {xo, ..., x4} mit
X;j(v) = v(z) fir j=0,...,d und v € C(T).

Gilt fir ¢ € Pi(T), dass ¢(z;) = 0, dann muss schon g = 0 gelten. Fiir d < 3 impliziert
der Sobolevsche Einbettungssatz, Satz 4.19, dass W22(T) C C(T). Daher ist (T, P,K) ein
Finites Element mit m = 2 und p = 2. &

Beispiel 4.25. Es seien zp, ..., zq € R? und T wie oben. Es bezeichne Fj := conv{zx|k # j}
die Hyperebene, die z; gegeniiber liegt. Es sei aufilerdem P = Pi(T") und K = {xo,...,Xxd}
mit

X;(v) = v(mid(Fj)) fir j=0,...,d und v € C*(T).

Dann ist (7', P, K) ein Finites Element mit m = 2 und p = 2.

Definiere x; nun durch
(v) ][ ds = / d
x;i(v) = vds = — vds,
’ F, 15| Jr,

J

wobei |Fj| den (d — 1)-dimensionalen Flacheninhalt von F} bezeichne. Dies ist nach dem
Spursatz fiir alle v € W1(T) ein beschrinkter Operator. Also ist (T,P,K) ein Finites
Element fiir m = 1 und p = 2 und auch fiir m = 2 und p = 1, da nach dem Sobolevschen
Einbettungssatz W21 (T') eingebettet ist in WH1(T). O

Beispiel 4.26. Es sei d = 2 oder 3 und T" wie oben. Es bezeichne £(T") die Menge der Kanten
in T, d.h. fiir alle E € £(T') existieren j,k € {0,...,d} mit j # k und E = conv{z;, z;}. Es
sei P := P(T) und K = {x0, - - -, Xi(a)} mit £(2) =6 und k(3) = 9 und

X;j(v) = v(zj) fir j =0,....,d,
Xd+j(v) = v(mid(Ej;)) fir j=1,...,k(d) —d,

wobei & = {F1,..., Ejyg)—q}- Dann ist (T, P, K) ein Finites Element mit m = 3 und p = 2
(und auch fiir m = 2 und p = 2). $

Finite Elemente werden haufig durch Symbole beschrieben. Fiir die Beispiele 4.23—4.26 finden
sich diese schematischen Darstellungen in Abbildung 4.3.

Sind die Funktionale in K iiber Punktauswertungen definiert, gilt die Eigenschaft (a) nicht
automatisch. Beispielsweise erfiillt (7, 7P,K) mit einem Dreieck T C R2, P = P(T) und
K = {xo0,-.., x5} mit Punktauswertungen an den zwei GauBpunkten der Kanten FE die
Eigenschaft (a) nicht (siehe Ubungsaufgaben).

Die Eigenschaft (a) lasst sich hdufig am einfachsten iiber eine duale Basis zeigen. Diese duale
Basis ist wie in folgender Proposition iiber die Freiheitsgrade definiert.

Proposition 4.27. Es sei (T,P,K) ein Finites Element. Dann existiert eine eindeutige
Basis (o, ..., pr) von P mit

Xj(or) = 6k fiir alle j,k =0,..., R =dim(P) — 1.
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Bemerkung. Es gilt auch die Umkehrung: Wenn eine duale Basis existiert, dann gilt auch
die Eigenschaft (a). &

Beweis von Proposition 4.27. Es sei (qo,...,qr) eine beliebige Basis von P. Definiere A €
READ*(EHD) qurch

Ajie = x5(qr).

Fiir y € REF! gilt

R
Ay=0 & Vje{0,...,R}: ) Ajye=0
k=0

R R
& VjE{O,...,R}:Xj<Zyqu>:O & Zyqu:0 & y=0,
k=0 k=0

wobei die dritte Aquivalenz aus Definition 4.22, (a), folgt, und die letzte Aquivalenz gilt,
weil (qo, ..., qr) eine Basis ist. Also ist A regulér. Es sei ¢; € RE+1 die Losung von Acj = e,
wobei e; den j-ten Einheitsvektor bezeichne. Definiere

R
Pj = Z Cjeqe-
=0

Dann gilt
R
Xi(oe) = > ere Xi(qe) = (Ack)j = 1. O
=0 :A"ﬂ

Mit Hilfe der barycentrischen Koordinaten kann eine duale Basis hiufig explizit angegeben
werden.

Definition 4.28 (barycentrische Koordinaten). Zu einem Simplex T' = conv{zo, ..., 24}
existieren die barycentrischen Koordinaten A, ..., Aq € P1(T") mit A\j(2x) = 6j. &

Bemerkung. Die dualen Basisfunktionen zur P-FEM aus Beispiel 4.24 erfiillt gozj]T =
Aj. O

Bemerkung. Es gilt

xr =

d
Aj(2)zj. ¢
=0

Proposition 4.29. Es sei (T,P,K) ein Finites Element und es sei v € W™P(T). Dann
existiert ein eindeutiger Interpolant Irv € P mit

X(Zrv) = x(v) fir alle x € K. (4.8)

Es gilt
R
Irv =Y x;(v);. (4.9)
=0

Beweis. Mit Zr definiert in (4.9) folgt (4.8). Die Eindeutigkeit folgt aus (a) aus Definiti-
on 4.22. O
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Wir werden nun zum Bramble-Hilbert-Lemma kommen, aus dem wir spéter Konvergenzraten
folgern werden. Es sei T C R? und int(7") ein Lipschitz-Gebiet.

Lemma 4.30. Es sei v € W™P(T) und es gelte 0%v = 0 fiir alle « € Nd mit |a| = m. Dann
ezistiert ein Polynom q € Py,—1(T) mit v = q.

Beweis. Da 9%v = 0 fiir alle 3 € N¢ mit |8]| > m, gilt v € WH*P(T) fiir alle k¥ € N. Nach dem
Sobolevschen Einbettungssatz folgt v € C°°(T'). Daraus folgt die Behauptung mit klassischen
Argumenten. O

Lemma 4.31 (Projektion auf Polynome). Fir alle v € W"P(T) existiert ein eindeutig
definiertes Polynom q € Py,—1(T') mit

/8a(v—q)d:c—0 fiir alle o € N3 mit |a| <m — 1.
T

Beweis. Definiere N := [{a € N¢ | |a| < m — 1}]. Es gilt

P1(T) = Z aox% | aq €R

a€eNd,|a|<m—1
Eine Berechnung der Ableitung fiir |3| > |«| ergibt
Py 0  wenn a; < B furein j € {1,...,d},
ol wenn a = .

Daher ist die Abbildung

P (T) RN, g (/ 8"qu>
T

a€eNg la|<m—1

injektiv. Da die Dimensionen von P, _1(T) und R gleich sind, ist sie auch surjektiv. Daraus
folgt die Behauptung. O

Lemma 4.32 (verallgemeinerte Poincaré-Ungleichung). Es ezistiert eine Konstante Cp der-
art, dass gilt: Fiir alle v € W™P(T) mit [.0%dz = 0 fir alle o« € N3 mit |af < m —1,
gilt
[ollwmrr) < Cplolwma(r),
wobei
1/p

|U|WmvP(T) = Z ||aav||iL’p(T)

|la|=m

Beweis. Wir nehmen an, dass die Aussage falsch ist. Dann existiert fiir alle k& € N ein
O € W™P(T) mit

/a%kdxzo fir alle |a| <m —1
T

und |0l wmw 1y > klOgwme ).
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Fiir jedes k € N setzen wir vg := Ox/||0% |lyym.»(r). Dann gilt

||'UkHWm,p(T) =1 und |?)k|Wm,p(T) < 1/]€.

Die Folge (vk)ken ist also beschrénkt in W P(T"), also existiert nach Satz 4.20 ein Grenzwert
v € W P(T) und eine Teilfolge (vk,)jen mit vy, — v in W 1P(T) fiir j — oco. Da
|vklwm.p(ry — 0, ist (vg,)jen sogar eine Cauchy-Folge in W""P(T') mit Grenzwert v. Dann
gilt aber [v[yym.p(7) = 0 und aus Lemma 4.30 folgt, dass v = ¢ fiir ein Polynom ¢ € P,—1(T).
Da aber

/ 0%dr = lim | 0%y, dz =0 fiir alle v € N¢ mit || <m —1
T

J]—00 T
gilt, folgt mit Lemma 4.31, dass ¢ = 0. Also gilt v = 0, was ein Widerspruch zu
[ollwmsr) = jlggoHUijWmm(T) =1
ist. 0

Satz 4.33 (Bramble-Hilbert-Lemma). Es sei 1 < p < oo und es sei ein F: W™P(T) — R
gegeben, das beschrdinkt und quasisublinear ist, d.h. es existieren c1,co > 0 mit

[E(0)] < allvollwme ),
[F(v+w)| < e (|[F(v)] + |[F(w)])

fiir alle v,w € W™P(T). Auferdem gelte F(q) = 0 fiir alle g € Pp,—1(T). Dann gilt
|F(v)] < C}gclcQHDmvHLp(T) fiir alle v e W"™P(T).
Beweis. Es sei v € W™P(T). Es gilt fiir alle ¢ € P,,,—1(T), dass
[F()l = |F(v—q+q)| < 2l F(v = q)| < crcallv — gllwmar)-

Es sei nun ¢ € Py,—1(T) das Polynom, das nach Lemma 4.31 [,8%(v — ¢)dx = 0 fiir alle
o € Nd mit |a| < m — 1 erfiillt. Die verallgemeinerte Poincaré-Ungleichung aus Lemma 4.32
beweist dann

lv = gllwmeiry < CpID™ (v = @)l oery = CpI D™ Lo(r)- O

Korollar 4.34 (Stabilitét der Interpolation). Es sei (T, Pr,Kr) ein Finites Element mit
P 1(T) C Pr und es sei |o|g eine Seminorm auf WP (T) mit

[v]s < Cllvllywmer) fir alle v e W™P(T)
fiir eine Konstante C' < co. Dann existiert cig < oo mit
lv — Irvls < as|| D™ e (7 fir alle v e W™P(T).

Beweis. Es sei F'(v) = [v — I7v|g. Dann ist F' sublinear. Es bezeichne ¢; die duale Basis
zu (Xj)j=0,...,r- Die Definition von Zp in (4.9) und die Definition des Finiten Elements in
Definition 4.22 zeigen

R R

Zrols = D xi)es| <D @] leils.
=0 g i=0__
<Clvllwm.p(T)
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Es folgt mit einer Dreiecksungleichung
PO < bls + Zrols < (€ + OR myax,lgyls ) lolhwmocr

Also ist F' beschrinkt. Da F(q) = 0 fiir alle ¢ € Pp, sind die Bedingungen des Bramble-
Hilbert-Lemma erfiillt, woraus die Behauptung folgt. O

Als néchstes widmen wir uns der Frage, wie die Konstante cig von den Parametern des
Gebiets abhéngt.

Lemma 4.35. Es sei T := conv{0,e1,...,eq} € RY das Referenz-Simplex und es sei T =
conv{zp,...,2q4} C R4 ein nicht- degenemertes Simplex. Dann existiert ein eindeutiger affiner
Dz’ﬁeomorphzsmus O : T — T mit ®7(0) = 29 und ®r(ej) = z; fir alle j =1,...,d. Dann
existieren Konstanten Cy und Cy derart, dass fiir jedes v € W™P(T) und v = vo ®r €

Wme(T) gilt

—k ~
[olwroery < Crpr® [det BIYP [0l 7,

[Vlyrwdy < Co h% |det B|~'/P [vlwep (1)
wobet B = D®p und k < m.
Beweis. Definiere B € R¥*¢ und b € R¢ durch
B = (zl—zo 29— 20 ... zd—zo) und b= 2.

Es gilt Be; = zj — 2. Es gilt auflerdem, dass T nicht degeneriert ist genau dann, wenn
Z1 — 20, - - -, 24 — 20 linear unabhéngig sind. Also ist B reguldr. Definiere & : T — R durch
O (z) = Bx +b. Dann gilt ®7(0) = zp und ®r(e;) = z;. Daher gilt auch @T(f) =T und es
gilt @;1 T — T\, @;l(x) = B~ 'z — B~ 'b. Also ist ®7 ein Diffeomorphismus mit D®7 = B.
Wir wollen die Aussage der Proposition aus dem Transformationssatz folgern. Dafiir sei
o € Nd mit |a| = k. Dann gilt

/ 0w dy = /A (0°w) 0 Bp|P |det DB| dF.
T T S—

=|det B|

Die Kettenregel beweist
d o~
djw = =Y (@) 0 @7 9;(@7" ), = (B~ (D) 0 D71));.
=1 A/—’
Da B konstant ist, konnen wir wiederum die Kettenregel anwenden und erhalten
d d
= > Y (OO ®) 0 D5 (B )iy (B gy = (B-T(BT(D@) 0 @71)) ). -
k1=1ko=1

Fiihren wir dieses Argument fort, erhalten wir mit einer Konstanten C' aus der Norméquivalenz
von |e| und der Maximumsnorm

10%0| < C|B~ |1 max [0°@)|,
1Bl=la|
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wobei [|A[| := sup,cpa\ {0y %. Also folgt

/|8aw]pdx < CP||B~T|]Pll |det B| érllax|/\8'8w|pdx
T =

<l

WksP(T)

Es sei z € R? mit |z| = pr beliebig. Dann existieren &, € T mit z = £ — 1, also B~z =
B7Y¢ — B7ln =&, (¢) — ®;'(n). Daraus folgt

-1 |B~ 2| 1 -1 hs
B~ |=  sup < — sup [®7'(§) — 7' ()] = L.
z€R4|z|l=pp PT pT gneT\ﬁ/—/ ~—— PT
eT T
Es gilt fiir alle z € R?
-y
| = sup —=
yera\{o} 1Yl
und deshalb
B—T TB—I TB—I
yeri\[0} (Yl yeravfoy 1Yl yerd\{0} zerd\ o} ] [Y]
B—l h=
= s B gz
seR{0} 12| pT

Insgesamt folgt
hs plal
/aaw\m < v det B| [@”, - .
or Whe(T)
Da hs < 2, beweist dies die erste Aussage. Die zweite folgt durch die Vertauschung von T

und 7 und da p7 = c fiir eine Konstante ¢ > 0. O

Satz 4.36 (Interpolationsfehler). Es sei (T, P,K) ein Referenz-Finites-Element mit Pp,_1(T) C
P und T C RY. Es sei (T,P,K) ein Finites Element, das durch eine affine Transformation
P T—T erzeugt wird, d.h. es gilt

T=or(T), P={god;'[7€P}

K ={x|x()=x(vod:") firalleveC(T), X € K}.

Dann gilt fir jedes v € W™P(T), dass
[0 = Zrvlwra(r) < ez i pr [olwme(r)
mit einer Konstanten cr = cz(d,m,T) fir alle 0 < k < m.

Beweis. Wir benutzen Folgerung 4.34 auf dem Referenz-Element fiir © = vo &7 € Whm(T),

Lemma 4.35 —k 1/p |~ ~
|v — IT’U|WIc,p(T) < Cq Pr |det B| |U - va|wk,p(f)

Folgerung 4.34
< Cicrs p;k|detB\1/p\v

Lemma 4.35

’WWP(T“)

C1Cacrs W pr |det BIM? |det B|™/P [v]ym(r). O
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ANVANANIFA

Abbildung 4.4: Globale Finite Elemente aus den Beispielen 4.39-4.43.

Als néchstes setzen wir Finite Elemente zusammen, um globale Approximationen zu definie-
ren. Dafiir betrachten wir Finite Elemente auf Triangulierungen, siehe Definition 3.2.

Definition 4.37 (affine Familie von Finiten Elementen). Es sei T eine regulire Triangu-
lierung von Q. Eine affine Familie (von Finiten Elementen) ist eine Familie (T, Pr, Kr)reT
derart, dass es ein Referenz-Finites-Element (f,ﬁ,l%) gibt und dass jedes Finite Element
(T, Pr,Kr) durch eine affine Transformation @ : T — T erzeugt ist (siehe auch Satz 4.36).

¢

Definition 4.38 (globaler Interpolant, globale Freiheitsgrade). Es sei T eine Triangulierung
von  und (T, Pr,Kr)rer eine affine Familie. Der globale Interpolant Zr : W™P(Q) —
L*>(Q) ist definiert durch

(Z7v)|r = Zp(v|r) fir alle T € T.

Die affine Familie wird ein C"-Element genannt, wenn Z7v € C"(2) gilt fiir alle v € C"(Q) N

WmP(Q).
Die globalen Freiheitsgrade sind alle Funktionale x : W™P(Q) — R, fiir die ein T" € T
existiert und ein xr € K¢ mit x(v) = xr(v|r) fir alle v € W™P(Q). &

Beispiel 4.39. Es sei T eine reguléire Triangulierung und fiir jedes T' € T sei (T, P,(T), Kr)
das Finite Element, fiir das 7 die Knotenauswertungen sind (siehe Beispiel 4.24). Dann ist
Zrv die eindeutige Funktion, die auf jedem Dreieck affin ist und in den Ecken der Dreiecke
gleich v ist. Dann ist Z7v stetig, also ist diese affine Familie ein C°-Element. Die globalen
Freiheitsgrade sind

{xp:C®(Q) = R|peN, xpv)=0v(p)}
Die Anzahl der globalen Freiheitsgrade ist #N . O

Beispiel 4.40. Es sei 7 wie oben und fiir jedes T' € T sei (T, P1(T'), Kr) das Finite Element,
fiir das K die Auswertung am Mittelpunkt der Fliachen sind (siehe Beispiel 4.25). Dann ist
Zrv die eindeutige Funktion, die auf jedem Dreieck affin ist und in den Kantenmittelpunkten
gleich v ist. Dies ist im Allgemeinen keine global stetige Funktion, also ist dies kein C°-
Element. Die globalen Freiheitsgrade sind

{xp:C®(Q) >R | FeF, xpv)=v(mid(F))}.
Die Anzahl der globalen Freiheitsgrade ist #F. &

Beispiel 4.41. Fiir das Py-Element mit x7(v) = f,vdz fiir alle v € C®(Q) ist Zrv eine
stiickweise konstante Funktion. Dies Finite Element ist kein CY-Element. Die Anzahl der
globalen Freiheitsgrade ist #7 . $
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Beispiel 4.42. Es sei (T, P,(T'), Kr) fiir alle T € T das P» Finite Element aus Beispiel 4.26.
Dann ist Zyv die eindeutige Funktion, die auf jedem T € T quadratisch ist und (Z7v)(p) =
v(p) erfiillt, wenn p € N oder wenn p = mid(F) fiir ein E € £. Dies Finite Element ist ein
C° Finites Element, aber kein C' Finites Element (siche Ubungsaufgabe). &

Beispiel 4.43. Das C! Finite Element mit dem niedrigsten Polynomgrad ist das Finite Ele-
ment von Argyris mit P = P5(T") mit 21 lokalen Freiheitsgraden abgebildet in Abbildung 4.4.
Dabei stehen Punkte fiir Auswertungen der Funktion, der erste Kreis fiir Auswertungen des
Gradienten, der zweite Kreis fiir Auswertungen der Hesse Matrix und die Pfeile fiir die
Auswertung der Ableitung in Normalen-Richtung. O

Siehe Abbildung 4.4 fiir Abbildungen zu den oben besprochenen Finiten Elementen.

Proposition 4.44 (globale Interpolationsabschitzung). Es sei (T, Pr,Kr)rer eine affine
Familie, die ein C*~1 Finites Element ist. Fiir jedes v € W™P(Q) und 0 < k < £ gilt

&
v = Zrvlywrrq) < CrTng% by o7 vl wme (-

Beweis. Die Abschitzung folgt aus Satz 4.36, indem iiber alle T € T summiert wird. O

Korollar 4.45. Fir die affine Familie des Py -Finiten-Elements existieren auf formreguliren
Triangulierungen Konstanten Cy und Cy derart, dass fir alle v € H?(Q)

v = Z7v|12(0) < Ch <max hT> 10| 2
wnd V(0 = Zrolley < Co (pashr) el

Korollar 4.46. Fir die affine Familie des Py-Finiten-Elements gilt auf formreguldren Tri-
angulierungen T, dass Konstanten Cy, Cy, C3 und Cy existieren so, dass fiir alle v € H>(£2)

o= Zroluee < €1 (i) bl
und ||V (v —Z7v)| r2@q) < Co (ijath> | E3 ()
und fiir alle v € H*(Q)
o= Zrolla < €1 (spash) el
und ||V (v —Z7v)| r2@q) < Co (I%laXhT> |52 ()

gilt.
Bemerkung. Achtung: Fiir die P; und die P>-FEM gilt nicht, dass

v —Z7vl L2 ()

durch
<1;£1€a%( hT) MHI(Q)
beschriinkt ist, da Zr fiir allgemeine v € H'(§) nicht definiert ist! &
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Abbildung 4.5: Zuléssige und nicht zuldssige Konfiguration von Kanten auf dem Rand.

4.4 Die P,-FEM fiir das Poisson-Problem
Wir betrachten nun wieder das Poisson-Problem
—Au=f in Q, ulr, =0, (Vu-n)lry =g,

wobei Q C R? ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet mit polygonalem Rand 092 = I'pUT y ist mit
I'p NIy = 0 und I'p abgeschlossen mit positivem Oberflichenmaf ist. Nach Definition 4.10
erfiillt die (schwache) Losung u € Hp(Q)

a(u,v):/Vu-Vvda::/fvdx—i—/ guds fiir alle v € H}(S).
Q Q I'n

Es sei T eine formreguldre Triangulierung von €2 derart, dass I'p = [Jpc F Fcrp Es siehe
auch Abbildung 4.5.

Wir werden nun die Finite-Elemente-Methode (FEM) zum Pj-Finiten-Element, insbesondere
die P-FEM aus den Beispielen 4.24 und 4.39 ndher betrachten. Wir werden ab jetzt

o] := o]l == [|®]|L2(q)
abkiirzen und wir werden
A<B

schreiben, wenn eine Konstante C' < oo existiert, die nicht von der Gitterweite (hr)rer
abhéngt, fiir die

A<CB

gilt. Die Konstante C' darf von der Konstante aus der Formregularitdt aus Definition 3.7
abhingen. Auflerdem verwenden wir

A~B& A<B<A

Definition 4.47. Fiir eine Triangulierung 7 von € ist der konforme Pj-Finite-Elemente-
Raum definiert als

SE(T) := {v, € C(Q) | vp|r € Py(T) fiir alle T € T}
und mit Randbedingungen als

SH(T) = {vn € SM(T) | vnlr,, = 0},
SE(T) := SE(T), wenn I'p = 99. &
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Definition 4.48. Die P;-Finite-Elemente-Approximation des Poisson-Problems uy, € S % (T)
ist gegeben durch

/Vuh-Vvhdx:/fvhdiU+/ gupds fiir alle vheSg(T). %
Q Q 'y

Korollar 4.49. Wenn uw € H™(Q) fir ein 2 <m < k+1, dann gilt

IV(u —up)||<  inf
vheSkD(

T)HV(U —on)|l < IV (u = Zru)|| < h™7H[D™ul.

Beweis. Die erste Ungleichung folgt aus Céas Lemma, da uy, € SIE)(T) eine Galerkin-Approx-
imation von wu ist, die zweite, da Zyu € Sg(T), und die dritte aus den Interpolations-
abschétzungen aus Proposition 4.44. O

Bemerkung. Wegen der Poincaré-Ungleichung ist ||Ve|| eine Norm auf H3,(Q). &

Als niichstes wollen wir eine Abschiitzung in der L?-Norm herleiten. Aus der Poincaré-
Ungleichung folgt direkt

lu = unll S 1V (w = up) IS R HID™ .

Aus den Interpolationsabschitzungen wissen wir aber, dass ||[u—Z7u|| < A" || D™ul|, also wire
die Konvergenzrate h™ prinzipiell in L?(Q) moglich. Um zu zeigen, dass diese Konvergenzrate
tatsdchlich angenommen wird, miissen wir die folgende Annahme machen.

Annahme 4.50 (H?-Regularitit des Poisson-Problem). Fiir alle ¢ € L?(2) gelte fiir die
Losung w € HL () des Poisson-Problems

/Vw-Vvdx:/qua? fiir alle v € H} (),
Q Q

dass w € H?(Q) und
ID*wl < lall- &

Bemerkung. Satz 4.18 sagt, dass, wenn () konvex ist und I'p = 0f2, das Poisson-Problem
H? reguliir ist. &

Satz 4.51 (Aubin-Nitsche-Lemma). Ist das Poisson-Problem H? regulir im Sinne von An-
nahme 4.50, dann gilt

[l = unll S AV (w = un)].
Gilt zusdtzlich w € H™(Q) fir ein 2 <m < k+1, dann gilt
[ = unl| S A" [ D™ .
Beweis. Es sei e :=u —uj, und 2z € H},(Q) die Losung zu
/Vz-Vvdx:/evda: fiir alle v € H,(Q).
Q Q
Dann gilt
le||? = / e(u—up)dr = / Vz-V(u—up)de.
Q Q
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Setze z, = Irz € Sf)(T). Dann folgt aus der Symmetrie des Poisson-Problems und der
Galerkin-Orthogonalitét, dass

/ Vz-V(u—up)de = / V(z—zp) - V(u—up)de <||V(z—zn)| || Vel
Q Q

Nach der Annahme, dass das Poisson-Problem H?-regulir ist, folgt aus den Interpolations-
abschétzungen, dass

IV (2 = z0) || S hIID*2[| < hlle]l
Setzen wir diese Ungleichung oben ein, erhalten wir
lell < Al Vel.
Dies ist die erste Abschitzung aus Satz 4.51. Die zweite folgt dann aus Korollar 4.49. O

Man kann sich iiberlegen, dass der H'- und der L?-Fehler im Allgemeinen auch nicht besser
konvergieren kénnen als mit Rate h* beziehungsweise h**1.

Wir wenden uns nun der Implementation der Pi-FEM zu. Fiir £ > 1 definiert die duale Basis
auch eine globale. Eine Basis von S1(7) ist gegeben durch die Hutfunktionen (¢, ).cr, wobei
¢, € SYT) definiert ist durch ¢, (y) = &,y fiir alle 2,y € N. Fiir SH(T) ist (p2)zen, 2
eine Basis. Dafiir sei

Up = Z Uygoy

yeEN\TI'p

mit Uy € R und (¢,)yeanr,, die nodale Basis. Dann ist nach Proposition 4.6 U die Losung
zu

ATU =0,

wobei die Steifigkeitsmatrix und die rechte Seite gegeben sind durch

Ajk = /QVQDJ' . V(pk dl’,

b Z/fwd%
Q

Um A und b zu berechnen, zerlegen wir Q2 in die Elemente T' € T

A=Y /T Vs - Vi dr,

TeT

bj: Z/ngojdx.

TeT

Der Eintrag b; kann zum Beispiel durch eine Mittelpunktsquadratur approximiert werden

: : T :
bj~ ) |T| f(mid(T)) ¢;(mid(T)) = »  ———=f(mid(T)),

wobei |T'| das MaBl von T" bezeichne. Um A, zu berechnen, benutzen wir das folgende Lemma.
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Lemma 4.52. Es sei T = conv{z,...,zq} ein Simplex mit Ecken zy,...,zq € R? und es
set
Xp = Lol b op@nxa).
20 21 ... Zd

Dann gilt, dass das Volumen von T gegeben ist durch

1
VQ0Z0|T 0O ... 0
V(p T 1 0
und X7 ?’ = , . (4.10)
Vo, lr 0 1
—_———
cR(d+1)xd

Beweis. Der Ubersichtlichkeit halber wird hier |T'| = (1/d!)det X7 nur fiir d = 2 gezeigt.
Mit der Entwicklung nach der ersten Zeile gilt

det X1 = det (21 22) —det (zo Z2) + det (zo zl)

=det (ZO 21 — 22>

= det (zl, Z9 — 21) + det (zo, 21 — zg) = det (zo — Z1,29 — 21) .

Dies ist der Flicheninhalt des Parallelogramms, das durch zg — z; und 25 — z; aufgespannt
wird, also 2|T|.

Fiir den Beweis der zweiten Aussage, bemerken wir, dass ., + - -+ ¢,, = 1 auf T gilt, also
Vs + -+ V., = 0. Dies ist die erste Zeile von (4.10). AuBerdem gilt, dass

V(@20 + -+ s (T)za =2 fiir alle x € T,

da die rechte und die linke Seite affine Funktionen auf 7" sind, die in den Punkten zq, ..., zq
iibereinstimmen. Bildet man auf beiden Seiten die Ableitung, folgt (4.10). O

Bemerkung. Eine alternative Berechnung von [ Vg; - Vi dz kann durch eine Transfor-
mation erfolgen

/ Vi, - Vg do — det(DDy) /A (V3,)T DB D] (V ) d,
T T

wobei @ : T — T der Diffeomorphismus aus Lemma 4.35 ist. Auf dem Referenzsimplex T
gilt

d
Golx) =1-) =z,

j=1
or(x) = T %

Proposition 4.53 (Integrationsformel fiir barycentrische Koordinaten). FEs gilt fiir ein Drei-
eck T C R?

N
(a+B+~v+2)V

/w@@@:mﬂ
T
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Beweis. Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe. O

Ein FEM-Program sieht zum Beispiel wie folgt aus:

Input: 7, I'p (zum Beispiel in Form von c4n, n4e, n4sDb, n4sNb, siche Abschnitt 3), f, g

Berechne lokale Steifigkeitsmatrizen A7 := (fT Vs, -V, dx)1<j7k<3 fir die lokale Basis
(‘pzl y Pras szg) auf 7T'.

Assembliere globale Steifigkeitsmatrix A durch Aj;, = ZTeT fT Vi Vo dr € RIVIXINT,
Berechne b € RN durch b; := [, f ¢; dz + Jr, 9¥jds.

Berechne dof = N\ I'p.

Lose A(dof,dof)x(dof) = b(dof).

Output: =

Bemerkung. Die Matrix A ist keine voll besetzte Matrix, da fQ V-V dr = 0 gilt, falls
zj und zj nicht Ecken des selben Dreiecks sind. Die Steifigkeitsmatrix A sollte deshalb immer
als sparse-Matrix definiert werden! O

Bemerkung. Um A zu assemblieren, kénnte man eine Schleife iiber alle Dreiecke laufen
lassen und dann fiir entsprechende Indizes ind die lokale Steifigkeitsmatrizen Ap in die
globale Steifigkeitsmatrix mit A(ind, ind) = A(ind, ind) + A7 eintragen. Diese Aufrufe von
Eintrégen einer sparse-Matrix sind zumindest in Matlab allerdings langsam. Eine Alternative
in Matlab ist es, A {iber den Befehl

A = sparse(I,J,Aloc,dim,dim)

zu assemblieren, wobei I und J Index-Mengen sind, dim = |[A/| und
A = Z Aloc(¥). %
1(0)=7, 3(0)=h

Bemerkung. Wenn man Konvergenzraten numerisch iiberpriifen will, fingt man mit einer
groben Triangulierung an, berechnet die FEM-Losung, berechnet den Fehler, verfeinert die
Triangulierung, berechnet die FEM-Losung usw. Fiir die Verfeinerung kann zum Beispiel die
rot-Verfeinerung oder die Bisektion aus Abbildung 3.3 benutzt werden. &
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5 Sattelpunktprobleme
5.1 Abstrakte Sattelpunktprobleme
In diesem Kapitel werden wir Sattelpunktprobleme der Form

a(u,v) + b(v,p) = F(v) fir alle v € V,

b(u,q) = G(q) fiir alle g € Q (5.1)

betrachten, wie sie in gemischten Methoden oder auch bei der Minimierung unter Nebenbe-
dingungen auftreten. Definieren wir B: (V x Q) x (V x Q) — R durch

B((u,p), (v, q)) := alu,v) + b(v, p) + b(u, q),
dann ist (5.1) dquivalent zu
B((u,p), (v,q)) = F(v) + G(q) fiir alle (v,q) € V x Q.
Allerdings ist B nicht koerzitiv, denn fiir alle p € @Q gilt

B((0,p), (0,p)) = 0.

Deswegen ist das Lax-Milgram-Lemma nicht anwendbar. Wir werden nun eine allgemeine
Theorie fiir solche Sattelpunktprobleme betrachten.

Es seien X und Z Banach-Rdume und X', Z’ ihre Dualrdume. Fiir ¢ € X' und ¢ € 7’
schreiben wir

(p,z) = p(x) firallex e X und (,z) =1(z) furalle z € Z.

Es sei L : X — Z ein beschriankter, linearer Operator, d.h. L ist linear und es existiert
C < oo mit

ILz||z < Cllz||x fiir alle x € X.
Fiir jedes feste ¢ € Z’ definiert die Abbildung
x+— (Y, Lz) € R
ein Element in X'/, denn die Abbildung ist linear und es gilt

(¢, La)| = [(La)| < |[llz | Lallz < Cllgllz ]l

Definition 5.1 (adjungierter Operator). Der adjungierte Operator L' : Z' — X’ ist definiert
durch
(L', x) = (3, Lz) fiir alle ¢ € Z' und = € X. &

Dies ist eine Verallgemeinerung der Transposition von Matrizen.

Definition 5.2 (Polare). Es sei W C Z’. Dann definieren wir die Polare W° C Z von W
durch
We={z¢eZ| (¢,z) =0 fiir alle p € W}. O

Ist Z ein Hilbertraum, dann kénnen wir ihn mit seinem Dualraum identifizieren iiber die
Abbildung J : Z — 7', (Jz,y) = (z,y)z fir alle z,y € Z. Diese Abbildung wird auch
Riesz-Abbildung genannt und ist ein Isomorphismus und eine Isometrie (d.h. ||Jz||z = |||z
fiir alle 2 € Z). In dieser Situation gilt W° = W+.
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Satz 5.3 (Closed Range Theorem). Es sei L : X — Z ein beschrinkter, linearer Operator.
Dann ist

Im(L) abgeschlossen in Z & Im(L) = (ker L')°.
Fiir den Beweis benotigen wir den folgenden Satz aus der Funktionalanalysis.

Satz 5.4 (trennende Hyperebenen). Es sei V' ein Banach-Raum und es seien C1,Co CV
konvex mit Cy N Cy = () und C sei offen. Dann existiert ein b € V' und ein m € R mit

b(wy) > m > b(ws) fiir alle wy € C1,wq € Cs.
Die Menge {v € V | b(v) = m} heifit trennende Hyperebene.

Bemerkung. Dieser Satz folgt aus dem Satz von Hahn-Banach. Der Satz von Hahn-Banach
ist dquivalent zum Lemma von Zorn und zum Auswahlaxiom. &

Beweis von Satz 5.3. Wir beweisen zuerst =. Es sei y = Lz € Im(L). Dann gilt fir alle
1 € ker I, dass

(¢,y) = (¥, La) = (L', z) = 0,

also y € (ker L')°.

Angenommen, es existiert ein zg € (ker L')° \ Im(L). Da Im(L) abgeschlossen ist, existiert
ein € > 0 mit B:(z0) NIm(L) = 0. Mit C; = Be(29) und Cy = Im(L) existiert nach Satz 5.4
dann ein 1 € Z’/ und ein m € R mit

(¥, z0) > m > (¢, Lz) fiir alle z € X.

Dann gilt aber (¢, Lz) = 0 fiir alle x € X (sonst fithrt Z = +ax auf (¢, Lz) = +a(y, Lx)).
Also m > 0. Auflerdem gilt

(L', z) = (¢, Lz) = 0 fiir alle x € X,

also 1) € ker L'. Aber zy € (ker L)°, also (¢, zp) = 0 fiir alle ¢ € ker L, was ein Widerspruch
ist.
Wir zeigen nun <. Es gilt

(ker ') ={z € Z | (¢,z) =0 fiir alle ¢ € ker L'} = m ker 1.
peker L/

Da ker ¢ abgeschlossen ist, ist (ker L')° abgeschlossen, also auch Im(L). O

Lemma 5.5 (inf-sup-Bedingung fiir Operatoren). Es seien X und Y Banach-Rdume und
es sei L : X =Y’ ein beschrinkter, linearer Operator. Dann gilt

L
L: X — Im(L) ist ein Isomorphismus < 36 >0 mit inf sup _ALz.y) > B,

zeX\{0} yev\fo} [z llx [[ylly
wobei Isomorphismus heift, dass L beschrinkt ist, L=' existiert und L~' beschrinkt ist.

Bemerkung. Mit der Definition der Operatornorm ist die inf-sup-Bedingung dquivalent zu

2]l x < B Ly o
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Beweis von Lemma 5.5. Wir beweisen zuerst =. Es sei ¢ € Im(L) CY’, ¢ = Lz. Da L ein
Isomorphismus ist, gilt

lz]lx < Crliylly

mit der Stetigkeitskonstanten C7, von L.
Wir zeigen nun <. Da B|jz||x < ||Lz|ys, ist L injektiv, also L : X — Im(L) bijektiv.
Insbesondere existiert fiir alle ¢» € Im(L) ein eindeutiges z € X mit Lz = 1. Dann gilt

lellx < B~ Lally = 87 I¥ ]y,
also ist L™1 : Tm(L) — X beschrinkt. O

Wir betrachten nun eine (nicht notwendig symmetrische) Bilinearform B : U x V' — R, wobei
U und V Hilbert-Riume sind. Wir betrachten den Operator L : U — V', der durch

(Lu,v) = B(u,v) fir allew € Ujv € V

definiert ist. Wir werden die inf-sup-Bedingung fiir Operatoren nun durch Bedingungen an
B ausdriicken.

Satz 5.6. Die Abbildung L : U — V' ist genau dann ein Isomorphismus, wenn B folgende
Bedingungen erfillt

1. (Stetigkeit) 30 < C' < oo mit

|B(u,v)| < Cllul|y ||v]|v fir allew e U,v € V.

2. (inf-sup-Bedingung) 30 < o < 0o mit

allully < sup Blu,v) fiir alle u € U.
vev\ioy |[vllv

3. Yv e V\{0} Ju e U mit

B(u,v) # 0.

Beweis. Wir werden die Bedingung aus Lemma 5.5 zeigen. Die erste Bedingung aus Satz 5.6
ist dquivalent zu

| Lullv: S lJullu,

was die Beschranktheit von L ist.

Die zweite Bedingung aus Satz 5.6 ist dquivalent dazu, dass L die inf-sup-Bedingung mit
Konstante o > 0 erfiillt.

Also ist L : U — Im(L) ein Isomorphismus und es bleibt die Surjektivitit von L auf V' zu
zeigen. Dafiir zeigen wir als erstes, dass Im(L) abgeschlossen ist:

Es sei (v;)jen eine Cauchy-Folge in Im(L) C V’. Aus der Funktionalanalysis folgt, dass V’
vollsténdig ist, da V' ein Hilbertraum ist. Also existiert ein v € V/ mit v; — v in V’. Da
vj € Im(L), existiert u; € U mit v; = Lu;. Es gilt

1 L1 stetig
luj —uello =IL7(vj —we)llo < llvj —wkllv: = 0.

~
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Also ist (u;)jen eine Cauchy-Folge in U und da U vollsténdig ist, existiert ein v € U mit
uj — u in U. Daraus folgt

lv = Lullyr < flv=wvjllv: + [ L(uj = w)llvr < llv = vjllvs + lluj = ullv =0,

also v € Im(L), also ist Im(L) abgeschlossen. Nach dem Closed-Range-Theorem, Satz 5.3,
gilt dann Im(L) = (ker L), also ist L surjektiv auf

Im(L) = (ker L')° = {4p € V' | (v,9) = 0 fiir alle v € ker(L')}.

Es gilt v € ker(L’) genau dann, wenn fiir alle u € U gilt 0 = (L'v,u) = (v, Lu). Mit
der Identifikation von V mit V” gilt dann (v, Lu) = (Lu,v) = B(u,v). Nach der dritten
Bedingung in Satz 5.6 ist also ker(L’) = {0}, also Im(L) = V". O

Bemerkung. Satz 5.6 ist eine Verallgemeinerung des Satzes von Lax-Milgram, da die Be-
dingungen 2 und 3 aus der Koerzitivitiat folgen. &

Fiir die Approximation der exakten Losung u € U betrachten wir nun das Galerkin-Verfahren
fiir endlich-dimensionale Unterrdume U, C U und V}, C V. Zu f € V'’ approximieren wir die
Losung v € U zu

B(u,v) = (f,v) fir allev e V
durch uy, € Up, mit
B(up,vp) = (f,vpn) fiir alle v, € V. (5.2)

Satz 5.7. Die Bilinearform B : U x V. — R erfiille die Bedingungen aus Satz 5.6. Die
Unterrdume Uy, C U und Vi, CV seien so gewdhlt, dass sie

B
on < inf sup D0 Un)
up€Up, v EVY HuhHUthHV

erfiillen und dass gilt: Vv, € Vi, \ {0} Juy, € Uy, mit
B(up,vr) # 0.

Dann existiert ein up, € Uy, das (5.2) lost und es gilt

C .
lu— wnlly < (1 n ) inf Jlu — wallo-
ap wpeUR

Beweis. Aus den Voraussetzungen an B, Uy und V}, folgt, dass es eine eindeutige Losung
up, € Up, von (5.2) gibt. Es sei wy, € U, beliebig. Dann existiert wegen der diskreten inf-sup-
Bedingung ein vy, € V3, mit ||vp|y = 1 und

Jun, — wpllo < ag, 'Blup, —wp,vn) = o, ((fyvn) — B(wh, vy))

= a;, 'B(u — wp,vp) < a;, ' Cllu — wy v
Mit der Dreiecksungleichung folgt die Behauptung. O

Wir betrachten als Motivation im Folgenden das folgende Minimierungsproblem unter Ne-
benbedingungen.
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Problem 5.8 (Minimierung unter Nebenbedingung). Minimiere

J(v) = %a(v,v) —(f,v) in X

unter der Nebenbedingung

b(v,p) = (g, 1) fiir alle p € M. &

Dabei seien X und M Hilbert-Rdume, a : X x X — Rund b : X x M — R stetige
Bilinearformen. Es sei a symmetrisch und a(v,v) > 0 fiir alle v € X. Aulerdem sei f € X’
und g € M’. Wir betrachten weiterhin das Lagrange-Funktional £ : X x M — R,

L(v, p) := J(0) +b(v, ) — (g, )
und das Problem
Problem 5.9 (Sattelpunktproblem). Finde (u,A\) € X x M mit
a(u,v) + b(v, \) = (f,v) fiir alle v € X,
b(u, ) = (g, 1) fiir alle p € M. O
Fiir die Losung des Problems 5.9 gilt die Sattelpunktseigenschaft
L(u, ) < L(u,\) < L(v, \) fiir alle (v, ) € X x M,
denn:
L(u,A) — L(v, A)

1 1
= 5(1(’&, U) - <fa ’LL> + b(u7 )‘) - <g7 )‘> —561(’0, U) + <fa U> —b(U, )‘) +<ga )‘>
—_———— —— ——
=0 a(u,w)—(fw) =b(u,N)

und wegen b(u, A) = (f,u) — a(u, u) folgt
1
L(u, ) — L(v,\) = —ia(u —v,u—wv) <0.
AuBlerdem gilt

L(u,A) = L(u, p) = b(u, A) = (g, A) = b(u, 1) + (g, u) = 0.

Proposition 5.10. Ist (u,\) € X x M eine Lésung von Problem 5.9, dann ist u eine Lisung
von Problem 5.8.

Beweis. Nach Definition erfiillt u die Nebenbedingung.

Definiere V := {v € X | b(v, ) = 0 fiir alle p € M}. Dann sucht Problem 5.8 den Minimierer
von J in ug + V, wobei uy € X eine beliebige, aber feste Funktion sei, die b(ug, ) = (g, 1)
fiir alle o € M erfiillt. Mit w = ug + ug ist dies dquivalent zum Minimierer ug € V' von

J(v) + a(ug, v) in V.
Nach einer Ubungsaufgabe ist dieses Minimierungsproblem #quivalent dazu, dass
a(ug,v) = (f,v) — a(ug,v) fiir alle v € V
d.h. w = ug + uy erfiillt
a(w,v) = (f,v) fiir alle v € V.

Da diese Gleichung von w erfiillt ist, ist v die Lésung von Problem 5.8. O
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Wir wenden uns jetzt der Frage zu, wann eine Losung vom Sattelpunktproblem 5.9 existiert.
Dalfiir sei V' wie im Beweis und

V(g) :={ve X |blv,u) = (g,u) fir alle p € M}.

Aus der Stetigkeit von b folgt, dass V' abgeschlossen ist. Wir definieren die folgenden Abbil-
dungen

A: X = X', (Au,v) = a(u,v) fiir alle v € X,
B:X — M, (Bu,u)="blu,p) fiir alle p € M

und es sei B’ : M — X' die adjungierte Abbildung, wobei wir M mit M” identifizieren, d.h.
(B'\,v) = b(v, \) fiir alle v € X.
Dann ist das Sattelpunktproblem 5.9 dquivalent zu
Au+ B X=f in X',
Bu=g in M'.
Lemma 5.11. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. 36 > 0 mit
inf b(v, 1)

peM\{0} yex\ g0} lvllx [lpllar —

2. B: VLt = M ist ein Isomorphismus und
|Bv||ar > Bllvllx  fir allev e V-

(dabei ist V4 = {z € X | (z,v)x =0 fiir allev € V}).

3. B": M — V° C X' ist ein Isomorphismus und

|B'ullx: > Bllpllar fiir alle € M.

Beweis. Wir zeigen als erstes (1) < (3): Da sup,cx\ (o} w = ||B'p||x7, folgt (3) = (1).
Auflerdem folgt damit aus (1) die Ungleichung in (3) und dass B’ : M — Im(B’) ein Iso-
morphismus ist. Wie im Beweis von Satz 5.6 folgt, dass Im(B’) abgeschlossen ist. Nach dem
Closed-Range-Theorem, Satz 5.3, gilt also Im(B’) = (ker(B”))° = (ker(B))° = V°. Daraus
folgt (3).

Es sei nun (3) erfiillt. Zu v € V+ definiere (v, )x € X’. Es gilt (v,w)x = 0 fiir alle w € V,
also (v,e)x € V° nach Definition. Da B’ : M — V° ein Isomorphismus ist, existiert A € M
mit

(B'X\,w) = b(w,\) = (v,w)x fiir alle w € X.
Es gilt mit der Ungleichung in (3), dass ||v]|x = ||(v,®)x||x = [|B'A|x’ > B||Al|am- Also

b(v, b(v, A v,V
1Bollay = sup 20 S MO Wux s g
b Tl = T~ Tl
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Fir B : V+ — M’ gilt also die inf-sup-Bedingung. AuBerdem gilt die Stetigkeit und aus
(1) folgt, dass es fiir alle € M \ {0} ein v € V' gibt mit b(v,u) # 0. Damit sind die
Voraussetzungen aus Satz 5.6 erfiillt und B ist ein Isomorphismus.

Es gelte nun (2). Fiir p € M gilt dann

—

[pllsr = sup = sup = sup < sup

(g, 1m) @ (B, p) _ b(v,p) @ b(v, 1)
gemnfoy 19l wevivgoy 1Bvlaer wevivgoy 1Bl — weviygoy Bllvll

Daraus folgt (1). O

Satz 5.12 (Brezzi’s Splitting Theorem). Durch Problem 5.9 wird genau dann ein Isomor-
phismus L : X x M — X' x M’ erklirt, wenn gilt

(a) a ist V-elliptisch, d.h. es existiert ein o > 0 mit

a(v,v) > allv||% fir alle v €'V,

(b) b erfillt die inf-sup-Bedingung

it osup WM
neM\{0} wex\ g0} 10l x [kl nr

Bemerkung. Satz 5.12 wird auch LBB-Bedingung genannt nach Ladyzenskaya, Babuska
und Brezzi. o

Bemerkung. Durch Problem 5.9 wird eine Abbildung L : X x M — X’ x M’ erklirt im
Sinne, dass L(u, A) = (f,¢) genau dann, wenn

a(u,v) + b(v, \) = (f,v) fiir alle v € X
b(u, ) = (g, 1) fiir alle o € M.

Die Norm auf X x M ist gegeben durch
(v, )llxsear = [lollx + llullar - fiir alle (v, p) € X x M
und auf X’ x M’ durch

ICF D xrsener = 1fllxe + gl fiir alle (f, ) € X' x M. ¢

Beweis von Satz 5.12. Es gelte (a) und (b) und es sei (f, g) € X'x M’. Die inf-sup-Bedingung
(b) und Lemma 5.11 implizieren, dass ug € V* existiert mit Bug = g, also V(g) # (. Es gilt

luollx < B lgllar-
Mit w := u — ug ist Problem 5.9 dquivalent zu

a(w,v) + b(v, A) = (f,v) — a(ug,v) fiir alle v € X,
b(w, ) =0 fiir alle € M.

Nach dem Satz von Lax-Milgram gilt wegen der V-Elliptizitit von a, dass es eine eindeutige
Losung w € V' gibt mit

a(w,v) = (f,v) — a(ug,v) fir allev € V
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und es gilt
lwllx < a (I £llx + Clluollx).
wobei C' die Stetigkeitskonstante von a ist. Das Funktional
(f, o) —a(ug +w,e) € X’
erfiillt
(f,v) —a(up +w,v) =0 fiir alle v € V,

also ist h := (f,®) — a(up + w,e) € V°. Nach Lemma 5.11, (3) existiert also ein A € M mit
B'\ = h, also

b(v,\) = (B'\,v) = (f,v) — a(up + w,v) fiir alle v € X
und
IAl[ar < B7HIBAlxr < 8741 fllxe + Clluo + wlx).-

Also ist mit v = ug + w das Paar (u,\) € X x M eine Losung von Problem 5.9 (also
L(u, ) = (f,g)). Dies zeigt die Surjektivitit von L. Die Stetigkeit von L~! folgt wegen

lullx < lluollx + llwllx < 87 gllar + a7 [ fllx + o™ CB lgllar
= a7 fllx + 8711+ Callgllar

und
IAMlar < B7H fllxr + 87 Cllullx < 871+ Ca™ Y| fllxr + B72C(L+ Ca™ )| gllar-
Fiir die Injektivitdat von L sei f =0 und g = 0. Dann gilt mit der Testfunktion w, dass
allulk < alu,u) =0,

also u = 0. AuBerdem folgt wegen b(v, A\) = 0 fiir alle v € X aus der inf-sup-Bedingung von
b, dass A = 0.

AuBerdem ist L stetig mit Stetigkeitskonstante max{C,Cy}, wobei C} die Stetigkeitskon-
stante von b ist. Wir haben also gezeigt, dass L ein Isomorphismus ist.

Fiir die andere Richtung sei L nun ein Isomorphismus. Es sei v € V und f € X’ sei definiert
durch {f,v) = a(u,v) fiir alle v € X. Dann erfiillt A\ = 0 € M, dass (u, \) = L71(f,0), also

a(u,v) +b(v,\) = (f,v) fiir alle v € X,
b(u, ) =0 fir alle p € M (daweV).

Es gilt

o = sup 200 o VawoValwo) o e

v€X\{0} vl x veX\{0} vl x

Da L~! nach Voraussetzung beschrinkt ist, also

Jullx < [(u, Mlixxar < Cpa [(£,0) x5 = Cr1[[ fllxr < Cp-1Cav/a(u, u),
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wobei Cp-1 die Stetigkeitskonstante von L~! ist. Da u € V beliebig war, folgt die V-
Elliptizitdt von a.

Wir betrachten nun B : X — M’, definiert durch (Bu, p) = b(u, ) fiir alle p € M. Wenn
wir zeigen, dass B : V+ — M’ ein Isomorphismus ist und || B[y > B||v||x fiir alle v € V+,
dann folgt mit Lemma 5.11 die inf-sup-Bedingung von b. Da V' = ker B nach Definition gilt,
ist B : V+ — M’ injektiv. Die Beschrénktheit von B folgt aus der Beschrinktheit von b. Es
sei nun g € M’. Da L ein Isomorphismus ist, existiert (u, \) € X x M mit (u, \) = L71(0, g)
und |lu|lx + [|[A|amr < Cp-1llgllar- Es gilt also b(u, ) = g(p) fiir alle u € M, also Bu = g. Es
sei u die Orthogonalprojektion von u auf V-, d.h.

(ut,v)x = (u,v)x fiir alle v € V*.

Dann gilt But = Bu + B(ut —u) = Bu = g. Also ist B : V+ — M’ surjektiv. Es
gilt |utllx < |lullx < Cp-1llgllar, also ist (Bly,1)~! beschrinkt, also B : V+ — M’ ein
Isomorphismus. AuBerdem zeigt die Ungleichung ||u*|x < Cp-1]|g||a die Ungleichung in
der Eigenschaft (2) in Lemma 5.11. O

Es seien nun X, € X und M, C M endlich-dimensionale Teilraume. Wir wollen die Losung
(u,\) € X x M von

a(u,v) + b(v, \) = (f,v) fiir alle v € X,

5.3
b(u, ) = (g, 1) fiir alle p € M (5:3)

approximieren durch eine diskrete Losung (up, A\p) € Xp, x M}y von
a(up,vp) + b(vp, An) = (f, vn) fiir alle vy, € X, (5.4)

b(un, pn) = (9 f1n) fiir alle pp, € Mp.
Definiere V}, := {v, € X}, | b(vp, up) = 0 fiir alle pp € Mp}.

Bemerkung. Im allgemeinen gilt nicht Vi, C V. Fasst man die beiden Probleme aus (5.3)
und (5.4) als

a(u,v) = (f,v) fiir alle v € V,
a(up,vp) = (f,vp) fiir alle v, € V},

auf, dann folgt durch die Theorie der elliptischen Probleme keine Fehlerabschéitzung der Art
— < inf — .
lu —unllx < inf [lu—onllx

Die diskrete Losung wuj;, kann man als nicht-konforme Approximation von u auffassen. &
Die Raume X} und M}, seien so gewéhlt, dass

(i) aist V} elliptisch mit Elliptizitdtskonstante oo > 0, die unabhéngig von der Gitterweite
sei

(ii) Es gelte

b(vp, A
Bl Anlla < sup blon, An)

fiir alle \p, € My,
v EXp ||/UhHX

wobei § > 0 unabhingig von der Gitterweite sei.
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Korollar 5.13. Es gelten die Voraussetzung aus Brezzi’s Splitting Theorem, Satz 5.12, und
es gelte (i) und (i1). Dann existieren die Lisungen (u,\) € X x M und (up, Ap) € Xp X Mp,
und es gilt

- A= nllw S inf fJu— inf A —
lu —upllx + || hHMNUhnghHU vhHXJerthH ol a

Beweis. Es sind durch (f,e) und (g,e) Funktionale in X; bzw. M; definiert und die V-
Elliptizitdat und die diskrete inf-sup-Bedingung zeigen nach Brezzi’s Splitting Theorem, dass
das zugehorige Ly, : Xp x My — X; x M, ein Isomorphismus ist, also existiert eine ein-
deutige diskrete Losung. Auflerdem erfiillt die zugehorige Bilinearform B nach Satz 5.6 die
inf-sup-Bedingung beziiglich X, und M}, und die Eigenschaft 3 aus Satz 5.6. Damit sind die
Voraussetzungen von Satz 5.7 erfiillt, also folgt die Fehlerabschétzung folgt aus Satz 5.7. [

Bemerkung. Falls V}, C V gilt, dann folgt aus Céas Lemma, dass
- < inf — .
Ju=wdlx S inf lu = onllx o

Nun wollen wir noch die Fortin-Interpolation einfiihren, die benutzt werden kann zum Nach-
weis der diskreten inf-sup-Bedingung.

Satz 5.14 (Fortin-Interpolation). Die Bilinearform b : X x M — R erfille die inf-sup-
Bedingung beziiglich X und M. Dann gilt, dass Xy, und My, die (diskrete) inf-sup-Bedingung
mit Konstante unabhdngig von h erfillen genau dann, wenn ein Il : X — X}, existiert mit
b(v — v, up) = 0 fir alle pp, € My, und

[TThv]| x

<C
vl x

ITTh] L x,x) = sup
veEX

unabhdngig von h gilt.

Beweis. Wir zeigen zuerst <. Es sei up € M, C M. Dann gilt

b b(11 b(11 b
(v, pn) _ (ITpv, pn) < Csu (ITpv, pn) < C sup (’Uha,U«h)'
lvllx  vex  Ivllx vex |Mpvllx wneXy  |lvnllx

Bllpnllar < sup
veX

Also ist die diskrete inf-sup-Bedingung erfiillt.
Wir zeigen nun =. Zu v € X definiere wy, € X}, (und Ay, € M) als Losung von

(wp,vp)x + b(vp, A\n) = (v,08) x fiir alle vy, € X,
b(wp, pn) = b(v, pp)  fiir alle pp € M,

Die Existenz einer solchen Losung folgt aus der Koerzitivitdt des Skalarprodukts und der
diskreten inf-sup-Bedingung von b aus Brezzi’s Splitting Theorem. Dann gilt wegen der
zweiten Gleichung

b(v — wp, pp) =0 fiir alle up € My,

und aus der Stabilitdt des Systems folgt

U, Up) X b(v,
fwnllx $ sup WX L gy Mk
veXn lvnllx ppens, llpnllar
Damit erfiillt IIv := wy, die geforderten Bedingungen. O

Bemerkung. Wir haben fiir den Beweis My C M benutzt. Es muss allerdings nicht X, C X
gelten. ¢
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5.2 Gemischte FEM fiir das Poisson-Problem

Die gemischte Formulierung des Poisson-Problems (PMP) basiert auf der Aufsplittung des
PMP —Au = f in

p = Vu,
—divp = f.

Fiir die schwache Formulierung miissen wir noch den Raum definieren, in dem p gesucht
werden wird.

Definition 5.15. Definiere

Jg € L*(Q) mit /q'Vde:—/vgdm
Q Q
fiir alle v € C°(Q2)

H(div,Q) := { ¢ € L*(;RY)

Wir schreiben dann auch div g = ¢g und bezeichnen div ¢ als schwache Divergenz von ¢. Wir
statten den Raum H (div, 2) mit der Norm

lall 1 (aiv.0) = V/llall? + [l div g2

aus. &
Bemerkung. Es gilt (H'(Q2))? ¢ H(div, ), aber wie wir spéter sehen werden H (div,) ¢
(H'(2)". ¢

Definition 5.16 (gemischte Formulierung des Poisson-Problems). Die gemischte Formulie-
rung des Poisson-Problems sucht (p,u) € H(div, Q) x L*() mit

/p-qu+/udiqu:c20 fiir alle ¢ € H(div, Q),

Q Q
/vdivpdx:—/fvdx fiir alle v € L*(Q). O
Q Q

Satz 5.17. Es emistiert eine eindeutige Losung (p,u) € H(div,Q) x L?(Q) zur gemischten
Formulierung und es gilt u € H}(Q) und p = Vu in L*(Q) und u ist die Lésung des Poisson-
Problems

/Vu-Vvdm:/fvdx fiir alle v € HY ().

Q Q

Beweis. Setze X = H(div,2) mit Norm ||| g(aiv,0), M = L?(Q2) mit Norm ||e[, a(p,q) =
pr'qu fiir alle p,q € X und b(q,v) = vadiquw fiir alle v € M, q € X. Dann sind a und
b stetig. Es sei nun ¢ € X mit b(q,v) = 0 fiir alle v € M. Dann gilt divg = 0 in L?(£2), also

a(q,q) = llal* = llgll* + ldiv qll* = Il aiv.0),

also ist a auch elliptisch auf dem Kern V von b.
Es sei nun w € M beliebig. Es sei u € H}(Q) die Losung zu

/Vu-Vvda::/wvdx fiir alle v € HJ (Q).
Q Q
Setze p := —Vu. Dann gilt p € H(div, Q) mit divp = w, also

b(w,p) = / wdivpdzr = ||wl|?.
Q
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\Y
Abbildung 5.1: Situation in Definition 5.18, schematische Darstellung des Raviart-Thomas
Finiten Elements und Skizze von zuléssigen und nicht zulédssigen Spriingen.

AuBerdem gilt

1Pl ) = [lpl +|ldivpl?,
~—~— ——

=[vul® =[lw?

IVl = /Qwudw < lwl} flull S ffewll [V,

also
Pz @iv.0) S llwl-
Also gilt

bp.w) < [l _
Pl ~ el

Also gilt die inf-sup-Bedingung fiir b und es existiert eine eindeutige Losung.

Mit Testfunktionen v € Cg°(2) und ¢ € H(div,Q) definiert durch ¢; = v, ¢ = 0 fiir
k # j, folgt aus [qudivgdz = — [, p - qdz, dass u € H'(Q) und p = Vu. Benutzen wir
diese Gleichheit und testen nun mit Funktionen v € C*°(Q2), die nicht auf dem Rand von 2
verschwinden miissen, folgt

/ uvnjds = 0.
o0

Daraus folgt ulsg = 0, also u € H}(Q). AuBerdem gilt fiir alle v € H} ()

/Vu-Vvdx:/p-Vvde’:—/vdivpdm:/fvdx.
Q Q Q Q

Also ist u die Losung des Poisson-Problems. O

Aus Proposition 5.10 folgt, dass p die Losung zum dualen Problem

1
Maximiere —/p-pdx
2 Ja

unter der Nebenbedingung / vdivpdr = — / fvdx fiir alle v € L*(Q)
Q Q

ist. Fiir eine Galerkin-Approximation definieren wir als néchstes endlich-dimensionale Teil-
riume von H(div, ) und L?(Q).
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Definition 5.18 (Raviart-Thomas Finites Element, 1977). Fiir eine formregulére Triangu-
lierung 7 eines Lipschitz-Gebiets  C R? ist der Finite-Elemente-Raum von Raviart und
Thomas definiert als

. ar
VT € Tdar,br,cr € Pp(T) mit )= + crx
RT4(T) := { q € L2(R?) r,br;er € Pi(T) mit glr(@) <bT> T

und VE € £(Q) mit E =T, NT_ gilt [p-vglp =0
Hierbei bezeichne £(12) die Menge der inneren Kanten, vg die duiere Normale zu Ty entlang
E und [e|g den Sprung entlang F, d.h. [v|g := v|p, —v|7_.

Es sei £(T') = {Eh, E», E3} die Menge der Kanten von 7. Das RT-Finite-Element niedrigster
Ordnung ist gegeben durch (T, RTo({T'}), K) mit

K:= {X:COO(T;RQ)—HR

) = F pevedsfirj =123 (. o
E;

Wir zeigen, dass dies in der Tat ein Finites Element ist, indem wir eine duale Basis angeben.
Zu einer Ecke z; € N(T'), wobei N(T) die Menge der drei Ecken von T bezeichne, mit
gegeniiberliegender Seite E; definiere

¥(x) = 1%

wobei |E;| das eindimensionale MaBl von E; bezeichne und |T'| das zwei-dimensionale Maf}
von T. Dann gilt fir £ € £(T) \ {E;}, dass ¢j|g(z) - vg = 0 fir alle z € E, da z — z;
tangential ist auf E. Auflerdem gilt ¢;|g,(z) - vE, = % - Hohe des Dreiecks = 1, also
ij Yj - vp; ds = 1. Auerdem sind die drei Funktionen linear unabhéingig und in RTo({T}),

bilden also eine duale Basis und das RT-Finite-Element ist tatsidchlich ein Finites Element.

Aus der lokalen Basis kénnen wir auch eine globale bilden. Dafiir miissen wir uns fiir eine
gegebene Triangulierung 7 auf eine Orientierung der Kanten festlegen. Fiir eine Innenkante
E € £(Q) seien T, T_ € T die beiden Dreiecke mit E = T, NT_. Wir legen uns nun durch die
Wahl, welches der Dreiecke T und welches T_ ist, auf eine Orientierung fest und definieren
vi = (vr,)|p = —(vr_)|p. AuBerdem definieren wir fiir ein v € L?(Q) mit v|r € H*(T) fiir
alle T' € T den Sprung [v|g := v|r, — v|r_. Fiir eine Randkante E € £(09Q) sei Ty € T das
eindeutige Dreieck mit E C Ty. Setze vg := (v7, )|p und [v]g = v|r,.

Fiir die Definition der globalen Basis definiere o7 g := 1, wenn T' = T, beziiglich F ist und

or,g = —1, wenn T' = T_ beziiglich E ist. Definiere dann
UT,E%(-T — ZT,E) wenn 1" € {T+,T_},
(VE)|r(z) ==
0 sonst,

wobei zp g € N der Knoten in T ist, der gegeniiber von E liegt. Obige Rechnungen ergeben
dann, dass ¥p - vp = dgp gilt fiir alle Kanten E, F' € £. Insbesondere gilt also [¢g - vp|p =
YE|r, -vF —YE|lT. -vF =YE|T, Ve |E+YE|T. v |E = 0 fiir alle F' € £(2). Damit bildet
{Yp}Ece eine globale, duale Basis von RTy (7).

Die folgende Proposition definiert den globalen Interpolationsoperator und zeigt eine Stabi-
litdt und dass der Interpolationsoperator und die Divergenz kommutieren.

Proposition 5.19. Es seip € (H(Q))? gegeben. Dann ist der globale Interpolationsoperator
Irr : (HY(Q))? — RTo(T) definiert durch

IrTp = Z apYE mit apg = f p-vEgds.
Ee& E
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Dann gilt
div IgTp = ][ div pdz,
T

d.h. das Diagramm

(HH@)? -1 r2(0)

It l ITy

RTo(T) ~ . py(7)

kommutiert. Auflerdem gilt

I TRTPl H(div,0) S 1Pl (0)-

Bemerkung. Beachte, dass in der Definition p € (H!(2))? vorausgesetzt ist und deswegen
nach dem Spursatz p|g € L?(E) gilt. Damit ist ag wohldefiniert. Fiir allgemeinere Funktio-
nen p € H(div,Q) ist {5 p-vg ds hingegen nicht definiert. Dazu folgt noch ein kleiner Exkurs
zu Spurrdumen nach dem Beweis der Proposition. &

Beweis. Setze prr = IrTp. Eine partielle Integration zeigt

1
lepRT‘T = / di 1V PRT dr = PRT ' VT ds
—— [T] [T Jor
ePy(T)
1 1
= p-des:/dindx.
T| Jor Tl Jr

Dies beweist die Kommutativitit des Diagramms.
AuBlerdem gilt

IrelBary < S lagllar]
E,Fe&(T)

/QwE'TﬂFdl‘ .

Es gilt mit einer Cauchy-Ungleichung

1 _
orl < / iplds < 1B ol 2s 1]l o)
E ——

=|B]/2

Spurungleichung _ _1 9
< B (0Pl + IRl )

T formreguldr

< hrtlIpll ey + VPl 2y

wobei T' € T beliebig ist mit £ € £(T) und die Spurungleichung in einer Ubungsaufgabe
bewiesen wird. Wenn es fiir E, F' € £ kein Dreieck gibt mit E, F € £(T), dann ist [, ¢g -
Y dr = 0. Ansonsten gilt fiir £, F' € £(T)

|E’ T formregulér h2
— < T <1
<diam(T)

:>/Q¢E'¢Fdl‘=/T¢E'de$§|T|-
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Also folgt

lprerll72(r) S |TIT P 20y + 1VPI2(r) S Pl Z2r) + B2IVDI T2

= [lprrl720) S IPI720) + D hIVDPIZ20) S IPIF (@)
TeT

Mit div prr = Il div p folgt auBlerdem, dass

[div prrllz2(@) < [[divpllLeq)-

Also folgt insgesamt die behauptete Stabilitét. 0

Kleiner Exkurs zu Spurrdumen
Essei T € T. Definiere H'/2(9T) := {v : 9T — R | 3v € H*(T) mit ¥|sr = v}. Der Spursatz
zeigt, dass H'/2(9T) C L*(OT) gilt. Auf H'/?(dT) ist durch

v = inf v
ol oy = i ol

definiert. Fiir eine beliebige Funktion p € H(div, Q) kann ein Funktional F, € H~/2(9T) :=
(HY2(dT))" definiert werden durch

(Fp,v) = / vdivpdx + / p-Vodx fiir alle v € H'/?(8T) mit lor = v.
T T

Die Wohldefiniertheit folgt, denn wenn ¥,7 € H'(T) mit v|sr = 9]y = v, dann gilt (v —
v)|or = 0 und

/(5—17)divpd1::—/p-V(ﬁ—@)d:v fiir alle p € H(div,Q),
T T

also /'ﬁdivpdx+/p-V’17dxz/ﬁdivpda:—k/p-Vﬁdx,
T T T T

also héngt (F}, v) nicht von der Wahl der Fortsetzung ab. Die Cauchy-Ungleichung zeigt die
Beschrénktheit von F,.
Fiir eine glatte Funktion p € C1(Q) gilt

/ vp-l/ds:/vdivpdx+/p-Vvdx,
aT T T

deshalb schreiben wir auch p - v := F},, wobei p - n als Funktional in H —1/2 (0T') verstanden
werden muss, (p-v)|g ist nicht erklart! Alsoist [y p-vds := [, 1p-vds = [} div pdx erklirt,
aber nicht [ 5P vds. Damit ist der Interpolationsoperator Irrp nicht auf ganz H(div, ()
definiert!

Definition 5.20 (RT-FEM). Die gemischte Raviart-Thomas-FEM niedrigster Ordnung sucht
(prr, up) € RTo(T) x Po(T) mit

/ PRT - qrT dx + / updivgrr =0 fiir alle grr € RTo(T),
Q Q
/ vy, div prr dv = —/ fopdx fiir alle v, € Py(T). &
Q Q

Bemerkung. Eine Ubungsaufgabe zeigt, dass RT(7) C H(div, Q) wegen der Stetigkeit in
Normalen-Richtung. Also ist die RT-FEM eine konforme Methode. &
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Bemerkung. Da die zweite Gleichung fiir alle Funktionen in Py(7) erfiillt ist, folgt punkt-
weise — div prr = Ilpf, wobei Iy : L2(Q) — Py(T) die L2-Projektion auf stiickweise kon-
stante Funktionen bezeichnet. Fiir die exakte Losung (p,u) € H(div, Q) x L?(Q2) aus Defini-
tion 5.16 wird die zweite Gleichung mit ganz L?(Q) getestet, weswegen hier auch —divp = f
punktweise in L?(2) gilt. &

Satz 5.21. FEs existiert eine eindeutige Losung (prr,up) der RT-FEM und es gilt

P — PRl H(div,0) + | rll S qRTeRTO(T)Hp qrr || 7 (div,0) Uhepo(T)H Al

Beweis. Es gilt RTo(7) C H(div, Q) und Py(7) € L*(2). AuBerdem gilt fiir grr|r = <ZT> +
T

crx, dass
(diV qRT)|T =2cr € Po(T).

Also folgt, wenn b(qrr, v,) = 0 fiir alle v, € Py(T), dass divgrr = 0. Also ist a elliptisch auf
dem Kern von b. Die eindeutige Losbarkeit folgt aus Brezzi’s Splitting Theorem, wenn wir
die inf-sup-Bedingung

vy, div dzx
loal S sup  dntndivemr
qrr€RTo(T) llgrr|| H(div,)

fiir alle vy, € Py(T)

gezeigt haben.

Dafiir gehen wir dhnlich vor wie im Beweis der kontinuierlichen inf-sup-Bedingung. Es sei
wp, € Po(T). Als erstes vergroBern wir unser Gebiet € zu Q durch hinzufiigen von Dreiecken
derart, dass Q konvex ist, und setzen wy, durch 0 auf Q fort. Dann existiert nach Satz 4.18

eine Losung u € Hg () N H?(Q) mit

ﬁVu-Vvdx:/whvdx fiir alle v € H3(Q),
Q Q

und [ D%ull o) S lonl oy = ol
Setze p := —Vu. Dann ist p € Hl(ﬁ) und es gilt divp = wy. Setze nun prr = Igrp. Dann
gilt nach Proposition 5.19, dass div prp = IIg divp = ywy, = wy,. Also gilt

/ Wh dinRT dr = HwhHZ-
Q
AufBlerdem gilt mit der Stabilitit aus Proposition 5.19

HPRTHH(div,Q) S ”pHHl(Q)-
Da p = —Vu und || D?u|| + ||Vu| < ||wp]|, folgt

fQ wy, div prr dx S [|lwn, ||? B
IpRT | EH(G@v.0) ™ llwall

Also gilt die inf-sup-Bedingung (mit Konstante unabhéngig von der Gitterweite) und damit
existiert eine eindeutige Losung und nach Korollar 5.13 gilt die Fehlerabschétzung. O
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Nach der Poincaré-Ungleichung (bzw. dem Bramble-Hilbert-Lemma) und einer Transforma-
tion aufs Referenzelement gilt

inf — Sh .
dn =l S Bl

Fiir den Interpolationsoperator Ixrp fiir p € H'(€; R?) haben wir gezeigt, dass div(Igrp)|r =
frdivpdz gilt, also folgt mit divp = f

inf P e < lp—Terpl+  inf_|If = full,
qRTGRTO(T)”p qrr |l H(aiv.0) < [P — Irrp| thPO(T)Hf full

Sh”f”Hl(Q)

falls f € H' (). Wir haben gezeigt, dass |p—Irrpl| 2y S ||pll ) und es gilt Irrplr = plr,
falls p|r € Po(T; R?)NRTo({T}). Mit dem Bramble-Hilbert-Lemma und der Transformation
aufs Referenzelement folgt

lp = Ierpll S Rlpllmi) — fir p € H' (O R?).
Insgesamt folgt
Ip = prell H(@iv,0) + lu = unll S A(lull g2@) + 11f 112 @)-

Als néchstes wollen wir noch den folgenden Satz beweisen, der der Ausgangspunkt ist fiir so
genannte dquilibrierte Fehlerschétzer.

Satz 5.22 (Zwei-Energien-Prinzip, Satz von Prager und Synge, Hyperkreis-Identitéit). Es
seiv € H}(Q) und q € H(div,Q) erfille divqg + f = 0. Dann gilt

IV (u = 0)|I” + |Vu — gl = [ Vo — q*.

Beweis. Da u die Losung des Poisson-Problems ist und divq = f, gilt

/V(u—v)-(Vu—q)dx:O.
Q

Mit dem Satz von Pythagoras folgt die Behauptung. O

Bemerkung. Die Bedeutung des Satzes fiir die Fehlerschétzung ist die folgende: Ist (prr, up) €
RTo(T) x Py(T) Losung zur RT-FEM mit rechter Seite f € Py(T), dann gilt —divpgrr = f.
Es sei v, € S§(T) die Lésung zur konformen P-FEM, dann gilt

IV(u—wp)ll> + |Vu—prr|? = [lprr = Vou|®.

Fehler zur P;-FEM  Fehler zur RT-FEM berechenbar

Nachteil dieser Methode ist, dass fiir ein festes Gitter zwei diskrete Probleme gel6st werden
miissen.

Ein anderer Ansatz ist, dass vy, aus (prr, up) durch ein sogenanntes Post-Processing gewon-
nen wird, z.B. durch geeignete Mittelungen. Dabei sollte dann aber sichergestellt werden,
dass [|[V(u — vp)|| < ||[Vu — prerl| gilt, da sonst der Fehler der RT-FEM {iberschéitzt wird.
Der Vorteil dieser Art der Fehlerschitzung ist, dass es in der Hyperkreis-Identitdt keine
nicht-bekannten Konstanten gibt. &

Das folgende Lemma zeigt, wie die lokalen Steifigkeitsmatrizen berechnet werden kénnen.
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Lemma 5.23. Es seien By, O € R3*3,
div, d =k
(B = / V5 - Yr de, (Cr)jk = {fT vyjdz,  wenn j
T

0 sonst

die lokalen Steifigkeitsmatrizen. Definiere die Matrizen

201010
020101 0 .
102010 1= 2173

M = 010201, N = 22:21 9 Z2623
101020 S B
01010 2

Dann gilt

1
Br = CINTMNCr.
T 4

Der Beweis des Lemmas soll hier nur skizziert werden. Dafiir benutzen wir noch die folgende
Quadraturregel.

Lemma 5.24. Es sei T ein Dreieck mit Seitenmittelpunkten E;. Dann ist die Quadraturregel
13
Qp) =3 D p(mid(E;))
j=1
exakt fiir Polynome zweiten Grades, das heifst, es gilt

Q(p) = /Tpd:z fiir alle p € Py(T).

Beuweisidee. Dies kann fiir Basisfunktionen von P5(7T) nachgerechnet werden. O

Beweisskizze von Lemma 5.23. Die Basisfunktionen sind von der Form
bj = ci(z = zj).
Daher gilt
div; = 2¢;.
Damit folgt

Mit der Quadraturformel aus Lemma 5.24 und mid(E;) = (zj—1 + 2;+1)/2 (wobei hier z;_;
und z;41 modulo 3 verstanden werden soll) folgt

3
1
/T(xzj).(xzk)dx::;z(”g%Zj>.(zf+22¢+1Zk)

(=1
13
= EZ(Z@—Zj-i-ZHl —zj)-(Zg—Zk-i-Zngl —Zk)
=1
Ausmultiplizieren ergibt
1< 1<
/T(w =) (@ —z)de = 5 Z%;(Zz = zj) - (am = 2) + o5 ;(Zz — zj) - (20 — 2k).

Dies kann schliellich mit Matrizen in der Form wie in Lemma 5.23 geschrieben werden. [
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Abbildung 5.2: Ein Fluss durch ein Gebiet €.

5.3 Das Stokes-Problem

In diesem Kapitel soll es um die Losung der stationéren, linearen, inkompressiblen Stokes-
Gleichungen gehen, die beschreiben, wie eine inkompressible Fliissigkeit durch ein Gebiet (2
stromt.

Wir betrachten ein beschrénktes Lipschitz-Gebiet Q@ C R? ein f € L?(;R?%) und up €
H'Y2(09; RY). Gesucht ist ein Geschwindigkeitsfeld u und ein Druck p mit

—Au—-Vp=f in 0
divu =0 in Q (Inkompressibilitét),

ulan = up.

Damit iiberhaupt Losungen existieren konnen, muss gelten

/ uD-I/ds:/ u-udSZ/divudmzo,
o0 o0 Q

d.h. es muss so viel in das Gebiet hineinflieffen, wie auch hinausfliet. Andererseits ist p nur
bis auf Konstanten eindeutig. Die schwache Formulierung ist gegeben durch

Definition 5.25 (Stokes-Gleichungen). Finde u € H'(Q;R%) mit u|pn = up und p €
L*(Q)/R:={q € L*(Q) | [, qdz =0} mit

a(u,v) + b(v,p) = / frude fiir alle v € H} (Q;RY),
b(u,q) = OQ fiir alle ¢ € L*(Q)/R,
wobei
a(u,v) := /QVU -Vudz,

b(v,q) := —/quivvda:. &

Wie wir in der abstrakten Situation gesehen haben, ist dies dquivalent zur Minimierung von
a(u,u) — [ f - vdz unter der Nebenbedingung divu = 0.
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Bemerkung (lineare Elastizitét). In der linearen Elastizitét wird eine Verschiebung u €
H'(Q;R?%) gesucht mit

—dive = f in €,
o = Ce(u) in Q,
uh“D = 0,

O-.I/’FN:g7

wobei C der Elastizitdtstensor ist, der fiir isotrope Materialien gegeben ist durch CA =
2uA + Atr(A)Igxq. Dabei sind > 0 und A > 0 Parameter. Der linearisierte Greensche
Verzerrungstensor e(u) ist der symmetrische Anteil des Gradienten, also e(u) = (Vu +
Vu')/2. Der Parameter \ beschreibt die Inkompressibilitit des Materials. Fassen wir die
ersten beiden Gleichungen zusammen erhalten wir

f=—div(2ue(u) + Adivulgyg) = —2pdive(u) — AV div u.

Fiir festes f und A — oo (d.h. dass das Material fast inkompressibel ist) muss also divu
klein werden. Das Stokes-Problem kann auf diese Weise als das Grenzproblem zur linearen
Elastizitat fiir fast inkompressible Materialien interpretiert werden. &

Um die Existenz von Losungen zum Stokes-Problem zu zeigen, miissen wir die folgende
inf-sup-Bedingung zeigen.

Satz 5.26. Es sei Q C R? ein beschrinktes, zusammenhingendes Lipschitz-Gebiet. Dann
gilt fiir alle g € L*(Q)/R

divv dzx
gl sup Jnddiveds
veriray IVl

Beweisskizze. Wir skizzieren hier nur den Beweis des Spezialfalls, dass Q C R? konvex ist,
siehe auch [BS08]. Fiir den allgemeinen Fall, siche zum Beispiel [GR86].

Es sei w € HY(Q) N (L3(Q)/R) N H?(Q) die eindeutige (schwache) Losung zu —Aw = ¢
in Q und dw/dv = 0 auf 9Q (homogenes Neumannproblem). Die Existenz von Lésungen
zu diesem Problem folgt aus dem Satz von Lax-Milgram, da die Poincaré-Ungleichung fiir
Funktionen aus H'(Q) N (L?(2)/R) gilt. AuBerdem gilt (was wir hier nicht beweisen)

lwllzr2) < llall-
Es sei v; = —Vw. Dann gilt v; € H'(Q;RY),
divor =¢ und vl a) < llall-

AuBlerdem gilt v1 - v = Vw - v = 0 auf 99Q. Es sei 7 der Tangentialvektor auf Q2. Dann kann
man zeigen, dass ein 1 € H?(() existiert mit

Ylog =0 und 0Y/0v|oq = —viloa - T
und  [[Yllg2) S lvilla)-

0 -1

Setze vy := Curly := (—aw/ay 8¢/&;;)T = <1 0

) V. Dann gilt
v2laq - v = Vlaq - T =0= —vi|pq - v,
voloa - T = Vloq - v = —viloq - T

= 2o = —vilan-
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&

Abbildung 5.3: Schematische Darstellung der Mini-FEM.

Setze u := vy + vy. Dann gilt divu = divv; = ¢ und ulgg = 0 und

lullar@) < lvillavey + llvellaie) S lvillave) < llall-
——

§||¢||H2(Q)5“U1 ”Hl(g)

Also folgt
Joadivudz _q|f?

= 2 llall- -
lullaie)y  lulla e

Korollar 5.27. Es existiert eine eindeutige Losung (u,p) € H'Y(Q;R?) x L*(Q)/R zum
Stokes-Problem.

Beweis. Die Bilinearform a ist elliptisch auf ganz H}(€2; R). Also folgt aus Brezzi’s Splitting
Theorem mit der inf-sup-Bedingung aus Satz 5.26 die Behauptung. O

Fiir eine Diskretisierung wiihlen wir Unterrdume V;,(7) € Hg(9;R%) und Q4 (T) € L?(Q)/R.
Eine natiirliche Wahl fiir Q,(7) wére ein Raum, der keine Stetigkeit zwischen Elementen for-
dert, z.B. Py(T)/R. AuBerdem wiirde dies bedeuten, dass aus 0 = b(un,qn) = [, qn div up, d
folgt, dass fT divup dxr = 0 gilt fiir alle T € T, die Divergenzfreiheit wire also in einem
lokalen Sinne erfiillt. Allerdings gilt

{Uh € Sy(T;R?) ‘ divup|r = ][ div vy, dz = 0} = {0}
T

auf einigen Triangulierungen (Beweis siche Ubungsaufgabe). Deshalb liefert die Wahl von
Vi(T) = S{(T;RY) und Q4 (T) = Po(T)/R keine sinnvolle Approximation.

Wir werden hier stattdessen das Mini-Element fiir Q C R? betrachten. Definiere den Raum
der Volumen-Bubbles

B(T) :={p € HY(Q) | VT = conv{a,b,c} € T Jar € R mit |7 = arla pAc}.
Setze

Vi(T) = (So(T) + B(T))* € Hy (% R?),
Qn(T) == SH(T)/R.

Siehe auch Abbildung 5.3 fiir die schematische Darstellung.

Definition 5.28. Die Mini-FEM sucht (up,pp) € Vi(T) X Qp(T) mit

a(up,vp) + b(vp, pp) = / f-opdx fiir alle v, € Vi (T),
Q

b(un,qn) =0 fiir alle g5, € Qn(T). &
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Abbildung 5.4: Situationen im Beweis von Proposition 5.30.

Lemma 5.29 (diskrete inf-sup-Bedingung fiir Mini-FEM). Es gilt

Jo, qn div vy, dx
lanll S sup Lo _——t—

fiir alle qn, € Qr(T).
v €V (T) ||V'Uh|| ( )

Bevor wir dieses Lemma beweisen, beweisen wir zunéichst ein Hilfsresultat. Fiir eine Funktion
g € Pi(T) definieren wir einen Mittelungsoperator J; : Pi(T) — S§(7) durch

(i9)(z) = D (gln))/IT()]  fir alle 2 € N(Q),

TeT (2)
wobei N(2) = N\ 99 die Menge der inneren Knoten bezeichne und
T(z)={TeT|zeT}.
AuBlerdem bezeichne £(2) die Innenkanten und £(012) die Kanten auf dem Rand.
Proposition 5.30. Es sei v, € Pi(T). Es gilt fir alle T € T

! (on = o) 2oy + IV (on = o) 2oy S 3 Y BT I on) el s
2eENNT Ee&(2)\E(0NQ)

wobei

E(z)={Fe€&|z€ L}
Beweis. Es seien A1, Ao, A3 die barycentrischen Koordinaten zu z1, 29, z3 auf 1. Dann gilt,
da (v — Jyop)lr = Yo0— (vn — Jivw)(25)A;, dass

3

IV (on = Jion)ll72ry = Y (onlr = Jion)(2) / VA;j - Vg dz (va|r — Jion)(2k)
J,k=1 T
<1
Young-Ungleichung 3 9
S |[(vn|T — J1vn)(25)]%,
j=1

wobei die Young-Ungleichung ab < (a? + b?)/2 besagt und zu 0 < (a — b)? dquivalent ist. Es
gilt
2

|(on = Jron)(2)1> = [T(z) 72| D (vnlr — valx)(25)

KeT(z)
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Wenn z; € N(), dann seien Ty, ..., Ty, € T mit Ty = TJ =T und T N Ty € E(2) fur
alle k =0,...,Jr — 1, sieche auch Abbll(fung 5.4. Falls z; € 8Q dann seien Ty, ... ,TJZj wie
in Abbildung 5.4. Dann gilt mit einer Teleskopsumme und einer Young-Ungleichung

2 g1
J
2
> (onlr =) (z)| S D |(wnln, = vnlzi ) ()]
KeT(2) k=0

Fiir eine Seite E = conv{yj,y2} und f € P (F) gilt

_ f(yr)
1P as= () s A (1))

mit
Ajk:/ )\j)\kds
E

fir barycentrische Koordinaten \; zu y;. Es gilt A;q = A = |E|/3 und A1p = Ay =
|E|/6 (kann durch Berechnung auf Referenzseite und Transformation gezeigt werden). Nach

dem Gerschgorinschen Kreissatz gilt also, dass die Eigenwerte von A grofler oder gleich
(3 — 3)|E| = |E|/6 sind. Also

F@)P + 1 (2)P < 61B17 [ £z

Mit y1 = 2z; und Ey = TpNTg41 und yo mit By = conv{yy,y2} und f = (va|1,,, —vrln,)|E, =
[Uh]Ek folgt

|(Wnl s — onln) ()12 < 1 ()12 + 1 (w2) P < 61 B " [lvn) 5l 2,

Insgesamt also

J..—1

3 3 el
IV (wnlr = Jron)1Z2 ey S D (wnlr — Jion) ()] Z 2N | (nln, = valn ) ()]
le o j=1 k=0

—2
S 2 |T(Z)| Z Bkl ™" vn) 72,
< Bl vn) el 22 (e
2eNNT EcE(2)\E(0N)

Fiir die L2-Abschéitzung kann man genauso vorgehen und mit
/ )\j)\k dx S ’T‘ statt / V)\j : V/\k dx S 1
T T

folgt die Behauptung. O

Lemma 5.31. Es sei v € H'(Q). Dann gilt fir alle E € £(Q) mit E = Ty NT_ und
wp =T+ UT_, dass
BT I[Mov] gl 72 () < V01122

(we)?

wobei Ty : L2(2) — Py(T) die L?-Projektion auf stiickweise Konstante bezeichne.
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Beweis. Da v|g € L?(E) und v stetig auf E im Sinne der Spur, gilt
B[ I Mov] 72y = 1B Mo — vl )
< 20B[Y | (Mow — o)l 2 + 211 [ (Tow = 0)l7_ 122,
Mit der Spurungleichung folgt
|(Tov — vz, 22y S A7 ITow — 022z, + Bl ¥ (Tow — ) 1 227, .
—_———
=Vv

Mit einer Poincaré-Ungleichung folgt wegen fT+ (v—Tlpv)dx =0
Mov = v[|72p, y S PFIV oo = o)1, 1 Z20r, ) = W21Vl 22(p,

Also insgesamt
E|I Y MOov]e|?2m < hrlE 7Vl L2000)- O
Il = P9l
Korollar 5.32 (Approximations- und Stabilitéitseigenschaften der Quasi-Interpolation). Der
Operator I, - HY () — S§(T), der durch Iy, = Jy o Iy gegeben ist, erfiillt
Iht (v = Ino)l| 2y + IV Invll 2y S 1V L20r): (5.5)
wobei Qp == J{K € T| KNT # 0}. Wegen der endlichen Uberlappung der Qr folgt
1hF (v = Iyo)ll + [V Inol| < [1Voll, (5.6)
wobei h € Py(T) die stiickweise konstante Gitterweite ist, also hy|r = hr fir alle T € T .

Beweis. Die erste Abschiitzung folgt aus Proposition 5.30 und Lemma 5.31. Die zweite folgt,
da jedes K € T nur fiir endlich viele T € T in Qp vorkommt. Die Anzahl ist beschrinkt in
Abhéngigkeit vom minimalen Winkel in 7, aber unabhéngig von der Gitterweite. O

Bemerkung. Operatoren wie I, werden auch Quasi-Interpolation genannt, da sie auf ganz
H&(Q) definiert sind. Es gibt viele solcher Operatoren, zum Beispiel die Clément-Quasi-
Interpolation Icjv € S§(T), die gegeben ist durch

(Icv)(2) = ][ vdr  fiir alle z € N(Q)

und w, = {T €T |z€T}. &

Beweis von Lemma 5.29. Wir zeigen die Existenz eines Fortin-Interpolationsoperators (siehe
Satz 5.14). Es sei v € H}(£;R?) gegeben. Definiere v, € Vi,(T) = (S(T) + B(T))? durch
vy, = Ve + vy, wobel v, € SE(T;R?) und v, € B(T)? definiert sind durch v, := Iyv und fiir
alle T € T sei vp|7 = arAgApAc mit

Jr(v =) da o

IR o751 — ve) da.

or fT )\aAb)\c dz ‘,——( | ’/5) /T(v ! ) v
—60/17]
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Dann gilt fiir alle ¢, € S1(T)/R C HY(Q)

2
/qhdivvhdaz:—/vh-thdxvqhepé(T’R)—Z </ vcdx—i-/vbda:) -Vap
Q T T

Q TeT

-y <—/Tvcd:v—/T(v—Uc)d$> -V

TeT
= —/U-thdx:/qhdivvdx.
Q Q
Auflerdem gilt
IVonll? < 2([IVvel? + IV 0s]1?)
und mit Korollar 5.32
Vel S [Voll.

AuBlerdem folgt mit Korollar 5.32
/TIU — vl dx < [TV ][0 = Ti(Tov)l| 2 (ry S TRl Vol 2 @),

also

60

sl < g5 [ Jo = vl do < 9],

Also gilt wegen V(A pAe) = AN AV A+ A AV + AV A, mit [Ay] < 1 und [VA,] S h}l,
dass

IVubll L2y = lar| [V Aads Aol 2y S IVOllz2(0q)-

<1

Aus der endlichen Uberlappung von Q7 folgt schlieBlich

Vo[ S [[Voll,
und damit
Vo] < IVl
Mit Satz 5.14 folgt, dass die diskrete inf-sup-Bedingung erfiillt ist. O

Korollar 5.33. Es existiert eine eindeutige Losung (up,pp) € Va(T) X Qn(T) zur Mini-FEM
und es gilt

V(u—up)|| + |lp — S oinf |[V(uw—w)||+  inf — qn||-
V=)l +lp=pall S int [V=ol+ inf o= al

Istu € H?(Q) und p € HY(Q), dann konvergiert die Mini-FEM also mit Rate h.

Die folgende Proposition berechnet die zur Implementierung nétigen Grofien.
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Proposition 5.34. FEs sei T € T und by = Ay pAe bezeichne die zugehdorige Volumen-
Bubble. Auferdem bezeichne @, die Standard P, Basisfunktion zu einem Knoten z € N.
Dann gilt

/ Ve, - Vbrda =0,
T

T
/ Vby - Vbp dz = U(\wa\? + V2 + [VAL?),
T 180
di Ndr = —’T‘ di i
T‘Pz 1V(‘Py€j) T = 3 1V(‘Pyej):
: T
@, div(bre;) de = ——e; - V.
T 60

Beweis. Die erste Gleichung folgt aus einer partiellen Integration und aus Vi, € Py(T;R?)
und br|sr = 0. Die dritte Formel folgt aus fT ¢, dxr = 1/3. Die vierte folgt aus einer partiellen
Integration und der Integrationsformel aus Proposition 4.53.

Fiir die zweite Formel berechnen wir Vbpr = A AV Ac + Aa AV Ay + ANy VA, Da die Inte-
grationsformel aus Proposition 4.53 nicht von der Wahl von a, b, ¢ abhéngt, ergibt ausmulti-
plizieren dann

/VbT-Vdex: (\V)\a|2+|v>\b|2+|v>\62)/AZ)\gd:c
T T
+2(VAa - VA + VA - Ve + VA - V) / AaXpA2 daz.
T

Da VA, + VA, + VA =0, folgt
VA -V + VA - VA + VA -V
= |V = Vu- Ve — VA2 = VA - Ve — [VA)2 = VA - V.
Hieraus ergibt sich
2(VAa - VA + Vs VAc+ VA V) = — (VA2 + [V 2+ [VAL?).
Mit der Integrationsformel aus Proposition 4.53 folgt

_ 17l

T
/ NN2 do = LA p— / Aadp A2 dar = —.
T T 180

90

Daraus folgt die Behauptung. O
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6 A-Posteriori-Analysis

In diesem Kapitel werden wir A-Posteriori-Fehlerabschiatzungen beweisen. Bisher haben wir
A-Priori-Fehlerabschatzungen bewiesen. Dies sind Fehlerabschitzungen, die Informationen
der exakten Losung benutzen, wie zum Beispiel u € H?(Q), aber keine Informationen der
diskreten Losung. Fiir die A-Posteriori-Abschétzungen in diesem Kapitel werden wir Feh-
lerschétzer definieren, die von der diskreten Losung abhéngen. Wir zeigen, dass die Feh-
lerschétzer effizient und zuverlissig sind, also bis auf Konstanten dquivalent zum Fehler.

6.1 A-Posteriori-Analysis fiir die P,-FEM fiir das PMP

Wir betrachten in diesem Kapitel das Poisson-Problem mit der Diskretisierung aus Definiti-
on 4.48. Wir nehmen der Einfachheit halber I'p = 92 an.

Definition 6.1 (Residuum). Das Residuum Res € H~1(Q) := (H}(Q))" ist definiert durch
Res(v) := a(u — up,v) = / fvdx — a(up,v) fiir alle v € HZ(Q),
Q

wobei a(u,v) := [, Vu - Vodz. %

Bemerkung. Das Residuum ist der Riesz-Darsteller des Fehlers im Dualraum, wenn H ()
mit Skalarprodukt a betrachtet wird. &

Proposition 6.2. Es gilt
IRes||g-1(0) = [V (v — un)|.

Bemerkung. Da die Riesz-Abbildung eine Isometrie ist, folgt die Proposition. Der folgende
Beweis ist direkt. &

Beweis von Proposition 6.2. Es sei v € HZ (). Dann gilt
Res(v) = a(u — up, v) < |[V(u =)l [Vol,

also

IRes||zr-1(0) = sup
Andererseits folgt mit v = u — uyp,, dass Res(v) = ||V (u — up)||?, also ||Res|| g-1(q) = ||V (u—
up)||- O

Fiir ein festes v € H{ () lésst sich Res(v) = [ fvdz — a(up,v) berechnen, ohne dass die
Kenntnis von u notig wére. Trotzdem ldsst sich ||Res||g-1(q) nicht berechnen.

Definition 6.3 (residualer Fehlerschiitzer fiir konforme P;-FEM). Fiir ein gegebenes uy, €
S$(T) definiere fiir alle T € T

n(T) = \/nhTf\zg(TﬁhT S Vs velelZagm
E€&(T)NE(SQ)

ni= > n*(T). %
TeT
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Wir wollen zeigen, dass n dquivalent zum Fehler ist. Dazu betrachten wir den Quasi-Inter-
polationsoperator I, aus Korollar 5.32.

Satz 6.4 (Zuverlidssigkeit des Fehlerschitzers). FEs gilt
IV(u —up) < n.

Beweis. Es sei v € H}(2). Dann gilt fiir ein beliebiges v, € S§(T) wegen der Galerkin-
Orthogonalitét

Res(v /fvdx—a Up, U /f v — Uy, dx—/Vuh V(v—op)dz.

=:(2)

Es bezeichne I, : H}(Q) — S3(T) den Quasi-Interpolationsoperator aus Korollar 5.32. Mit
vy, = I folgt fiir den ersten Term mit (5.6)

)= [ Attt - ) de < i 1 0 - )
SVl

Eine stiickweise partielle Integration zeigt

Z/ v —vp)Vuy - vpds = Z / (v—wp) [Vup - vg|pds
oT

TeT Ec&E(Q)

< > BT = onll ey | B[V un - velsll 2 ).
BEE(Q)

Mit der Spurungleichung und |E| ~ hp, wenn E € E(T) gilt fir Tg € T mit E € E(Tg)
B2 o = onll 2 (m) S hgllo = vnll 2y + 11V (0 = on)ll2(z3)-
Mit einer Cauchy-Ungleichung im RI€(2I folgt

Z |EI7Y2 (v = vall 2y | B[ [Vun - v 2l 2(s)
Eeg(Q)
1/2

S| Y2 BNV - velelie g

Be&(Q)
1/2
| X (hz2le = ol + IV @ = o)lBaqry))
EEE(Q)
Wegen der endlichen Uberlappung gilt fiir den zweiten Term
1/2
S (h2le = onlargy + IV @ = oy | S I @ = o)l + IV (0 = o)
Be&(Q)
(5.6)
Vo]l
Daraus folgt
[Res(v)| S 7 [Vl
und daraus die Behauptung. d
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Satz 6.5 (lokale Effizienz des Fehlerschétzers). Fir alle T € T gilt

n(T) S IV (u = un)l 2wy + osc(f, T (wr)),
wobei wr == int (J{K € T | KNT € &}) und osc(f, T (wr)) := [[h7(f — o f)|| 12 (wy)-
Beweis. Es sei T = conv{a,b,c} € T. Definiere die Bubble-Funktion by := 27A;\pA. und
o7 = Iy fbp. Dann gilt

7| o f|* ~ /THOfSOde = /Tf<PTd96+/T(H0f—f)SOTd$~ (6.1)

Fiir den zweiten Term gilt

/T (Iof — Porde < Ihr(f — Tof) ey [ er]l e
—_——
<o f]

Da Vuy stiickweise konstant ist und @7 auf dem Rand von T verschwindet, folgt, dass
J7 Vup, - Vordz = 0. Fiir den ersten Term von (6.1) folgt damit

[ tords= [ Vu-Verds= [ V- ) Vords < V- u)lszw |Verlsa.
T T T NI

S f|

Damit folgt

|hr fllzery < [hr(f — o)l L2y + hr|TM2 (o f|
S——_— ——

IV =)l 2 gy HIB (=TT ) 2y

Fiir die Abschitzung des Sprung-Terms sei E € £(T) und bg := 6\, fiir £ = conv{a, b}
und ¢p = [Vuy, - vg|gbp. Dann gilt

B[V - vi]f? ~ /

artielle Integration
[Vuh-uE]EgoEdsp =" / Vuy - Vg dz
E

WE

V(uh—u)-V<pEd:n+/ fepdx
Q

u Lésung

wWE

< IV (u =)l z2(wp) VBN L2 wr) HIAT Il L2 wm) 17 el L2(0p) -
—— ———

~|[Vup velel ~|[Vup vglel
Mit der Abschitzung fiir [|hr f| 2., folgt die Behauptung. O
Bemerkung. Fiir den Beweis der Effizienz muss up nicht das diskrete Problem l6sen, fiir
die Zuverléssigkeit wurde aber benutzt, dass uy das diskrete Problem 16st. &
Bemerkung. Die Effizienz gilt lokal. Die Zuverléssigkeit hingegen gilt nur global. &

6.2 A-Posteriori-Analysis fiir die Mini-FEM

In diesem Abschnitt werden wir einen Fehlerschétzer fiir die Mini-FEM aus Definition 5.28
fiir das Stokes-Problem herleiten und seine Effizienz und Zuverlissigkeit zeigen. Wir werden
wieder dhnlich wie in Abschnitt 6.1 vorgehen und zuerst ein Residuum definieren, dessen
Norm &dquivalent zum Fehler ist.

Wir haben in Abschnitt 5.3 gezeigt, dass die Abbildung L : H}(QR?) x (L2(Q)/R) —
(HE(Q;RY) x ((L3(Q2)/R))’, die zu dem Stokes-Problem gehort ein Isomorphismus ist. Es
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sei (u,p) € HY(Q) x L*(Q)/R die exakte Losung zur Stokes-Gleichung aus Definition 5.25
und (up, pp) € Vu(T) X Qr(T) die Mini-FEM Approximation aus Definition 5.28. Also gilt

IL(w = un, p = pr)ll (g (meyy < L2y S (@ = wn,p = Pl g1 (irayx (22(Q)/R)

S IL(w = un, p = pu)ll (a2 (:rayy < (22 (0) /) -

Dies ist der Ausgangspunkt fiir unsere Analysis. Definiere Res; € (H}(€;R?)) und Resy €
(L?(2)/R)’ durch

Res; (v / f-vdr — / Vuy - Vodx — / pp, divo dz fiir alle v € HO (Q; ]Rd)
Resa(q) == / qdivuy, dz fiir alle ¢ € L%(Q)/R.
Q
Proposition 6.6. FEs gilt

IV(u—un)ll + llp = pull = [IRest | g1 (rayy + [[Reszll(z2q)/ry -

Beweis. Mit der Argumentation von oben miissen wir nur L(u — up,p — pr) = (Resy, Resg)
zeigen. Nach Definition ist dies aber erfiillt, wenn

/ V(u—up) - Vodz + / (p — pn) divv dx = Resi(v) fiir alle v € H (Q; RY),
Q Q

/ gdiv(u — up) dx = Resa(q) fiir alle ¢ € L*(Q)/R.
Q

Da (u,p) die exakte Losung zum Stokes-Problem ist, ist dies erfiillt. O

Definition 6.7 (residualer Fehlerschiitzer fiir Mini-FEM). Fiir ein gegebenes uj, € V,,(T)
definiere fiir alle T' € T den Fehlerschitzer fiir die Mini-FEM

n(T) = (HhT(f + Aup + Vo) T2y + divun| e

1/2
+ hr Z 1[(Vup + prlaxa) - VE]E”%Q(E))
E€E(T)NE(Q)

n:= > n(T). &
TeT

Satz 6.8 (Zuverléssigkeit des Fehlerschétzers). Es gilt

und

IV (u = un)ll + [lp = pall < -

Beweis. Es sei v € H}(;R?) beliebig und es sei vy, = Iv. Dann gilt wegen der Galerkin-
Orthogonalitédt mit einer stiickweisen partiellen Integration

Resi(v) = Resi(v —vp,) = / f-(—wvp)dx — / Vup - V(v —vy) de — / pp div(v — vp,) dz

_Z/f+Auh+Vph) (v—wvp)de — Z / (Vup, + prlax2) vElE - (v — vy) ds.

TeT EcE(Q

71



CPDE (WS 2022/2023) Jun.-Prof. Dr. M. Schedensack
6 A-Posteriori-Analysis version of 3. Februar 2023

Wie im Beweis von Satz 6.4 schitzen wir den ersten Term wieder mit den Approximations-
eigenschaften von I ab

/T(f + Aup, + Vpp) - (v —vp) de < ||hy(f + Aup + Vph)HLQ(T)Hh;-l(U — Uh)HLZ(T)

S hr(f + Aup + Vou)l 2r) VY] 2200

Fiir den zweiten Term benutzen wir auch wieder die Approximations- und Stabilitéitseigen-
schaften und eine Spurungleichung und erhalten

— /E[(Vuh + prlaxo) vElE - (v —vy) ds
< [E[72 v = vl 2y |EM2[(Vun + prlax2) ve) el 2
N (h%ElHU — Wnllp2 () + V(v = Uh)||L2(TE)> h%j”[(Vuh + prlax2) VElEl 12(E)
S IVollrzaq,) h%r/EZH[(VUh + prlax2) VElEl L2(E)-
Mit Cauchy-Ungleichungen folgt wie im Beweis von Satz 6.4
IRest |2 (m2yy < -

Fiir die Abschétzung des zweiten Residuums benutzen wir eine Cauchy-Ungleichung und
erhalten

Resa(q) = / qdivuy, dz < ||q|| ||divug]|.
Q

Also folgt

Resa(q .
[Resalleaymy = sup o2 < aivu, | 1

sezz@y/ry |l
und damit die Behauptung. O

Satz 6.9 (lokale Effizienz des Fehlerschétzers). Fir alle T € T gilt
() SV —un)ll2@wr) + 1P = Pall L2y +ose(f, T(wr)).

Beweis. Wir werden wie im Beweis von Satz 6.5 die sogenannte bubble function technique

anwenden. Dazu definieren wir o1 := by (Iof + Aup, + Vpp)|r € HE(T) mit der Bubble-
Funktion by aus dem Beweis von Satz 6.5. Dann gilt mit g := (Ilof + Aup + Vpp)|7r

lerllLecry < brllpemllglicery = 9l L2cry,

IVorl 2y < IbrVgllrery + 19Vbrll (7

< brllzemy IVall 2y + 1907 | oy lgll 2y (6.2)

1 inverse Ungl. 1
SIVallzery + b llglliceery S by lglle -
Es gilt (IIof + Auy, + Vpy)|r € Pi(T;R%). Da Py (T;R?) ein endlich-dimensionaler Raum ist
und by > 0 auf int(7') sind die Normen ||e||z2(7y und Hob%p/ 2H r2(r) dquivalent. Ein Skalie-
rungsargument zeigt, dass die Konstante nicht von der Gitterweite abhidngt. Damit gilt

2
1Mo + Ay + Vpn)lrlFaer) S o7 (Tof + Aun + Vpn)iz|

L2(T)

= / (Hof + Auy, + Vph)’T - dx
T

:/<f+AUh+Vph>|T-wd:w/(Hof—f)-sonx.
T T
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Wie im Beweis von Satz 6.5 schétzen wir den zweiten Term mit Hilfe von (6.2) ab gegen

/T(Hof — ) erdx S| (f = Mo )l 2ol el 2 er)
< hp' |7 (f = o f)ll z2cry (o f + Aup + Vpu) 7]l 2 -

Da pr € HY(T) und (u,p) die Lésung des Stokes-Problems ist, folgt fiir den ersten Term
mit einer partiellen Integration

[ ¢+ B+ Tl prde = [ V0w—w)-Vorda+ [ - m)diverds
T T T

< (IV(u = wn)ll 2¢ry + 110 = Pl L2ery) IVor |l L20m)
(6.2)
< bt (V= w2y + lp = pall ) (Mo f + Aun + Vpu) |zl 2o -

Indem wir durch 2" ||(Tlo f + Aup, + V)7 r2(7) teilen, folgt die Abschétzung fiir den Term

he [(Tof 4+ Aup + Vo)|7 |l 12 (7)-
Da divu = 0, folgt direkt

[div up|[ g2y = [div(u — up)||z2(r) < 1V(u = up)|lz2(7)-

Die Abschitzung fiir den Sprungterm folgt mit den Argumenten aus Satz 6.5 und ist eine
Ubungsaufgabe. O

6.3 A-Posteriori-Analysis fiir die Raviart-Thomas FEM

In diesem Kapitel werden wir einen Fehlerschétzer fiir die Raviart-Thomas FEM definieren
und seine Effizienz und Zuverldssigkeit zeigen.

In Abschnitt 5.2 haben wir gezeigt, dass die Abbildung L : H(div, Q) x L?(2) — (H(div, ) x
L?(2))', die zum gemischten Problem gehort, ein Isomorphismus ist. Wie in den vorangegan-
genen Abschnitten ist deswegen der Fehler dquivalent zum Residuum. Allerdings ldsst sich
das Residuum

/pRT-qdm—i—/uhdiqua:
Q Q

nicht mit den iiblichen Methoden abschitzen. Wir werden deswegen hier einen anderen Weg
gehen und eine A-Posteriori-Abschitzung fiir p — pry in L?(Q) herleiten.

Satz 6.10. Es sei p = Vu € H(div,Q) der Gradient der exakten Liosung zu (4.4) und
(prT,un) € RTo(T) x Po(T) die Losung zur RT-FEM aus Definition 5.18. Dann gilt

2 2 . 2

Ip = prell” = IIf = o fllg-1() +w€}%f(Q)IIPRT Vel|”.
Beweis. Ist (gj)jen = (Vv;)jen eine Cauchy-Folge in L%(f2), dann ist wegen der Poincaré-
Ungleichung (v;)jen auch eine Cauchy-Folge in HJ(92). Deswegen existiert ein Grenzwert
v € H}() und Vv ist auch der Grenzwert von der Folge (g;)jen in L%(€2). Also ist der
Raum VH}(Q) als Unterraum in L?(Q2) abgeschlossen. Aus der Funktionalanalysis folgt,
dass wir prr auf diesen Unterraum projizieren kénnen und dass es ein o € H}(€2) gibt mit

lprr — Vall = inf [lprr — Vel.
YEH ()

0
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AuBlerdem erfiillt dieses o
/(pRT —Va) -Vvdr =0 fiir alle v € H (Q).
Q

Daher gilt

Ip — prerl* = /Q(P —prr) - (p — Vo) dx + /Q(VU —prr) - (Va — prr) do
= |lp — Val* + [lprr — Va?

Wegen der Orthogonalitit (prr — Va) L LQ(Q)VH(}(Q) gilt fiir den ersten Term in der ersten
Zeile der obigen Gleichung auch

Hp—Va||2=/Q(p—Va)-V(u—a)dx=/ﬂ(p—pm)-V(u—a)dfv

= —/Qdiv(p—pRT)(u—a)dx—/Q(f—Hof) (u—a)de
<If =Tof -1 @IV (u = ).
Andererseits gilt fiir alle v € H} ()

[ =Mopyods == [ waivip— prr)ds = [ (o= prr) - Voda
Q Q Q
:/Q(p—Va)-Vvdx < llp - Va| [|Vo].

Also gilt

lp = Vel = |If = of | g-1()-

Damit folgt die Behauptung.

Den ersten Term konnen wir direkt gegen Oszillationen von f abschétzen.

Proposition 6.11. Es gilt
If = o fl -1y S osc(f, T).

Beweis. Mit einer Poincaré-Ungleichung gilt

—Tof)vd _ Do £) (v — TIgv) d
||f _ HOfHH—l(Q) — sup fﬂ(f Of)U X _ sup fQ(f ()f)(v 01}) X
veHE(2)\{0} Vo ve HL(Q)\{0} [Vl

[h7(f = o )|l |h7! (v — Hgv) ||
< sup
veHH(Q)\{0} Vol

S hr(f = o)l =

Fiir die Abschéitzung des zweiten Terms bendtigen wir die Helmholtz-Zerlegung.

Satz 6.12 (Helmholtz-Zerlegung in 2d). Es gilt
L*(;R?) = VH(Q) @ Curl H(Q)/R, (6.3)

L —820
Curlwv := ( 0 )

und die Summe in (6.3) ist orthogonal in L?.

wobei
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Beweisskizze. Fiir glatte Funktionen gilt
div Curlv = —9199v + 001v = 0.

Die L2-Orthogonalitit folgt dann mit einem Dichtheitsargument: Ist v € H}(Q2) und 8 €
H'(Q2)/R, dann gibt es eine Folge (8;)jen in C°°(Q) mit 8; — 8 in H'(Q). Damit gilt

/Vv'Curlex:/Vv-Curl(B—@-)dx—l—/Vv-Curlﬁjdx
Q Q Q

:/Vv-Curl(ﬁ—ﬁj)da:—/vdiVCurlﬁj da:—i—/ v Curl B - vds
Q Q S>———— ~

o0 7

< [[Vo[ V(8 = 8;)I| = 0.

Daraus folgt die L2-Orthogonalitiit.
Nach Definition von H(Q) bzw. HZ(Q) gilt

VH(Q) @ Curl HL(Q)/R C L*(; R?).

Fiir die Inklusion in die andere Richtung sei p € L?(Q;R?). Es sei a« € H'(Q)/R definiert
durch

/ Curla - Curl fdx = / p - Curl Bdz fiir alle 8 € H*(Q)/R.
Q Q

Eine eindeutige Losung o zu diesem Problem existiert, da die linke Seite eine stetige und
koerzitive Bilinearform auf H!(Q)/R definiert. Definiere den Differentialoperator rot durch

rot g = —0aq1 + 01G2.

Dann gilt fiir p—Curl «, dass rot(p—Curl @) = 0 im schwachen Sinne gilt. Fiir glatte Funktio-
nen wird in den Grundvorlesungen gezeigt, dass rotationsfreie Funktionen Gradientenfelder
sind. Fiir L?-Funktionen, deren schwache Rotation verschwindet, kann dies mithilfe einer
Fourier-Transformation gezeigt werden. Wir verweisen fiir den Beweis auf [GR86, Satz 3.2].
Es folgt jedenfalls, dass es ein u € H}(2) gibt mit

Vu =p— Curla. O

Mit der Helmholtz-Zerlegung kénnen wir den zweiten Term aus Satz 6.10 abschétzen. Wir
definieren

u(T) = by \/ S sl - 76l

Ec&(T)
pi= > pA(T).
TeT

min |[prr — Vo[ < p
veH}(Q)

Satz 6.13. Es gilt

und
(B2 lprrls - 7ol S Ipwr = Vol ),

wobei o € H(Q) den Minimierer in min, e g1 (q)llprRr — V|| bezeichne.
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Beweis. Wie wir auch im Beweis von Satz 6.10 gesehen haben, gilt fiir das minimierende
o € HE(Q)

/(pRT —Va)-Vvdr =0 fiir alle v € H(Q),
Q

d.h., dass prr — Va orthogonal (in L?) auf VH{(Q) ist. Mit der Helmholtz-Zerlegung aus
Satz 6.12 folgt, dass es ein B € H*(Q2)/R gibt mit

prT — Va = Curl 8.

Es sei J; : P(T) — SY(T) der Mittelungsoperator, der wie J; definiert ist, aber an den
Knoten am Rand nicht (notwendigerweise) Null ist, sondern dort auch durch Mittelung
definiert ist. Man kann zeigen, dass fiir diesen Operator die gleichen Eigenschaften gelten
wie fiir Jy. Definiere 8, := Ji1(Ilp(B)) € S*(T). Dann gilt Curl 8, € Py(T;R?) und da
stetig ist

[Curl By, - vElg = [VBh - TE)E = [0BK/0TE]E = 0,

wobei T = <_VVE’2> die Tangente an E bezeichne. Also folgt Curl 85, € RTo (7). AuBlerdem
E1

folgt aus der L2-Orthogonalitiit von Curl H(2) und VH} (), dass div Curl 8, existiert und
divCurl #, = 0 in L? gilt. Deswegen diirfen wir Curl 3, als Testfunktion in Definition 5.20
verwenden und erhalten

/ prr - Curl 8y, dx = 0.
Q

Dann gilt mit der Orthogonalitit von Curl(H!(2)/R) zu VH}(Q) und einer stiickweisen
partiellen Integration

!CurlﬂHz:/QCurm.(pRT_va)dx:/

Curl 3 - prr dr = / Curl(8 — Br) - prr dz
Q Q

- _ Z /T(ﬁ — Bn) (—O2prT,1 + O1pPRT,2) dT

TeT

+> / (B = Br) [=prr,1 VE2 + PRT2VE1]E dS
E

Eeg

== Z /T(ﬂ - Bh) rot(pRT‘T) dz + Z /E(ﬁ — Bh) [pRT . TE]E ds.

TeT Ee&

Da prr|r(z) = (Z;{) + crx fiir Konstanten ap, by, e € R, gilt rot(prr|r) = 0. Wir haben

also

Curl 2 = — - T d
jCwl g2 = /E (8 = ) [pre - 7] ds

Eeg

gezeigt.
Wir verfahren nun wieder wie im Beweis der Zuverléssigkeit in den Sétzen 6.4 und 6.8. Mit
den Approximations- und Stabilitéitseigenschaften und einer Spurungleichung folgt also

/E (B — Bn) Iprr - el ds < 1EI7Y28 = Bl 1B prr - i)zl 2
N (hE;Hﬂ = Brllr2ery) + IV(B — 5h)”L2(TE)> h%er[pRT -TE|El L2 (B)

1/2
S VBl 2@y he prr - 766l L2
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Da |Vf| = |Curl 5], folgt also wie in den Sétzen 6.4 und 6.8
[Curl B < p-

Fiir die Effizienz benutzen wir wieder die bubble function technique und wir gehen wieder
ahnlich vor wie im Beweis von den Sétzen 6.5 und 6.9. Da [prr - 7g] g nun nicht konstant ist
auf F, miissen wir den Sprung auf wg fortsetzen. Dies kann z.B. dadurch geschehen, dass der
Sprung konstant in die Normalenrichtung fortgesetzt wird. Definiere ¢r = bg [prr - TE]E,
wobei der Sprung hier als die Fortsetzung angesehen wird. Dann gilt mit einer stiickweisen
partiellen Integration und der Orthogonalitit von p = Vu zu Curl H(Q)

IR - 76]E )72 () < lllpRer - TE]EbJIEMH%Z(E) = /E[PRT " TE|E ¢E ds

= Z / g 1ot pRT dX +/ prt - Curl pp dx
TGT,TQDE T =0 wWE

= / (prrT — Va) - Curl g dz
wE
S IVa = prrllr2wy) 1Cl el L2 wp)-
Mit
ICurl 0gl 2wg) S BT IRt - 7EE| 20 S 1B llprr - 78]l 22(m)
folgt die Behauptung. O

Korollar 6.14. Es gilt

lp — prrl|| + osc(f, T) = u+ osc(f,T).

Beweis. Dies folgt aus den Satzen 6.10 und 6.13 und Proposition 6.11. O
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