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KLAUSURLOSUNGEN, 27.02.2019, 10:00 — 12:00

1. Die gemeinsame Verteilung von Zufallsvariablen X und Y ist in der Tabelle

X
v —11 0 1
1 1 3
1 0 5 | %
1 2 1
2 3% 5 |

angegeben. Man bestimme F[X|Y].

L

7, wenn Y = 2.

Antwort: %, wenn Y = 1 und

Liosung. Da o(Y) ={0,{Y = 1},{Y = 2},Q}, erhilt man
E[X’Y] = E[X|Y = 1]]1{y:1} + E[X|Y = 2]]1{y:2},

wobei
. EX1p_y] -PX=-1Y=D)+PX=1Y=1) 1
EWW_H_‘HY:n" PY =1) )
o BX1y_y] —-PX=-1,Y=2)+PX=1Y=2) 1
BIXY =2]= PY=2) P(Y =2) IRl

2. Seien X und Y Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte

f(x,y):{ 6y—z) fir0<z<y<l

0 sonst.

Man bestimme E[X|Y].
Antwort: %

Lisung. E[X|Y] = (YY), wobei ¢(y) = [, zf(x|y)dz und

_ f@y)

die bedingte Dichte. Man berechnet

/f( a [V6(y — x)de = 3y* fir 0 <y <1
xZ, x€r =
Sy

0 sonst.

Folglich, fiir 0 <y < 1,

und E[X|Y] =Y. 0
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3. Seien &, &, ... unabhingige Zufallsvariablen mit E[¢;] = 0 und Var(§;) < oo fiir alle 1.
Seien

S, = i;& und V, = Zj;Var(fi).

Beweisen Sie, dass X,, = S? — V,, ein Martingal beziiglich der Filtrierung .%, =

0'(51, e 7€n) ist.

Lisung. Da E|X,| < B[S+ V, < (31, E[¢2]2)? + V,, < oo, ist X,, integrierbar.
Da S,, .%,-adaptiert ist, ist X,, auch .%,-adaptiert.
Es bleibt also zu beweisen, dass E[X,,11]|%,] = X, f.s.. Es gilt fast sicher:
E[Xon|F) = E[(S, + &)’ A
— B [S24 28601 + €200 [ Fa] = (Vo + Var(€ai)
= X, + 2Sn\E [Ent1|Fn] + \E [ 721+1’yn] —Var(§,41)

/

:EKTH»I}:O :E[fﬁJrl]Zvar(fn-‘—l)
= X,.

]

4. Die Bewegung einer einzelnen Schachfigur auf einem Schachbrett wird als homogene
Markov-Kette X,, mit Zustandsraum {a,...,h} x {1,...,8} modelliert, sodass die
Schachfigur in jedem Schritt aus allen moglichen Ziigen gleichwahrscheinlich einen
auswihlt. Ohne die Ubergangswahrscheinlichkeit explizit anzugeben, bestimmen Sie,
ob die Markov-Kette X, irreduzibel bzw. aperiodisch ist, wenn es sich bei der Figur
um einen (a) Koénig, (b) Léufer, (c¢) Springer handelt.

Antwort: (a) irreduzibel und aperiodisch, (b) nicht irreduzibel und aperiodisch, (c)
irreduzibel und periodisch mit Periode 2.

Lisung. (a) Da der Konig von jeder Position aus jedes Feld des Schachbrettes errei-
chen kann, ist die Markov-Kette irreduzibel.

Da der Konig stets in 2 oder in 3 Ziigen zu beliebiger Anfangsposition zuriick-
kehren kann, ist die Periode jedes Feldes f gleich ggT{n : p"(f, f) > 0} = 1, also
ist die Markov-Kette aperiodisch.

(b) Steht der Laufer auf einem schwarzen Feld, kann er keinen weifsen Felder erreichen.
Deshalb ist die Markov-Kette nicht irreduzibel.
Wie im Falle des Konigs, kann auch der Léufer stets in 2 oder in 3 Ziigen zu
beliebiger Anfangsposition zuriickkehren, also ist die Markov-Kette aperiodisch.
(c) Der Springer kann von jeder Anfangsposition aus jedes Feld erreichen. Folglich
ist die Markov-Kette irreduzibel.

Steht der Springer auf einem schwarzen Feld, kann er nur auf ein weifies Feld sprin-
gen, und umgekehrt. Deshalb, braucht er stets eine gerade Anzahl von Schritten
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um die Anfangsposition zu erreichen. Da er stets in 2 Ziigen zuriickkehren kann,
ist die Periode jedes Feldes gleich 2.

]

5. Seien {&;}i>1 unabhéngige Zufallsvariablen mit P(§; = 1) = p und P(§; =0) =1 — p,
wobei p € (0,1). Man bestimme die invariante Verteilung fiir die Markov-Kette X,, =

(§n7§n+1)‘
Antwort: m(0,0) = (1 — p)?, 7(0,1) = m(1,0) = p(1 — p), ©(1,1) = p*.

Lésung. Man kann diese Aufgabe losen, indem man die Ubergangsmatrix explizit auf-

schreibt
0,0) | (0,1) | (1,0) | (1,1)
0,0) | 1=p| »p 0 0
(0,1) 0 0 l—p| »p
(LO)|[1—p| p 0 0
(0,0) 0 0 1—p| p

und das System von 4 linearen Gleichungen fiir invariantes Mafs 16st.

Der einfachste Weg ist jedoch, die Definition der invarianten Verteilung 7 so zu in-
terpretieren, dass die Aussage “X,, ist m-verteilt” die Aussage “X,, 1 ist w-verteilt”
impliziert, und zu merken, dass die Verteilung von X,, unabhéngig von n ist:

P(X, = (a,0)) = P(§=0,§up1=0)=P(§ =a)P(§uy1 =)
= P(§1:a>P(§1:b)7 a,bE{O,l}.
Daher 7(a,b) = P(X,, = (a,b)) = P({& = a)P(& = b).

Eine andere Moglichkeit ist zu bemerken, dass X,, irreduzibel und aperiodisch ist.
Somit besitzt sie die invariante Verteilung 7 und

7(a,b) = lim P(X, = (a,b)) = P(§& =a)P(& =0b), a,be{0,1}.

n—oo

]

6. Seien {&,;}n>0,>1 1.1.d. Zufallsvariablen mit Werten in {0,1,2,...} und erzeugender
Funktion ¢(z) = Y 5o 2" P(&1 = k). Sei

Zo=1, Z,41= an,i

i=1
der Verzweigungsprozess mit Nachkommen {&,, ; }>0.i>1.

Nimm an, dass es p € (0,1) mit p(p) = p gibt. Beweisen Sie, dass
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(a) X, = p?» ein Martingal beziiglich der Filtrierung %, = (&, k < n,i > 1) ist.
(b) X, konvergiert fast sicher und in L? fiir alle p > 1. Nutzen Sie dies, um zu zeigen,
dass p=P(3n>0: Z,=0).

Losung (a) a Z, Fn-adaptiert ist, so ist auch X,,. Da p € (0,1) und Z,, > 0, gilt
€ (0, 1]. Insbesondere, ist X, integrierbar. Weiterhin, gilt fast sicher:

7] =3t 5| 7]

Da {&,}i>1 unabhéngig von .%, sind, gilt es

BXu| 7] = B |p=R6 |7

E [pzle 5n,i

yn} — B [pZ;Q:lﬁn,z} — (E |:p£0,lj|)k _ C,O(p)k _ pk.
Folglich,

E [ X1 Fn) Z]l{znfk}ﬂ =p7 = X,.

(b) Wir erinnern uns daran, dass Z, fast sicher gegen eine numerische Zufallsvariable
mit Werten 0 oder +oo konvergiert (z.B. da alle k¥ > 1 transient fiir Z,, sind).
Somit konvergiert X, fast sicher gegen die Zufallsvariable X = 15,.7,-0;. Da
X, € (0,1], folgt durch den Satz von der dominierten Konvergenz, dass X,, gegen
X auch in L? konvergiert. Insbesondere, konvergiert E[X,,| gegen E[X]| = P(3n :
Z, =0). Andererseits, da X,, ein Martingal ist, gilt es E[X,| = E[Xo] = p.

]

7. Seien {&;};>1 unabhéngige Zufallsvariablen mit P(§;, = 1) = P(§ = —1) =
Sp =80+ >, & die einfache symmetrische Irrfahrt auf Z.

Sei

1
5

(a) Beweisen Sie, dass X,, = |5,,| eine Markov-Kette ist.
(b) Beweisen Sie, dass X, irreduzibel und nullrekurrent ist.
Losung. (a) Wir sollen zeigen, dass fiir alle zg,...,z,1,7 € Z,
P(Xn :ZE|X0 :Zlfo,...,Xn_l :xn—l) = P(Xn :$|Xn_1 :ZL'n_1>.

Wir werden tatsichlich beweisen, dass es Ubergangswahrscheinlichkeit p : Z x
Z — [0,1] gibt, sodass fiir alle o, ...,z,_1,2 € Z,

P(Xn =T | XO = X9y ... 7Xn—1 = an_l) = p(l’n_l,iﬂ).

M.a.W. ist die Markov-Kette X,, homogen.
Beachte, dass P(X,, = x| Xo=x¢,..., X, 1 =2,1) =0, wenn |x — z,, 1| # 1.
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Sei |z — x,—1| = 1. Wir betrachten zunéchst den Fall x,,_; # 0. Es gilt

P<Xn = ‘rJXO = Zog,--- 7XTL—1 - xn—l)
= P<Xn =, Xo = Loy - - - 7Xn71 = Tn-1, Sp-1 = xnfl)
+ P<Xn =, XO = Zg,- - 7Xn—1 = Tn-1, Sn—l = _xn—1>-
Fiir die erste Wahrscheinlichkeit gilt:

P(Xn =X, XO = To, - .- ,Xn,1 = Tnp—-1, Sn,1 = .Tn,1)

= P(Sn :anO :wa"aXn—l :-rn—l;Sn—l :xn—l)

= P(én =T — xnthO = Zo, - - - 7Xn71 = Tn-1, Sn-1 = xn71>

= P(én =T — 'Tnfl) P(XO =g, ., Xn1=Tpn_1,5% 1= xnfl)
= %P(XO = Zg,- .- 7Xn—1 = Tn—1, Sn—l - xn—l)-

Analog, gilt es fiir die zweite Wahrscheinlichkeit:

P<Xn =, XO = 2o, .- 7Xn71 = Tn-1, Snfl = _xn71>
= P(Sn = _vaO :x(]?"'aanl :mnflasnfl = _ajnfl)
= P(fn =—T+ Tp_1, XO = To,- .. 7Xn71 = Tn-1, Snfl = _xn71>
= P(gn = =T+ In—l) P(XO = Zg,- .- 7Xn—1 = Tn—1, Sn—l - _In—l)
= %P(Xo =T0,...,Xp1=Tp_1,9%-1 = _xn—l)-
Folglich, gilt es fur |z — z,_1| =1 und z,_ # 0:

P(Xn:m7X0:x07"'aXn—l :xn—l) o

PX,=x[Xo=m0,...,Xp 1 =70 1) = P(Xy =g Xno1=12p_1)

Wenn z,_; = 0, dann muss x = 1 sein. Wir erhalten dann

P(X,=1,Xo=20,...,Xn1=2p_1,5%-1=0)
= P(é&l=1,Xo=20,..., X1 =2p_1,5%-1=0)
= P(Xo==x0,...,Xn_1=12p_1,%-1=0).
Somit, P(X,, =1|Xo=zg,...,X,-1 =0) = 1.
Zusammenfassend, fiir alle nicht negativen ganzen Zahlen a und b gilt:

: la—b=1a#0
pla,b)=¢ 1 a=0,b=1 (%)

0 sonst.

(b) Wir haben in Teil (a) bewiesen, dass X,, eine Markov-Kette auf {0,1,2,...} mit
Ubergangswahrscheinlichkeit (*). Sie kann vom jeden Punkt x aus jeden anderen
Punkt y in |y — x| Schritten mit Wahrscheinlichkeit (3) v=s] erreichen, also ist X,
irreduzibel.

Sei T'=inf{n > 1: X,, = 0}. Beachte, dass T' = inf{n > 1: S, = 0}. Da S, die
einfache symmetrische Irrfahrt ist, ist sie nullrekurrent, d.h. Py(7" < oo) = 1 und
Ey[T] = oo. Dies impliziert aber, dass X,, auch nullrekurrent ist.

]

—_



