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INHALTSVERZEICHNIS

1 Irrfahrten

Seien X, Xs, ... Zufallsvariablen mit Werten in R? auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, #, P). Wir definieren die o-Algebren

90:{@’9}’ ﬁn:o’(Xla“‘aXn)’ tg/\oo:U(XlaX%-u):U(Un21ﬁn). (1.1)

Definition: Wenn (X,,),>; unabhéngige identisch verteilte (Abk. i.i.d.) Zufallsvariablen
mit Werten in R? sind, dann heift die durch

SO =, Sn - Sn—l + Xn

definierte Folge von Zufallsvariablen eine Irrfahrt in Re. Die Zufallsvariablen X,, heifen
die Zuwdchsen der Irrfahrt.

o Haufig wird = 0 gewéhlt.

e Wenn P(X, =1) = pund P(X, = —1) = 1 — p, dann heifit S, die einfache symmetrische, wenn p = %, bzw.
asymmetrische, wenn p # %, Irrfahrt in Z.

Definition: Sei 7, = o(X,,, X,,11,...). Dann heift 7 = N,>1.7, die asymptotische o-
Algebra der Folge X,,.

e Man errinere sich an das 0-1 Gesetz von Kolmogorov von WT-I, dass J P-trivial ist fiir unabhéngige (Xn)n>1,
nahmlich fiir alle A € 7, P(A) € {0,1}. z.B. A= {3lim, Sp} € 7.

Definition: Die austauschbare o-Algebra der Folge (X,,)n>1 ist eine Teil-o-Algebra von
F oo definiert durch
& ={A€ .7, : mA= A fiir alle endliche Permutationen 7} .

e 7 :N — N ist eine endliche Permutation, wenn sie eine Bijektion ist und |{¢ : w(¢) # i}| < oo.

o Jedes A € Foo ist der Form A = {w € Q : (Xn(w)p>1 € B} fiir einiges B € #(R?)®N. Dann definiert man
mA ={w : (Xpn)(Wn>1 € B}

Beispiel: 1. Wenn A € .7, dann A € &.

2. Fiir D € B(R%), sei A= {w: X,(w) € D fiir unendlich viele n}. Dann im Allgemei-
nen, Aec &\ 7.

Satz 1 (0-1 Gesetz von Hewitt-Savage). Wenn (X,)n>1 i@.i.d. Zufallsvariablen sind, dann
ist & P-trivial, d.h. P(A) € {0,1} fir alle A € &.

Als Korollar dieses Satzes erhalt man

Satz 2. Sei (S,)n>0 eine Irrfahrt in R. Dann ist P-f.s. nur eines der folgenden 4 Verhal-
tensweisen moglich:

1. S, =Sy fir allen >0
2. lim,, S,, = +o00
3. lim, S,, = —©

4. liminf, S, = —oo, limsup,, S,, = +o0.



1.1 Stoppzeiten

Definition: Sei (2,.#,P) ein W-Raum. Jede monoton wachsende Folge von Tei-o-
Algebren (%, )n>0 von .# heifst eine Filtrierung.

e Meistens werden wir als (Fn)p>0 die natiirliche Filtrierung der Folge von Zufallsvariablen (Xn)p>1 von (1.1)
betrachten. Die néchste Definition ist jedoch fiir die beliebige Filtrierung sinnvoll.

Definition: Eine Zufallsvariable N mit Werten in {0,1,...} U {4+o00} heifit Stoppzeit
beziiglich der Filtrierung (F,)n>0, wenn

{N =n}e.Z, firallen>0.

e N ist eine Stoppzeit beziiglich .%#,, genau dann, wenn {N > n} € %, fir alle n > 0.

Beispiel: 1. N =ng P-f.s. ist eine Stoppzeit beziiglich jeder Filtrierung

2. Fiir A e B(RY), Hy =inf{n >0: S, € A}, die erste Besuchszeit von S, in A ist eine
Stoppzeit beziiglich der Filtrierung von (1.1)
3. N =sup{n >1:X, >0} ist keine Stoppzeit

4. Seien Ny, Ny Stoppzeiten, dann sind Ny A Ny = min(Ny, Ny), Ni V Ny = max (N, Ns),
N1 + N, auch Stoppzeiten. Besonders wichtig fiir diesen Kurs ist die Stoppzeit N; A n.

Satz 3 (Waldsche Identitét / die Formel von Wald). Seien (X,,)n>1 i@.i.d. Zufallsvariablen
und N eine Stoppzeit beziiglich der Filtrierung (1.1). Sei (Sy)n>0 €ine Irrfahrt mit Sy = 0.
Wenn E[|X:|] < oo und E[N] < oo, dann gilt E[|Sy|] < co und

E[Sn] = E[Xi] E[N].

Beispiel: Seien 0 < =z < a, x,a € Z, S, die einfache symmetrische Irrfahrt in Z mit
So =2 und N = inf{n > 0: 5, ¢ (0,a)} = inf{n > 0 : S, = 0oder S, = a}.
Dann E[N] < oo und E[Sy| = x4+ E[X;] E[N] = z. Andererseits, E[Sy| = 0P(Sy =
0) +aP(Sy = a) = aP(Sx = a). Folglich,

L P(Sy=0)=

a a

P(SN:CL):

Definition: Sei N eine Stoppzeit beziiglich der Filtrierung (.#,),>0. Die o-Algebra der
N -Vergangenheit ist definiert durch

Fn={AecF : An{N =n} € %, fur alle n > 0}.

Satz 4 (Die starke Markov-Eigenschaft der Irrfahrt). Seien (X,),>1 unabhdingige Zu-
fallsvariablen mit Verteilung v und N eine Stoppzeit beziglich der Filtrierung (1.1) mit
P(N < 00) > 0. Dann

1. sind die Zufallsvariablen (X nin)n>1 auf {N < oo} unabhingig v-verteilt und unab-
hdngig von Fy,

e d.h. auf dem W-Raum ({N < oo}, ZN{N < },Q(:) = %) sind die Zufallsvariablen (X n4n)n>1

unabhdngig v-verteilt und unabhdngig von Fn N{N < co}.

2. ist (Snn— SN )n>0 unabhingig von Fy und gleichverteilt mit (Sy,)n>0 (hier So =0).
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Beispiel: Sei S, eine Irrfahrt in R? mit Sy = 0. Seien T3 = 0, T = inf{n > Ty~ : S, =
0} die aufeinanderfolgende Besuchszeiten zu 0. Dann P(T} < oo) = P(T,} < oco)*.

Satz 5 (Satz von Polya). Sei S, eine Irrfahrt in Z* mit P(X; = +ey,) = 55 (die einfache
symmetrische Irrfahrt in Z2). Dann P(Ty < oo) = 1 wenn d € {1,2} (die Irrfahrt ist
rekurrent ), und P(Ty < 0o) < 1 wenn d > 3 (die Irrfahrt ist transient ).

2 Bedingter Erwartungswert

Sei (2, #, P) ein W-Raum. Wenn ¢ eine Teil-o-Algebra von .% und X eine R%wertige
Zufallsvariable auf (£2,.#), dann sagen wir, dass X %-messbar und schreiben X € ¢,
wenn X ~!(B) € ¢ fiir alle B € Z(R?).

Definition: Fiir Ereignisse A, B € .% mit P(B) > 0, ist die bedingte Wahrscheinlichkeit
von A, vorausgesetzt B (oder auch under der Bedingung B) definiert durch

P(AN B)
P(A|B) = ——=
(1B) = S5
e Wenn P(B) = 0, setzen wir P(A|B) = 0.
Proposition 6. 1. (Multiplikationssatz) Fir Ay, ..., A, € F qilt

2. (Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit) Seien N € NU {+oo} und By,...,By € F
paarweise disjunkte Ereignisse mit UN | B; = Q. Dann gilt fiir jedes A € F,

P(A4) = Y P(AIB)P(B).

Definition: Seien B € .# mit P(B) > 0 und X eine integrierbare Zufallsvariable. Der
bedingte Erwartungswert von X, vorausgesetzt B ist definiert durch

E[X|B] = %

e Wenn P(B) = 0, setzen wir E[X|B] = 0.

Diese elementare Begriffe von bedingten Wahrscheinlichkeit und Erwartungswert sind
oft nicht ausreichend. Der allgemeine abstrakte Begriff des bedingten Erwartungswertes
gegeben eine Teil-o-Algebra ist durch den folgenden Satz eingefiihrt.

Satz 7. Seien (0, %, P) ein W-Raum, X eine integrierbare Zufallsvariable und & eine
Teil-o-Algebra von % . Dann existiert eine Zufallsvariable Z, so dass

1. Z ist integrierbar,
2. 7€Y9,



3. fir alle C € 9,
E[X 1] = E[Z 1],

Die Zufallsvariable Z ist eindeutig bis auf P-Null Aquivalenz durch (1)-(3) bestimmt. Sie
heifst der bedingte Erwartungswert von X gegeben ¢ und wird mit

7 = E[X|¥]

bezeichnet.
o Jede Zufallsvariable Z die (1)-(3) erfillt heif$t die Version vom bedingten Erwartungswert von X gegeben 4.
e Fualls X >0, dann gilt Z > 0 P-f.s.
o Wenn ¥ die o-Algebra erzeugt von Zufallsvariablen Y1,.. ., Y, ist, dann schreibt man E[X|Y1,..., Yy ] fir E[X|9].

e Fiir A € # wird die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben ¢ durch
P(A|%) = E[14]|9]
definiert. Wenn ¢ erzeugt von Zufallsvariablen Y1, . . ., Y, ist, dann schreibt man auch P(A|Y1,..., Yy) fir P(A|9).

Beispiel: 1. Seien 1 < N < oo und Ay, As, ... € ¥ paarweise disjunkte Ereignisse mit
P(A4;) > 0 fiir alle i und UY,; A; = Q. Sei X € LY(Q, Z,P) und 4 = o(A;,1 <i < N).
Dann gilt

BIX[9] = Y BXIA] L,

e Insbesondere, wenn N =1, A1 =, dann ¢ = {0, Q} und E[X|¥] = E[X].
2. Seien X,Y reellwertige Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte f(z,y) > 0 und

E[|X|] < co. Die bedingte Dichte von X gegeben Y = y ist

_ Sy
f($|y) - fR f(x’,y)da:"

Dann gilt

E[X|Y] = ¢(Y), wobei p(y) = / £ f (zly)da.

3. Wenn X unabhéngig von ¢ ist, dann F[X|¥]| = E[X] f.s.
4. Wenn X € ¢, dann F[X|¥9] = X fs.

Proposition 8 (Eigenschaften des bedingten Erwartungswertes). 1. (Linearitit) — Fir
a,b € R und integrierbaren Zufallsvariablen X,Y gilt

ElaX +bY|9] = aE[X|Y] + DE[Y Y] f.s.

2. (Jensen’sche Ungleichung) Fir integrierbare Zufallsvariable X und konvere Funktion
¢ :R = R mit E[|lp(X)|] < oo gilt

p(E[X]9]) < Elp(X)|9] fs.
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e Insbes., wenn X € LP(Q,.7,P) fir1l<p < oo, dann |E[X|Y]P < E[|X|P|¥] f.s. und E[X|¥Y] € LP(Q,.F, P).
3. Sei X integrierbare Zufallsvariable, Y € 4 mit E[|XY|] < co. Dann gilt
E[XY|9) = EX|9|Y fs.
o Insbes., wennY € ¥ itegrierbar ist, dann E[Y|49] =Y f.s.

4. Wenn X,Y unabhingige Zufallsvariablen und E[f(X,Y)]] < oo, dann
BIf(X,Y)Y]=g(Y) fs., wobei g(y) = E[f(X,y)].

5. Sei X € L*(Q,.Z,P). Dann ist E[X|¥] die orthogonale Projektion von X auf den
Teil-Hilbertraum L*(Q,%9, P) von L*(Q,.%,P). Mit anderen Worten, das Minimum
von E[(X — Z)?] diber Z € L*(Q, 9, P) wird bei Z = E[X|¥4] erreicht.

6. (Tower property) Seien 4 C 4, Teil-o-Algebren von F und X eine integrierbare
Zufallsvariable. Dann gilt

(a)
EEX|%] 9] = EX|4] P-fs.

(v)
E|E[X|9] %) = E[X|4)] P-fs.

3 Martingale

Sei (2, #, P) ein W-Raum und %, C .%; C ... eine Filtrierung.

Definition: Eine Folge (X,,),>0 von Zufallsvariablen heifst .%,,-adaptiert, wenn X,, € %,
fir alle n > 0.

Definition: Eine .Z,-adaptierte Folge (X,,),>0 von integrierbaren Zufallsvariablen heiftt
1. Martingal (beziiglich #, ), wenn

E[Xn1|%,) = X, P-fs. fir alle n > 0.

a

2. Submartingal (beziiglich %, ), wenn

EXn1]Z,) > X, P-fs. fir alle n > 0.

3. Supermartingal (beziiglich %, ), wenn
E[X,1|Z) < X, P-fs. fir alle n > 0.

e Falls X, ein (Sub-/Super-)Martingal beziiglich .%,, dann ist X, auch (Sub-/Super-)Martingal beziiglich der
natiirlichen Filtrierung o(Xo,..., Xpn). Wenn die Filtrierung nicht explizit angegeben ist, nehmen wir immer
Fn =0(Xo,..., Xp) an.

Beispiel: 1. Eine Irrfahrt S, =z + > | & in R mit E[§] = 0 ist ein Martingal.

2. Wenn E[¢?] = 0% < oo oben, dann ist M, = S2 — 0?n auch ein Martingal.
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Sh,
3. Sei S, die einfache asymmetrische Irrfahrt. Dann ist M,, = (%) ein Martingal.

Proposition 9 (Eigenschaften von Martingale). 1. X, ist ein Submartingal genau dann,
wenn —X,, ein Supermartingal ist.

2. Wenn X,,, Y, Submartingals sind, dann ist X,, + Y, ein Submartingal.

3. X, ist ein Submartingal beziiglich %, genau dann, wenn

E[X,|Zn] > X, P-fs., fir alle 0 <m < n.

4. Seien X,, ein F,-Martingal und ¢ eine konvexe Funktion mit E[|o(X,)|] < oo fir
n >0, dann ist p(X,) ein F,-Submartingal.

o Insbes., wenn X, ein Martingal in LP(Q, .7, P) fir 1 <p < oo ist, dann ist | Xn|P ein Submartingal.

e Wenn ¢ eine konvere monoton wachsende Funktion mit E[|¢(Xy)|] < oo, dann ist o(Xy) ein Submartingal auch
wenn Xy ein Submartingal ist. (Beachte, dass Xpn = — - ein Submartingal und X2 = 7%2 ein Supermartingal

ist. Hier ist p(x) = 22 nicht monoton wachsend.)

Definition: Eine Folge von Zufallsvariablen H,, heifit previsibel beziiglich der Filtrierung
F,, wenn H, € %, fir allen > 1.

e Sei N eine Stoppzeit beziiglich der Filtrierung #,. Dann ist Hn, = 1{n>y) previsibel beziiglich Zy,.

Satz 10. Seien X,, ein (Sub- bzw. Super-)Martingal und H, > 0 previsibel beziglich %,
und beschrankt fir jedes n. Dann ist die Folge

0 _
(H - X)p = { S Hp (X — Xpp1) n>1

ein (Sub- bzw. Super-)Martingal.

o Insbes., wenn N eine Stoppzeit beziiglich Fy, ist, dann ist (Xyan)n>0 ein (Sub- bzw. Super-)Martingal.

Satz 11 (Zerlegung von Doob). X, ist ein %, -Submartingal genau dann, wenn X, =
M, + A, wobei M, ein #,-Martingal und 0 < Ay < Ay < ... F,-previsibel und inte-
grierbar ist. M, und A, sind bis auf P-Null Aquivalenz eindeutig bestimmit.

3.1 Fast sicher Konvergenz von Martingale
3.1.1 Aufkreuzungsungleichung

Seien a < b und (X,,),>0 ein Submartingal beziiglich der Filtrierung .%#,. Wir definieren
eine aufsteigende Folge von .%,-Stoppzeiten:

Ny = inf{n>0: X, <a},
Ny = inf{n> N, : X,, > b},

Nop_1 = mf{n > Nop_o : X, < CL}
Ngk = mf{n > Ngk_l : Xn > b}

e Hier nehmen wir an, dass N1 = 400, wenn X,, > a fir alle n, N3 = 400, wenn N1 = 400 oder N; < 400 und
Xn < b fir alle n > Np, usw.



Satz 12. Seien a < b und (X,,)n>0 €in Submartingal. Sei
U =sup{k > 1 : Ny, <n} (sup®=0)
die Anzahl der Durchkreuzungen von |a,b] bis zum Zeitpunkt n. Dann gilt

E[(Xn—a)"] = E[(Xo — a)"]

a,b
E[UY] < —

Satz 13 (Martingalkonvergenzsatz). Sei X, ein Submartingal mit sup,,~o E[X;/] < oo.
Dann konvergiert X,, P-f.s. gegen einer integrierbaren Zufallsvariable.

e Insbes., wenn X, > 0 ein Supermartingal, dann konvergiert X, P-f.s. gegen eine Zufallsvariable X > 0 mit
E[X] < E[Xo].

e Im Allgemeinen sind die Voraussetzungen des Satzes fiir L'-Konvergenz von X,, nicht ausreichend, z.B. wenn S,

Sn
die einfache asymmetrische Irrfahrt ist, dann konvergiert X,, = (%) P-f.s. gegen 0 und E[X,] =14 0.

3.2 Konvergenz von Martingale in LP, p > 1
3.2.1 Ungleichungen von Doob
Satz 14. Seien X,, ein Submartingal und A > 0. Dann gilt

P( max XmZA)S%E[Xﬂ.

0<m<n

e Wenn X, ein Martingal ist, dann ist |X,| ein Submartingal. Deshalb P(maxo<m<n [Xm| > ) < < E[|Xn]].

1
b
Satz 15 (LP-maximale Ungleichung). Seien X,, ein Submartingal und p € (1,00). Dann
qilt

<m<n m

+ P +
I max Xl < 21X,

Insbesondere, wenn X, ein Martingal mit sup,o E[|X,|P] < oo fir 1 < p < oo ist, dann
gilt

p
| sup | X, |, < sup | X |-
n>0 p—1 n>0

e Wenn X, € LP fiir 1 < p < oo, dann maxo<,;m<n X5 e Lp.

Satz 16 (Konvergenz in LP, p > 1). Seien X,, ein %,-Martingal und 1 < p < oco. Dann
sind dquivalent:

1 sup, g [ Xl < 00

2. E [sup,>q | XalF] < oo

3. X,, konvergiert in L

4. Es gibt X € LP, so dass X,, = E[X|.%,] firn > 0.

Satz 17. Seien 1 < p < 00, X € LP(Q, F, P), %, eine Filtriefung, und X,, = E[X|Z,].
Dann konvergiert X,, gegen Xoo = E[X|F] P-f.5. und in LP, wobei Fo = 0(Up>0Fn).
Insbesondere, wenn X € ., dann X, = X P-f.s.

o (0-1 Gesetz von Levy) Sei .7, eine Filtrierung mit o(U,>0%n) = .#. Fiir alle A € F gilt E[14|Fn] — 14 P-fs.
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3.3 Konvergenz von Martingale in L!

Im Gegensatz zur LP-Konvergenz fiir p > 1, gibt es Martingale die konvergieren in L' und
trotzdem Elsup |X,|] = oco. Die korrekte Bedingung fiir die L'-Konvergenz wird in der
nachsten Definition eingefiihrt.

Definition: Eine Familie von Zufallsvariablen X;, ¢ € I, heifst gleichmdflig integrierbar,
oder auch gleichgradig integrierbar, wenn

I E1X, Loy oann] = 0.
Jim sup B [IXi] Lx,jsan] = 0

o Falls (X;);cr gleichméfig integrierbar sind, dann sup;c; E[|X;]] < oco.

e Falls |X;| <Y fiir alle ¢ € I und eine integrierbare Zufallsvariable Y, dann sind X; gleichmé&Rig integrierbar. Insbes.,
wenn E[sup; | X;|] < oo, dann sind X; gleichmé&Rig itegrierbar. (Das Gegenteil ist aber im Allgemeinen falsch.)

e Sei ¢ > 0 mit limz o0 "’SC) = +o0, z.B. p(x) = 2P, p > 1, oder p(x) = xInt z. Falls sup; E[p(]X;|)] < oo, dann
sind X; gleichméfig integrierbar.

Beispiel: Sei X integrierbare Zufallsvariable in (€2,.%, P). Dann ist die Familie
{E[X|¥] : ¢ ist eine Teil-o-Algebra von .Z } .
gleichméfig integrierbar.

Satz 18. Seien X,, Zufallsvariablen, die gegen Zufallsvariable X in Wahrscheinlichkeit
konvergieren. Dann sind dquivalent:

1. X,, sind gleichmdf$ig integrierbar
2. X, konvergiert gegen X in L'
3. B[|Xy]] < oo, E[|X]] < oo, und E[|X,|] = E[|X]].

Satz 19 (Konvergenz von Submartingale in L'). Sei (X,,),>0 ein Submartingal. Dann
sind dquivalent:

1. X,, sind gleichmdf$ig integrierbar

2. X,, konvergiert P-f.s. und in L*

3. X, konvergiert in L.
Satz 20 (Konvergenz von Martingale in L'). Sei (X,,),>0 €in F,-Martingal. Dann sind
dquivalent:

1. X,, sind gleichmdf$ig integrierbar

2. X,, konvergiert P-f.s. und in L'

3. X, konvergiert in L'

4. Es gibt X € L', so dass X,, = E[X|.#,] firn > 0.
Satz 21. Seien X € L'(Q, #,P), #, eine Filtriefung, und X,, = F[X|.#,]. Dann kon-

vergiert X,, gegen X, = E[X|Fy| P-f.s. und in L', wobei Fo, = 0(Up>0Fn)-
Insbesondere, wenn X € F,, dann X, = X P-f.s.



3.4 Verzweigungsprozess

Seien v ein W-Maf auf {0,1,2,...} mit m = >, kv(k) < oo und (§);n>1 unabhén-

gige v-verteilte Zufallsvariablen (die Anzahl der Nachkommen des Teilchens i von der

Generation n — 1).
Die Galton-Watson Kette oder auch der Verzweigungsprozess ist die Folge von Zufalls-
variablen definiert durch

n+1 n+1
+ ...+ Zn >0
Zo=1, Znp= { 01 i sonst

(Z, ist die Anzahl der Teilchen in der n-ten Generation). Um Trivialitdten zu vermeiden,
nehmen wir an, dass

v(0) #1 und v(1)# 1.

Proposition 22. Seien F = {0,Q}, #, =0(¢F, 1 <k <n,i>1). Dann ist M, = 2=
ein Fn-Martingal. Insbesondere, konvergiert M, gegen eine Zufallsvariable My, > 0 mit
E[M,] < 1.

e Wenn 0 < m < 1 (subkritischer Fall) oder m = 1 (kritischer Fall), dann M., =0
P-f.s.
o Wennm >1undd ;- k*v(k) < oo, dann P(Mo =0)=P(3n:Z,=0)<1.

— In der Tat, Moo = 0 P-f.s. genau dann, wenn Y 7>, klnkv(k) = +oo (Satz von Kesten und Stigum). In
diesem Fall, P(Moo =0) = P(3n: Z, =0).

Proposition 23. Sei ¢(s) = Y ;2 s*v(k), s € [0,1]. Wenn m > 1, dann besitzt die
Gleichung p(p) = p die eindeutige Losung in [0,1). Weiterhin, p = P(3n : Z, = 0) die
Aussterbewahrscheinlichkeit.

3.5 Azuma-Hoffding-Ungleichung

Satz 24. Sei (X,,)n>0 ein Martingal mit | X; — X;—1| < ¢ f.s. fir alle i. Dann gilt fir alle
z>0

1‘2
P<Xn_X0 ZI) S eXp (_22?1022>
x2
Pa=Xos—o) < o (T) '

Insbesondere,

LU2
P(| Xy — Xo| = 7) < 2exp CW) '

e Wenn X f.s. konstant ist, dann X¢ = E[X,]. Der Satz von Azuma-Hoffding gibt also die Obere Schranke fiir die
Wahrscheinlichkeit einer groften Abweichung von X, von seinem Mittelwert an.



4 Markov-Ketten

In diesem Teil werden die folgenden Notationen verwendet:

e () # () ist die Ergebnismenge, .# eine o-Algebra auf , P ein W-Maf auf (2, .%).
e Ein Messbarer Raum (S,.7) wird Zustandsraum genannt.

e X = (X,)n>0 ist eine Folge von S-wertigen Zufallsvariablen auf (€2, .%).

Definition: Eine Abbildung p: S x . — [0, 1] heit stochastischer Kern auf S, wenn

1. fir alle z € S, p(z,-) : & — [0, 1] ein W-Maf auf (5,.7) ist,
2. fiir alle A e ., p(-,A) : S — [0, 1] messbar ist.

e Das Integral einer Funktion f beziiglich des Mafes p(z, -) wird mit fS y)p(x, dy) bezeichnet.
e Wenn S hochstens abzahlbar ist, kann man eine stochastische Matriz auf S definieren als eine Abbildung p :

S x S — [0,1] mit Zjes p(i,7) = 1 fiir alle ¢ € S. Dann ist die Abbildung p : S x Z(S) — [0, 1] definiert durch
p(i, A) = ZjeA p(,7) ein stochastischer Kern auf S.

Definition: Seien p,, n > 0, stochastische Kerne auf S. Die Folge (X},),>0 von Zufallsva-
riablen auf (2, .%#, P) heifst Markov-Kette auf dem Zustandsraum (S,.) mit Ubergangs-
wahrscheinlichketen (py,)n>0, wenn fiir alle n > 0 und A € .7,

P(Xni1 € A| X0, ., X)) = pu(Xp, A)  P-fs.

Sind die Ubergangswahrscheinlichketen p, unabhéngig von n, also p, = p fiir alle n > 0,
so heifst die Markov-Kette homogen.

e Irrfahrt in R? ist eine homogene Markov-Kette. Seien &1, o, . .. iid. R%-wertige v-verteilte Zufallsvariablen, dann
ist die Folge X = @0+ Y-, & eine homogene Markov-Kette mit Ubergangswahrscheinlichket p(x, A) = v(A —x).

o Verzweigungsprozess (Zn)n>0 ist eine homogene Markov-Kette auf dem Zustandsraum S = {0,1,2,...} mit Uber-

gangswahrscheinlichket p(i, j) = P(Z:Z:1 &k =7J) (= P(Zp41 = j|Zn = 1)), wobei &; i.i.d. nicht-negative Z-wertige
Zufallsvariablen (Anzahl der Nachkommen) sind.

4.1 Existenz und Eindeutigkeit

Satz 25 (Existenz). Sei S ein wvollstindiger separabler metrischer Raum (Polnischer
Raum). Sei p ein stochastischer Kern auf (S,.7). Dann existiert ein messbarer Raum
(Q,.7), eine Folge von S-wertigen Zufallsvariablen (X,)n>0 auf (Q,F) und W-Maflen
(Pp)zes so dass

1. fiir jedes B € #, P(B):S — |0, 1] messbar ist

2. fir jedes x € S ist (X,)n>0 eine Markov-Kette mit Ubergangswahrscheinlichket p in
W-Raum (Q, %, P,) und P,(X, = z) = 1.

Die W-Mafen (P,),es nennt man die Verteilungen Uon der Markov Kette (X,)n>o0-
Das Integral beziiglich P, wird mit E, bezeichnet ( = [ F( (w)).

e Die kanonische Wahl ist @ = §101-} .7 = {013 ' X, - O+ S, X,,(w) = w(n) (die n-te Koordinate).
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e Da die W-MaRen Py, auf (101} 9{0.1,...n}) definiert durch

Pz,n(Box...xBn):nmeBo/ p(:p,dml)“./ p(@n_1,dzn), Bo,...,Bn €7,
By

Bn

fiir jedes x € S eine konsistente Familie von W-Maflen bilden, folgt es vom Kolmogorovschen Erweiterungssatz,
dass existiert eindeutinges W-Maf§ P, auf (£2,.%), so dass

Py(Xo € Bo,..., Xn € Bp) = Pyn(Bo X ...x By), firallen>1, Bo,...,Bn € ..
Dann ist (Xn),>0 eine gewiinschte Markov-Kette.

e Wenn p ein W-Mak auf (S, ) ist, sei Pu(-) = [q Px(-)du(x). Dann ist (X ), >0 eine Markov-Kette mit Ubergangs-
wahrscheinlichket p auf dem W-Raum (Q,.%, P,). In diesem Fall, heifit u die Anfangsverteilung der Markov-Kette.

e In der Tat, gilt der Existenzsatz fiir beliebigen Zustandsraum (S,.¥), c.f. Satz von Ionescu-Tulcea.

Satz 26 (Eindeutigkeit). Seien (S,.7) ein messbarer Raum, p ein stochastischer Kern
auf S und p ein W-Mafs auf (S,.7). Sei (X,)n>0 eine Markov-Kette auf einem W-Raum
(Q,.F, P) mit dem Zustandsraum S, Ubergangswahrscheinlichket p und Anfangsverteilung
. Dann gilt fir allen >0, By, By, ..., B, € .7,

P(Xo € By,...,X, € By) = / pi(dzo) / p(wo, dxy) . . / p(@p-1,dxy). (4.1)
By By n

Insbesondere, ist die Verteilung der Markov-Kette eindeutig durch p und p bestimmt.
e Wenn S hochstens abzéhlbar ist und p : S X S — [0, 1] eine stochastische Matrix ist, lautet (4.1) mit der Wahl

B; = {z;} wie folgt:
P(Xo=z0,...,Xn =2n) = p(zo)p(z0,21) .. . D(Tn—1,Zn).

4.2 Markov Eigenschaften

Satz 27 (Markov Eigenschaft). Sei (X,,)nso eine Markov-Kette mit Ubergangswahrschein-
lichket p und Verteilungen (Py)yes. Sei F: S101+} — R eine beschrinkte messbare Funk-
tion. Dann gilt fir alle v € S und n > 0

By [F (Xnem)mzo0) | Xo, ..o, Xo] = 9(Xn)  Po-fs.,

wobei g(y) = Ey [F' ((Xim)m>0)]-

e Wenn F(s) = ]lBOx...ka SR t1,k42,...} (s), dann lautet die Markov Eingenschaft wie folgt:

Pz (Xn 6307Xn+1 EBh-waXn-Hc EBk‘X()v"'vXn):g(Xn)a

wobei g(y) = Py(Xo € Bo, X1 € Bi,..., Xk € By). Zusammen mit der Tower property des bedingten Erwartungs-
wertes, bekommt man

P.(Xo € Coy..., Xntk € Crgr) = Eg [H{Xoeco,m,XnECn} Px, (X1 € Cngi1,-.., Xk € Cpyp)] -
Insbes., wenn S hochstens abzéhlbar ist, dann gilt
P.(X1=z1,Xo=22,..., Xntk =Tntk) = Po(X1 =z1,.... Xpn = 2n) Pr,, (X1 = Tpt1,..., X = Tptk)
Dies impliziert sofort die Chapman-Kolmogorov-Gleichung: Fir alle x,z € S

Po(Xptm =2) =Y Po(Xn =y) Py(Xm = 2).
yeS

11



Satz 28 (Die starke Markov Eigenschaft). Sei (X,)n>0 eine Markov-Kette mit Uber-
gangswahrscheinlichket p und Verteilungen (Py)zes. Sei F : S1%1+} — R eine beschrinkte
messbare Funktion. Sei N : w — {0,1,...}U{+00} eine Stoppzeit beziiglich der Filtrierung
Fn =0(Xo, ..., Xp). Dann gilt fir alle x € S

E, [F ((XN-i-m)mZO) ’ﬁN] ]1{N<oo} = g<XN)]1{N<OO} P.-f.s.,

wobet g(y) = Ey [F (Xyn)m>0)] und Fn die o-Algebra der N -Vergangenheit.

e Fiir A € ., definiere Hy = inf{n > 0: X,, € A}. Es folgt von der starken Markov Eigenschaft (bei N = H4) und
der Tower property, dass

Py (3n> Hast. X, € B) = By [n{HA<OO} Px,,  (Hp < oo)] .
Insbes., wenn S héchstens abzahlbar ist und A = {y}, dann gilt

P, (3n > Hyst. Xp € B) = Pp(Hy < 00) Py(Hp < o0).

4.3 Disktete Markov-Ketten

Eine Markov-Kette auf dem hochstens abzahlbaren Zustandsraum heifit diskrete Markov-
Kette. In diesem Abschnitt untersuchen wir einige Eigenschaften der diskreten Markov-
Ketten. Wir werden die folgenen Notationen verwenden:

e Zustandsraum: héchstens abziahlbare Menge S
e Ubergangsmatrix: p: S x S — [0, 1] mit D iespli,g) =1firallei €S
e Markov-Kette X = (X,,),>0 mit Ubergangsmatrix p und Verteilungen (P,).cs:

P.(Xi=x1,...,Xp=x,) =p(x,21) .. .p(Tp_1,2pn), T,21,...,T, €S

o n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichket: p*(x,y) = > oes PV, 2)p(2, )
o p"(z,y) = Pu(Xn =y)

o Die Green-Funktion:

G(z,y)=> p'(x,y) = E,

Z ]l{Xn=y}]
n=0
o Fintrittszeit von X in x:
T, =inf{n >1: X, =z}
e Aufeinanderfolgende Besuchszeiten von X in x:

=0, TF=inf{n>TF"': X, =2}

T
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4.3.1 Rekurrenz und Transienz

Definition: Ein Zustand z € S heift
e rekurrent, wenn P, (T, < co) =1,
e transient, wenn P, (T, < co) < 1.

Die Markov-Kette heifst rekurrent (bzw. transient), wenn alle Zustédnde sind rekurrent
(bzw. transient).

Lemma 29. Seien x,y,z € S. Dann gilt

1.
P,(T, < 00) > P,(T, < o0) P,(T, < o0)

2. fur alle k > 1
P(T) < 00) = Py(T, < 00) P, (T, < o0)*!

3. x ist rekurrent genau dann, wenn G(x,z) = +00

4. wenn y transient ist, dann

P, (Ty<o0)
Py(TZZOO) v 7& Yy

1 _
Po(To=o0) T =Y

G(z,y) =

Satz 30. Seien x € S rekurrent und y € S. Wenn P,(T, < oo) > 0, dann ist y auch
rekurrent und P,(T, < co) = P,(T, < 00) = 1.

e Insbes., wenn fiir einiges y € S gilt Py (Ty < 00) > 0 und Py (T, < o0) = 0, dann ist = transient.

Definition: Eine diskrete Markov-Kette heifst irreduzibel, wenn P, (T, < oco) > 0 fiir alle
x,y €S.

e Markov-Kette ist irreduzibel <= fiir alle z,y € S existiert n s.d. p"(z,y) > 0 < fiir alle z,y € S G(z,y) > 0.
o Alle Zustinde einer irreduziblen Markov-Kette sind entweder rekurrent oder transient.

e Die einfache Irrfahrt in Z (Markov-Kette mit Ubergangsmatrix p(z,x + 1) = p, p(x,z — 1) = 1 — p) ist irreduzibel
genau dann, wenn p € (0, 1). Sie ist rekurrent genau dann, wenn p = 3.

e Verzweigungsprozess ist nicht irreduzibel. Der Zustand = € {0,1,2,...} ist rekurrent genau dann, wenn =z = 0.

Weiterhin, 0 ist absorbierend: Py(Ty < co) = 0 fiir alle y > 1.

Proposition 31. Wenn |S| < oo, dann ist jede irreduzible Markov-Kette auf S rekurrent.
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4.3.2 Bedingungen fiir Rekurrenz und Transienz

Definition: Eine Funktion f : S — R heilt harmonisch fir die Markov-Kette X in
xr € S, wenn

fl@)=> p(x,y)f(y)

yeSs

und superharmonisch fir X in x € S, wenn
Fa) = plz,y)fy).
yeS

Lemma 32. Sei f : S — R harmonisch (bzw. superharmonisch) fir die Markov-Kette
X, dann ist f(X,) ein Martingal (bzw. Supermartingal).

Proposition 33. Sei X eine irreduzible diskrete Markov-Kette. Sei K C S endlich und
0:S —1[0,+00)

1. superharmonisch fir alle x € S\ K und

2. o(x) = oo fiir x — oo (d.h. fir alle M < oo, die Menge {x € S : p(x) < M}
endlich ist).

Dann ist X rekurrent.

Proposition 34. Sei X eine irreduzible diskrete Markov-Kette. Sei K C S endlich und
p: S —1[0,+00)

1. superharmonisch fir alle x € S\ K

2. ¢(x) >0 fir alle x € K

3. p(x) = 0 fir x — oo (d.h. fir allee >0, {z € S :p(x) > e} endlich ist).
Dann ist X transient.

e Wenn X die einfache symmetrische Irrfahrt in Z3 ist und o € (0, 1), dann existiert M, so dass ¢(z) = ||z; eine
superharmonische Funktion fiir alle z mit ||z|2 > M.

Proposition 35. Sei X irreduzible diskrete Markov-Kette. Dann ist X transient genau
dann, wenn gibt es eine nicht-konstante nicht-negative superharmonische Funktion auf S.

4.3.3 Invariantes Mafs

Da der Zustandsraum S hochstens abzéhlbar ist, wird jedes Mafs auf S eindeutig durch
seine Werte fiir einelementigen Mengen (u({z})).cs, bestimmt. Wir schreiben p(z) fiir

p{z}).

Definition: Ein Maf p auf S heift invariantes Maf fir Ubergangsmatriz p (oder auch
fir die Markov-Kette X ), wenn fiir alle y € S,

> )z, y) = ply).

z€eS

Wenn p(S) = > cg u(x) = 1, heibst p invariante Verteilung.
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e Sei p invariante Verteilung fiir die Markov-Kette X. Wenn X p-verteilt ist, dann sind alle X, auch p-verteilt.

e Sei S = Z% und p(x,y) = v(y — x), wobei v(z) > 0 und >, zav(z) = 1. Dann ist p(z) = 1 fiir alle z € Z¢
invariantes Maf fiir p (oder auch fiir die Irrfahrt in Z? mit v-verteilten Zuwichsen).

e Im Allgemeinen, ist invariantes Mafs nicht eindeutig, z.B. wenn S = Z, p(z,z + 1) = p # %, plz,z —1) =1—p,

xT
dann wird g = 1 invariant fiir p als auch p(z) = (15;;7) .

e Die Markov-Kette heiftt reversibel beziiglich u, wenn fiir alle x,y € S
w(@)p(z,y) = p(y)p(y, =)
(detailliertes Gleichgewicht). Wenn die Markov-Kette reversibel beziiglich p, dann ist p fiir sie invariant.

e Sei G = (V, E) ein Graph mit Gewichten c¢(z,y) = c(y,z) > 0 fir (z,y) € E. Sei p(z,y) = c@.y) gie Ubergangs-

)
matrix der einfachen Irrfahrt auf G, wobei c(z) = >, . c(x,y). Dann ist die Irrfahrt eine Markov-Kette auf V', die
reversibel beziiglich pu(x) = c(x) ist.

yn~x

Satz 36 (Existenz). Sei x € S rekurrent. Dann ist

Te—1 [ee)
Mm(y) = Fk; Z IL{Xn:y} :pr(Xn:vacc >TL), y e 57
n=0 n=0

invariantes Majf fir X.

Satz 37 (Eindeutigkeit). Sei X irreduzible rekurrente Markov-Kette. Dann ist invariantes
Maj von X bis auf einen Faktor eindeutig.

e Wenn X reduzibel oder transient, dann kann mehr als ein invariantes Maf existieren.

4.3.4 Invariante Verteilung

Obwohl existiert invariantes Malfs fiir die Markov-Kette immer, wenn es mindestens
einen rekurrenten Zustand gibt, existiert invariante Verteilung in solcher Allgemeinheit
nicht, z.B. ist die einfache symmetrische Irrfahrt in Z irreduzibel und rekurrent, aber
Y sez (%) = 400 oder = 0 fiir jedes invariantes Maf .

Proposition 38. 1. Sei m eine invariante Verteilung fir p. Dann ist jedes x € S mit
m(x) > 0 rekurrent.

2. Sei p irreduzibel und besitzt eine invariante Verteilung w. Dann

Definition: Der Zustand = € S heilt positiv rekurrent, wenn E,[T,] < oo. Jeder rekur-
rente Zustand, der nicht positiv rekurrent, heifst nullrekurrent.

Satz 39. Sei X eine irreduzible Markov-Kette. Dann sind dquivalent:

1. es gibt eine invariante Verteilung fir X,
2. alle x € S sind positiv rekurrent,

3. es gibt x € S positiv rekurrent.
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4.3.5 Konvergenz von Markov-Ketten

Definition: Sei I, = {n > 1:p"(x,z) > 0}. Der groste gemeinsame Teiler d, aller n € I,
heifst die Periode von x.

Wenn d, = d, fiir alle z,y € S, heikt d, die Periode von der Markov-Kette X.

Wenn d, = 1 fiir alle x € S, heiflt die Markov-Kette aperiodisch.

e Eine einfache symmetrische Irrfahrt in Z ist irreduzibel und rekurrent, aber nicht aperiodisch (d, = 2 fiir alle z € Z).
Proposition 40. 1. Firxz,y € S mit P,(T, < co) > 0 und P,(T, < c0) > 0 gilt d, = d,,.

o Insbesondere, wenn X irreduzibel ist, dann gilt dz = dy fir alle x,y € S. Weiterhin, wenn es ein x mit
p(x,z) > 0 gibt, dann ist X aperiodisch.

2. Wenn d, = 1, dann existiert n, € N, sodass p"(x,x) > 0 fir alle n > n,.

Satz 41 (Konvergenz in L'). Sei X irreduzible aperiodische Markov-Kette mit invariander
Verteilung w. Dann gilt fiir jedes x € S,

lim Y [p"(z,y) — 7(y)| = 0.

n—o0
yeS

e Wenn |S] < oo, dann gibt es C' < 0o und v € (0,1), sodass }° g [p"(z,y) —7(y)| < Cy*, neN.

Proposition 42. Sei X irreduzible Markov-Kette mit invariander Verteilung m. Dann
sind dquivalent:

1. X st aperiodisch,
2. fir alle v € S, lim 3 o |p"(z,y) — 7(y)| =0,
n—oo
3. es gibt x € S, sodass lim ZyES Ip"(x,y) — m(y)| = 0.
n—oo

Satz 43 (Erneuerungssatz). Sei N,(y) = > _; 1x,,—y} die Anzahl von Besuchen von y
bis zum Zeitpunkt n. Dann gilt fiir alle x € S und alle rekurrente y € .S,

lim Na(y) = L 1¢r P,-fs
nmee  n Ey[T,] Hyseeh T
e Da y rekurrent ist, gilt Py (T, < oo) = 1. Deshalb, li_}m N"T(y) =3 [T ] Py-fs.
n— 00 ylty

e Wenn y positiv rekurrent ist, dann lim N"(y) > 0 Py-f.s. (positiver Anteil der Zeit wird in y verbracht), wenn y

nullrekurrent ist, dann lim Naly) _ =0 Py-fs.
n— oo n

e Da N%(y) € [0, 1], folgt es vom Satz von der dominierten Konvergenz, dass

lim Ey |:7Nnn(y)} = lim 1 Z p"(z,y) = 7PZ(E?[T<@,]OO)

m=1

Beachte, dass diese Konvergenz auch fiir y transient gilt, n&hmlich, wenn vy transient ist, dann
lim 1 m—1P™(x,y) = 0. Mit anderen Worten, fiir alle 2,y € S, ist die Folge (p"(z,y))n>1 Cesaro-konvergent.

Satz 44 (Starkes Gesetz von der grofen Zahlen). Seien X irreduzible Markov-Kette mit
invarianter Verteilung m und f : S — R eine Funktion mit ) _¢|f(x)|7(x) < co. Dann
qgilt fiir jede Anfangsverteilung pn von X,

lim L => f)r(y), Pufs

n—oo
yes
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