
Prof. A. Sapozhnikov Wahrscheinlichkeitstheorie II

ÜBUNGSAUFGABEN, Serie 9 (Abgabe am 23.1.2019)

Sei (Xn)n≥0 eine homogene diskrete Markov-Kette mit Übergangsmatrix p auf dem (höchstens abzählbaren) Zustands-

raum S. Sei Tx = inf{n ≥ 1 : Xn = x} die Eintrittszeit von (Xn)n≥0 in x. Der Zustand x ∈ S heißt rekurrent, wenn

Px(Tx <∞) = 1, und sonst transient. Die Markov-Kette heißt irreduzibel, wenn für alle x, y ∈ S, Px(Ty <∞) > 0.

1. Bestimmen Sie den Typ (rekurrent oder transient) jedes Zustands für die Markov-
Kette mit der Übergangsmatrix
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Ist die Markov-Kette irreduzibel?

2. Sei S = {0, 1, 2, . . .}, p(i, i − 1) = 1 für alle i ≥ 1 und p(0, i) = fi für i ≥ 0, wobei
fi ≥ 0 und

∑∞
i=0 fi = 1.

(a) Beweisen Sie, dass 0 rekurrent ist.

(b) Bestimmen Sie alle Folgen (fi)i≥0, so dass die Markov-Kette irreduzibel ist.

(c) Bestimmen Sie alle Folgen (fi)i≥0, so dass i rekurrent ist genau dann, wenn
0 ≤ i ≤ 23.

3. Sei (Xn)n≥0 eine irreduzible Markov-Kette mit abzählbar unendlichem Zustands-
raum S. Sei K endliche Teilmenge von S. Sei ϕ : S → [0,+∞) mit

(a) ϕ(x) > 0 für alle x ∈ K,

(b) ϕ ist superharmonisch in S \K (d.h.
∑

y∈S p(x, y)ϕ(y) ≤ ϕ(x) für x ∈ S \K),

(c) ϕ(x)→ 0 für x→∞ (d.h. für alle ε > 0, die Menge {x : ϕ(x) > ε} ist endlich).

Beweisen Sie, dass (Xn)n≥0 transient ist.

[Hinweis: (1) Es gibt ε0 > 0, so dass ϕ(x) ≥ ε0 für alle x ∈ K. (2) Seien NK = inf{n ≥ 0 : Xn ∈ K} und

Nε = inf{n ≥ 0 : ϕ(Xn) ≤ ε}, dann N = NK ∧ Nε < ∞ und ϕ(Xn∧N ) ist ein Supermartingal. (3) Wähle x mit

ϕ(x) ≤ ε0
2

und betrachte Ex [ϕ(Xn∧N )].]

4. Sei (Xn)n≥0 die einfache symmetrische Irrfahrt in Z3 (d.h. p(x, y) = 1
6

für x, y ∈ Z3

mit ‖x − y‖2 = 1 und = 0 sonst, wobei für z = (z1, z2, z3), ‖z‖2 =
√
z21 + z22 + z23).

Setze ϕ(x) = ‖x‖−α2 für x 6= 0, wobei 0 < α < 1. Beweisen Sie die Existenz von
C < ∞, so dass ϕ superharmonisch für (Xn)n≥0 ist für alle x ∈ Z3 mit ‖x‖2 ≥ C.
Schließen Sie daraus, dass (Xn)n≥0 transient ist.

[Hinweis: Beweisen Sie mit Hilfe der Taylor-Entwiklung, dass Ex[ϕ(X1)]
ϕ(x)

= 1 +
(
− 3α

2
+ α(α

2
+ 1)

)
1
‖x‖22

+ o( 1
‖x‖22

),

für ‖x‖2 →∞.]


