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Eine Folge von Zufallsvariablen (Xp), >0 auf einem messbaren Raum (2, #) mit Werten im (héchstens abzéhlbaren)

Zustandsraum S heiRt eine homogene diskrete Markov-Kette mit Ubergangsmatrix p und Verteilungen (Py),cg auf (22,.%),
wenn fiir alle z € S, Pr(Xo =2) =1 und Pr(X1 =21,...,Xn = 2n) = p(z,z1)p(z1,22) .. . p(Tr—1,Zn)-
Sei F: S{0:1:-} 4 R eine beschriinkte messbare Funktion. Es gelten (a) die Markov-Eigenschaft:

By [F (Xntm)m>0) | Xo,---, Xn] = Ex,, [F (Xm)m>0)], fs.

und (b) die starke Markov-Eigenschaft: fiir jede Stoppzeit N beziiglich %, = o(Xo, ..., Xn),
By [F (XN+m)m>0) | ZN] Iincoo} = BExy [F (Xm)m>0)] Tin<oo}, LS

Seien p™(z,y) = Px(Xpn = y) die n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeit, G(z,y) = . p"(z,y) = Ez[ Y Tix,=y}]
n=0 n=0

die Greenfunktion und T, = inf{n > 1 : X,, = z} die Eintrittszeit von X in x.

1. Beweisen Sie, dass fiir allen > 1, z,y € S,
p'(wy) = PuT, =m)p" " (y,y).
m=1

2. Beweisen Sie, dass fiir alle y € S mit P, (7, < co) < 1 und z # y,

P.(T, < o0)
G = Y :
(z.9) 1— P,(T, < o)
3. Fir C C S, sei Ho = inf{n >0 : X,, € C}. Fir A,B C S mit ANB = 0, sei
h(x) = P,(H4 < Hp). Beweisen Sie, dass

h(z) = plx,y)h(y), fiir alle 2 € S\ (AU B).

yeSs

4. Sei S endlich und P,(H, < co) =1 fiir alle z,y € S, wobei H, = inf{n >0: X, =
y}. Beweisen Sie, dass es v € (0,1) und C' < oo gibt, so dass

P,(H,>n) < C~y", fiir alle n € Nund z,y € S.

[Hinweis: (a) Es gibt N € N, so dass max P, (Hy > N) < 1. (b) max Py(Hy > kN) < (max Py (Hy, > N))*
z,yes : zesS N zeS

5. Losen Sie die Aufgabe 4 fiir T, anstelle von H,,.



