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Eine Folge von Zufallsvariablen (Xn)n≥0 auf einem messbaren Raum (Ω,F ) mit Werten im (höchstens abzählbaren)
Zustandsraum S heißt eine homogene diskrete Markov-Kette mit Übergangsmatrix p und Verteilungen (Px)x∈S auf (Ω,F ),
wenn für alle x ∈ S, Px(X0 = x) = 1 und Px(X1 = x1, . . . , Xn = xn) = p(x, x1)p(x1, x2) . . . p(xn−1, xn).

Sei F : S{0,1,...} → R eine beschränkte messbare Funktion. Es gelten (a) die Markov-Eigenschaft :

Ex
[
F
(
(Xn+m)m≥0

)
|X0, . . . , Xn

]
= EXn

[
F
(
(Xm)m≥0

)]
, f.s.

und (b) die starke Markov-Eigenschaft : für jede Stoppzeit N bezüglich Fn = σ(X0, . . . , Xn),

Ex
[
F
(
(XN+m)m≥0

)
|FN

]
1{N<∞} = EXN

[
F
(
(Xm)m≥0

)]
1{N<∞}, f.s.

Seien pn(x, y) = Px(Xn = y) die n-Schritt-Übergangswahrscheinlichkeit, G(x, y) =
∞∑

n=0
pn(x, y) = Ex[

∞∑
n=0

1{Xn=y}]

die Greenfunktion und Tx = inf{n ≥ 1 : Xn = x} die Eintrittszeit von X in x.

1. Beweisen Sie, dass für alle n ≥ 1, x, y ∈ S,

pn(x, y) =
n∑

m=1

Px(Ty = m) pn−m(y, y).

2. Beweisen Sie, dass für alle y ∈ S mit Py(Ty <∞) < 1 und x 6= y,

G(x, y) =
Px(Ty <∞)

1− Py(Ty <∞)
.

3. Für C ⊆ S, sei HC = inf{n ≥ 0 : Xn ∈ C}. Für A,B ⊆ S mit A ∩ B = ∅, sei
h(x) = Px(HA < HB). Beweisen Sie, dass

h(x) =
∑
y∈S

p(x, y)h(y), für alle x ∈ S \ (A ∪B).

4. Sei S endlich und Px(Hy <∞) = 1 für alle x, y ∈ S, wobei Hy = inf{n ≥ 0 : Xn =
y}. Beweisen Sie, dass es γ ∈ (0, 1) und C <∞ gibt, so dass

Px(Hy ≥ n) ≤ Cγn, für alle n ∈ N und x, y ∈ S.

[Hinweis: (a) Es gibt N ∈ N, so dass max
x,y∈S

Px(Hy ≥ N) < 1. (b) max
x∈S

Px(Hy ≥ kN) ≤ (max
x∈S

Px(Hy ≥ N))k.]

5. Lösen Sie die Aufgabe 4 für Ty anstelle von Hy.


