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1. Sei (X,)n>0 ein Submartingal. Setze X, = maXo<m,<n, X;;, wobei 27 = max(x, 0)
und definiere In™ z = max(In z,0). Beweisen Sie, dass

EX,)<(1—eY)" (1+E[X (X))

[Hinweis: Beweisen Sie zuerst, dass fiir alle M > 0, E[Xn A M] < 14 E[X;} InT(X,, A M)], indem Sie die Schritte
des Beweises der LP-maximalen Ungleichung befolgen. Dann beweisen Sie, dass fiir alle a,b > 0, alnb < alna + g

Insbesondere, aln™ b < alnt a + g. Wenden Sie die Ungleichung auf a = X;7 und b= X, A M.]

Eine Familie von Zufallsvariablen (X;);cs heift gleichmafig integrierbar (auch gleichgradig integrierbar), wenn

lim Su]})E UX'L‘]I{‘XAZ]W}] =0.

M—o00 jc

2. (a) Seien p > 1 und (X,,),>1 Zufallsvariablen mit sup E[| X, |’] < co. Beweisen Sie,
n>1

dass (X,)n>1 gleichméfig integrierbar sind.

(b) Geben Sie ein Beispiel fiir Zufallsvariablen (X,,),>1, mit sup E[|X,|] < oo, die

n>1
nicht gleichméfig integrierbar sind.

3. Seien (X,,)n>1 und Y Zufallsvariablen mit E[Y] < oco. Beweisen Sie, dass (X,,)n>1
gleichméfig integrierbar sind, wenn

(a) |X,| <Y fiir alle n.

(b) P(|X,| > z) < P(Y > z) fiir alle z > 0 und n > 1.

4. Seien (X,,)p>1 und (Y;,),>1 gleichméfig integrierbare Familien von Zufallsvariablen.
Beweisen Sie, dass die Familie (X, + Y;,),>1 gleichméfig integrierbar ist.

5. Beweisen Sie, dass die folgende Bedingungen dquivalent sind:

(a) Zufallsvariablen (X,),>1 sind gleichméfig integrierbar.

(b) Es gibt Funktion ¢ : R — [0, 00) mit lim “ng) = oo und sup E [p(|X,|)] < .
T—00 n>1



