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1. Seien X € L*(Q,.Z,P) und ¢4 C .Z eine Teil-o-Algebra von .%. Beweisen Sie, dass

fiir a > 0,
X9

E
P(X|>a|¥9) < [ e P-fs.,

wobei P(A|¥) = E[14]9] die bedingte W-keit von A € .% gegeben ¥ ist.

2. Seien X und ¢ wie in 1. und definiere var (X |¥) = E[X?|¥] — (E[X |9])*. Be-
weisen Sie, dass

var(X) = E [var (X |9)] + var (E[X |¥]) .

3. Seien ¥ C .Z eine Teil-o-Algebra von . und C' € ¥. Seien X, X, € L'(Q,.7, P)
mit X;(w) = Xa(w) fiir alle w € C. Beweisen Sie, dass F[X; |¥4](w) = E[X2|¥Y](w)
fiir P-fast alle w € C.

Sei (2, .7, P) ein W-Raum. Eine steigende Folge (#n), >0 von Teil-o-Algebren von .%, d.h. Fy C F#1 C ... C Z, heifit
Filtrierung. Eine Folge von Zufallsvariablen M, heift (%#y)-adaptiert, falls fir alle n > 0, M,, .Zp-messbar ist. Eine Folge
(Mn)p>o0 von (Fn)-adaptierten integrierbaren Zufallsvariablen heifst Martingal (beziiglich der Filtrierung Fy ), falls fiir alle
n >0, P-f.s., E[Mn+1 | %n] = Mn.

4. Seien Xy, k > 1, unabhéngige integrierbare Zufallsvariablen mit E[X}] = 1 fiir alle
k > 1. Beweisen Sie, dass

M, =[] X«
k=1
ein Martingal beztiglich der Filtrierung %, = o(Xj, ..., X,) ist.

5. Seien Xy, k > 1, unabhéngige Zufallsvariablen mit P(X, = 1) = P(X; = —1) =
fiir alle k > 1. Sei S, = X; + ... 4+ X,,. Beweisen Sie, dass fiir jedes o € (0, 7)

1
2

eiaSn

M, =

cos™ «
ein Martingal beziiglich .%,, = o(X, ..., X,,) ist.

6. Sei X eine integrierbare Zufallsvariable und (.%#,),>¢ eine Filtrierung. Beweisen Sie,
dass M, = E[X | %,] ein Martingal beziiglich .%,, ist.

7. Sei M, ein Martingal mit E[MZ] < oo und sup E[(M,, — M,,_1)*] < oo. Beweisen

n>1
Sie, dass % in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert.



