Prof. A. Sapozhnikov Wahrscheinlichkeitstheorie I

NACHKLAUSURLOSUNGEN, 13.08.2018, 10:00 — 12:00

1. Drei Zahlen werden willkiirlich aus {1,...,12} gezogen (ohne Zuriicklegen). Wie grofs
ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die grofte von ihnen mindestens 11 ist?

.5
Antwort: 7

Lésung. Seien a, b, c die gezogenen Zahlen. Die gewiinschte Wahrscheinlichkeit ist

(10) 5
P(max(a,b,c) > 11) = 1 — P(max(a,b,c) < 10) =1 — 22£ = —.

(5) 1

]

2. In einer Urne befanden sich genau 3 schwarze und 3 weifse Kugeln, bevor eine Kugel
verloren ging. Zwei Kugeln werden willkiirlich aus der Urne mit 5 verbleibenden Ku-
geln (ohne Zuriicklegen) gezogen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die
verlorene Kugel weif ist, wenn die beiden gezogenen Kugeln weifs sind?

Antwort: %1.

Lésung. Sei By das Ereigniss, dass eine weifse Kugeln verloren ging. Sei By das Ereig-
niss, dass eine schwarze Kugeln verloren ging. Sei A das Ereigniss, dass die gezogene
Kugeln weif sind. Dann gilt

3 _1 (5 _ 1 ¢ 3
P(B1) = P(By) = = = 5, P(A|By) = 337 = —, P(A|By) = 22 = —.
02 )1 T
Aus der Bayes-Formel ergibt sich
P(B,|A) = ——
. P(B1)P(A|By) + P(By)P(A|By) 4
O

3. Seien X und Y Zufallsvariablen mit P(X > 0) = P(Y > 0) =3 und P(X +Y > 0) =
%. Beweisen Sie, dass X und Y abhéngig sind.

Lésung. Man beachte, dass P(X +Y > 0) > P(X > 0,Y > 0). Nimm an, dass X
und Y unabhéngig sind. Dann gilt

16

Widerspruch. O

P(X >0,Y >0)=P(X >0)P(Y >0) =

— P(X+Y >0).

= w
N | —

> w

4. Seien X und Y unabhéngige identischverteilte Zufallsvariablen, so dass X + Y eine
poissonverteilte Zufallsvariable ist. Beweisen Sie, dass X auch poissonverteilt ist.



Lésung. Falls X +Y eine poissonverteilte Zufallsvariable mit Parameter A ist, dann
die charakteristische Funktion von X + Y gleich @xy(t) = e*¢*~1 ist. Andererseits,
da X und Y unabhéngig und identischverteilt sind, gilt es

pxsy () = ox(t) oy (t) = px(t)*.

Folglich, gy (t) = e2 " =DHmik() wobei k(t) € {0,1} fiir t € R. Da ¢y eine stetige
Funktion mit ¢x(0) = 1 ist, ist k(t) = k(0) = 0.

Wir schliefen daraus, dass X eine Zufallsvariable mit der charakteristischen Funktion
ox(t) = e2Me" =1 ist. die tatsichlich die charakteristische Funktion der Poissonvertei-
lung mit Parameter —)\ ist. Aus dem Eindeutigkeitssatz folgt, dass X poissonverteilt
mit Parameter 2)\ 1st. O

. Seien X und Y unabhéngige exponentialverteilte Zufallsvariablen mit Parameter 1.
. . . X

Man bestimme die Verteilung von .

Antwort: Die Gleichverteilung auf [0, 1].

Lésung. Sei F(z) = P(Z5 ~v < 2) die Verteilungsfunktion von X—H, Da X und Y fast

sicher positiv sind, ist 0 < Xfy < 1 fast sicher. Insbesondere, F(z) = 0 fiir z < 0 und
F(z )—1furz21.

Sei z € (0,1), dann folgt es aus der Unabhéngigkeit von X und Y und vom Satz von
Fubini, dass

F(z) :/ {/ ]lwiy<z($,y)€_ydy] e dx 2/ [ﬁl_m e‘ydy] e dx
0 0 0 =
N / 6_(17)z e fdr = z.
0

Somit ist XY gleichverteilt auf [0, 1]. O

. Beweisen Sie, dass fiir alle Zufallsvariablen X und Y mit endlichen Erwartungswerten
die Zufallsvariable max(X,Y’) einen endlichen Erwartungswert besitzt und geben Sie
ein Beispiel an, dass die Umkehrung nicht gilt.

Lésung. Beachte, dass fiir alle z,y € R, |max(z,y)| < |z| + |y|. Deshalb, da E[|X|]
und E[]Y|] endlich sind, ist E[| max(X,Y')|] auch endlich.

Seien X und Y beliebige Zufallsvariablen mit X > 0, E[X]| < 00, Y < 0und E[-Y] =
oo. Dann gilt E[|max(X,Y)|] = F[X] < co.

[Weiterhin, wenn max(X,Y) eine Zufallsvariable ist, dann folgt es nicht, dass X und Y
Zufallsvariablen sind.] O]

. Seien X, unabhéngige Zufallsvariablen mit P(X,, =n) = - und P(X, =0) =1—+,

wobei a eine positive reelle Zahl ist. Fiir welche Werte von a konvergiert die Reihe
Zzozl X,, fast sicher?

Antwort: a > 1.



Losung. Beachte, dass die Reiche > ° | X,, konvergiert fast sicher genau dann, wenn
P(X, = 0 fiir alle ausreichend grofen n) = 1. Nach dem Lemma von Borel-Cantelli
und der Unabhéngigkeit von X, ist dies genau dann der Fall, wenn >~ P(X, =
n) < oo. Es bleibt zu bemerken, dass | P(X, =n) = >.>" | & < oo genau dann,
wenn a > 1. [

. Seien X, X1, Xs, ... Zufallsvariablen mit X; < X, < ... und X, 2, X. Beweisen Sie,
dass X, f—5> X.

Lésung. Jede monotone Folge besitzt einen (endlichen oder unendlichen) Grenzwert,
also konvergiert X, fast sicher gegen eine numerische Zufallsvariable, die wir mit X’
bezeichnen. Es bleibt nur zu zeigen, dass X’ = X fast sicher ist.

Da X, in Warhscheinlichkeit gegen X konvergiert, existiert eine Teilfolge n(k), so dass
Xn(x) fast sicher gegen X konvergiert. Andererseits, konvergiert X, fast sicher gegen
X'. Folglich, X’ = X fast sicher. ]

. Seien X, Zufallsvariablen mit Var(X,) < C' < oo fiir alle n € N. Nimm an, dass fiir
alle m,n € N mit |m —n| > 1, X, und X,, unabhéngig sind. Beweisen Sie, dass

Su— BS:] p,
n

wobei S, = X7 + ...+ X,,.

S, —E[S,,
n

Lésung-1. Wir sollten beweisen, dass fiir jedes ¢ > 0, P(] l| > &) = 0 fiir

n — oo. Sei € > 0. Durch Chebyshev-Ungleichung, gilt es
Var(S,)

g2n?

P (@‘TE[S’M > s) — P(IS, — E[S,]] > en) <

Somit ist der Beweis vollstéindig, wenn Var(S,,) = o(n?) fiir n — oc.

Durch Bienaymé-Gleichung,
Var(S,) = > Var(Xy) + Y E[(X, — E[X:))(X; — E[X)])].
k=1 k#l

Da die Varianzen von X, gleichmiRig begrenzt sind, Y ,_, Var(X}) < Cn = o(n?).

Jetzt betrachten wir die zweite Summe. Wenn |k — [| > 1, durch die Unabhéngigkeit
von X und X, erhalten wir, dass

E[(X — E[Xi])(Xi — E[Xi])] = E[X — E[X;]] E[X; — E[X]] = 0.
Wenn |k — | = 1, durch die Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhalten wir, dass

B [(Xx — E[Xi])(X; — E[X)))]] < Var(X)? Var(X;)? < C.



10.

Folglich,

Y E[(Xi— EX) (X — EX))| = | > E[(Xi — E[X))(X; — E[X)))]
k#l |k—1]=1

<2C(n—1) = o(n?).
[

Liosung-2. Seien Yy, = Xo._1 und Z, = Xy, Dann sind Y, paarweise unabhéngig und
sind Zj paarweise unabhéngig. Seien S}, =Yi + ...+ Y2y und S/ = Z1 + ... + Z|z.

Durch das schwache Gesetz von der grofsen Zahlen, w L0 und w L.

Beachte, dass S,, = S], + S.. Folglich, S"_f[s"] = S;l_f[‘%] 4 Su=BlS] Py, ]

n

Seien X, unabhéingige identischverteilte Zufallsvariablen mit endlicher positiver Vari-
anz. Sei m = E[X,]. Man bestimme lim,,_,,, P(S,, < 2018) fiir alle moglichen Werte
von m € R, wobei S,, = X; +...+ X,,.

Antwort: 0 fir m >0, 1 fir m <0, % fiirm = 0.

Lésung. Durch das starke Gesetz von der grofsen Zahlen, % I . Also, S, I oo

fir m > 0 und S, I35 oo fiir m < 0. Insbesondere, lim,, ., P(S, < 2018) = 0 fiir
m > 0 und lim,,_,, P(S, <2018) =1 fir m < 0.

Betrachte nun den Fall m = 0. Sei ¢ = Var(X,,) € (0,+00). Durch den zentra-
len Grenzwertsatz konvergiert (575 in Verteilung gegen eine standardnormalverteilte

Zufallsvariable. Insbesondere, fiir jedes x € R,

S, * 1 t2
P L d = Tz dt.
(U\/ﬁ N I) —> (‘T) /oo V2T ‘

Folglich,
Sh 2018

o/ = ayn

P(S, <2018) = P <

N | —

> — 9(0) =



