Prof. A. Sapozhnikov Wahrscheinlichkeitstheorie I

KLAUSURLOSUNGEN, 19.07.2018, 10:00 — 12:00

1. In einer Urne befinden sich genau 12 schwarze, 8 rote und 10 gelbe Kugeln. Zwei
Kugeln werden willkiirlich aus der Urne (ohne Zuriicklegen) gezogen. Wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die gezogenen Kugeln von unterschiedlicher Farbe sind,
wenn man weif, dass keine der gezogenen Kugeln gelb ist?

. 48
Antwort: % -

Lisung. Betrachte die Ereignisse A = {die gezogenen Kugeln sind von unterschiedli-
cher Farbe} und B = {keine der gezogenen Kugeln gelb ist}. Dann ist die gewiinschte
Wahrscheinlichkeit gleich

_ P(AnB)  P({die Kugeln sind schwarz und rot}) (%)
P(A|B) = P(B) - P(B) G

2. Eine miindliche Priifung besteht aus drei nacheinander gestellten Fragen, die jeweils
eine Definition (Definition-Frage) oder einen Beweis (Beweis-Frage) erfordern. Ein
Student kann aus zwei moglichen Varianten der Fragenfolgen wéhlen:

(a) Beweis — Definition — Beweis oder (b) Definition — Beweis — Definition.

Um die Priifung zu bestehen, muss er zwei aufeinanderfolgende Fragen richtig beant-
worten. Welche der vorgeschlagenen Varianten sollte der Student wéhlen, um seine
Chancen, die Priifung zu bestehen, zu erhohen, wenn er die richtige Antwort zur
Definition-Frage mit Wahrscheinlichkeit d und zur Beweis-Frage mit Wahrscheinlich-
keit b kennt, wobei b < d? Die Auswahl der Fragen (aufer der Reihenfolge) ist zufillig.

Antwort: (a).

Losung. Sei A das FEreigniss, dass der Student die Priifung in der Reihenfolge (a)
besteht. Dann gilt

P(A) = P(Antworten auf Fragen 1 und 2 sind richtig)
+ P(Antwort auf Frage 1 ist falsch, Antworten auf Fragen 2, 3 sind richtig)
= bd+ (1 —0b)db=bd(2—b).

Analog, wenn B das Ereigniss ist, dass der Student die Priifung in der Reihenfolge (b)
besteht, dann gilt P(B) = bd(2 — d) < bd(2 — b) = P(A). O

3. Seien X und Y Zufallsvariablen, so dass X2 und Y2 unabhiingig sind. Ist es wahr oder
falsch, dass X und Y auch unabhéngig sind?

Antwort: falsch.



Lisung. Betrachte die Zufallsvariablen X = Y mit P(X = 1) = P(X = —1) = 1.
Dann X2 = Y2 = 1, also sind X? und Y2 unabhingig. Aber X und Y sind offensichtlich
nicht unabhéngig, da, z.B., P(X =1,Y =1) =1 £ 1 =P(X =1)P(Y =1). O

. Seien X und Y unabhéngige Zufallsvariablen, X bernoulliverteilt mit Parameter %,
und Y gleichverteilt auf [0, 1]. Man bestimme die Verteilung von X + Y.

Antwort: Gleichverteilung auf [0, 2].

Lésung. Sei F' die Vertelungsfunktion von X + Y. Dann gilt fiir z € R,
Flz) = PX+Y<z)=PX+Y <z, X=0+PX+Y <z X=1)

0 v <0

L 1 5T +350=73 0<zr<1
_ PV <o) 4PV <a-1={ T Tar USTS

’ 2 sltse—1) =30 1<z<2
sl+sl=1 x> 2.

Folglich, F(z) = 0 fir < 0, F(z) = 3a fir 0 < z < 2 und F(z) =1 fiir 2 > 2, die
die Verteilungsfunktion der Gleichverteilung auf [0, 2] ist. O

. Zwei Punkte werden willkiirlich vom Intervall [0, 1] ausgewéhlt. Berechnen Sie den
Erwartungswert des Abstandes zwischen ihnen.

Antwort: %

Losung. Seien X und Y unabhéngige gleichverteilte Zufallsvariablen auf [0,1]. Mit
hilfe des Satzes von Fubini,

px vl = [ [e-ststs= [ [["@-or+ [[w-nn) s
= /01[x2—§+1_2x2—x(1—x)1:é.

. Seien X,, unabhéngige Zufallsvariablen und X, I X Beweisen Sie, dass Var(X) = 0.

]

Lésung-1. Sei T die asymptotische o-Algebra der Folge X,,. Nach dem 0 — 1 Gesetz
von Kolmogorov, ist 7 trivial. Man beachte, dass X ' (B) € T fiir alle B € B(R). Mit
anderen Worten, es gibt eine Konstante ¢, so dass P(X = ¢) = 1. Insbesondere besitzt
X eine endliche Varianz, die tatséchlich 0 ist. O

Lésung-2. Nimm an, dass Var(X) € (0,+o0o]. Dann ist X fast sicher nicht konstant.
Insbesondere existieren zwei reelle Zahlen a < b, so dass P(X < a) > 0 und P(X >
b) > 0. Andererseits, gilt es

P(X <a) = PlimX, <a) < P(U, Npm>n { X < a})

= lim P(Opzn{Xm < a}) = lim 1:[ P(X,, <a),



wobei die letzte Gleichung aus der Unabhéngigkeit von X, folgt.

Falls existieren v < 1 und eine undendliche Teilfolge n(k) mit P(X,u) < a) < 7, dann
[Lnsn P(Xm < a) = 0 fiir alle n. Da P(X < a) > 0, kann dies nicht wahr sein. Es
bedeutet, dass lim,, ., P(X, < a) = 1.

Analog, zeigt man, dass lim,,_,o, P(X,, > b) = 1, was aber im Widerspruch zu P(X,, <
a) + P(X,, > b) <1 fir jedes n € N. O

. Seien X, Zufallsvariablen und S, = >_7'_; X;. Nimm an, dass |S,,| < an und Var(S,,) >
bn? fiir alle n € N und einige positive Konstanten a und b. Beweisen Sie, dass

Sn — E[S,]

n

P
/5 0.

Losung. Sei Z, = SFTE[S”] und nimm an, dass Z, L.

Beachte, dass |Z,,| < 2a. Es folgt aus dem Satz von der dominierten Konvergenz (c.f.
UA 9.1(b)), dass E[Z?] — 0. Jedoch, E[Z?] = % > b > 0. Widerspruch.

[Man kann die Anwendung des Satzes von der dominierten Konvergenz von UA 9.1(b), also
fiir in Wahrscheinlichkeit konvergierten Folgen, vermeiden. Falls Z, -, 0, existiert eine

Teilfolge n(k) mit Zn(k) Q 0. Dann folgt es aus dem Satz von der dominierten Konvergenz,
dass E[ZZ(k)] — 0. Jedoch, wie zufor E[Zg(k)] >b./ O

. Seien X,, unabhéngige exponentialverteilte Zufallsvariablen mit Parameter 1. Beweisen

Sie, dass
max(Xy,..., X,)

(Inn)?

= 0.

Losung. Sei Z,, = W Durch die Definition der Konvergenz in Verteilung

sollten wir zeigen, dass P(Z, < x) — 0 fir z < 0 und P(Z, < z) — 1 fiir x > 0. Die
erste Aussage ist trivial, da Z, nicht negativ ist, also P(Z, < z) =0 fir z < 0.

Sei z > 0. Es gilt
P(Z,<z) = Pmax(Xy,...,X,) <z(nn)®) = [ P(X; < z(Inn)?)
= (1 — e’x(ln")2)n — 1, flir n — oo,
wobei die Gleichung () aus der Unabhéngigkeit von X; folgt. O
. Man bestimme alle reellen Zahlen A\, > 0, flir die ein Wahrscheinlichkeitsraum

(Q, F, P) und Zufallsvariablen X,Y auf (2, F, P) existieren, so dass X poissonver-
teilt mit Parameter A ist, Y poissonverteilt mit Parameter p ist, und P(X <Y) = 1.

Antwort: X < p.



10.

Lésung. Man beachte zuerst, dass wenn P(X < Y) = 1, dann auch A = F[X] <
E[Y] = u. Die gewiinschte Konstruktion ist also nicht moglich, wenn A > p. Wir
werden zeigen, dass die Konstruktion fiir A < p moglich ist.

Fir A = pu, betrachte einen Wahrscheinlichkeitsraum auf denen eine poissonverteilte
Zufallsvariable mit Parameter A\ definiert ist und nimm Y = X.

Fir A < p, betrachte einen Wahrscheinlichkeitsraum auf denen zwei unabhéngige
Zufallsvariablen X und Z definiert sind, wobei X poissonverteilt mit Parameter \ ist
und Z poissonverteilt mit Parameter p — A ist, und nimm Y = X + Z. O

Sei ¢ charakteristische Funktion einer Zufallsvariablen. Ist |p|? charakteristische Funk-
tion einer Zufallsvariablen?

Antwort: ja.

Lésung. Sei X eine Zufallsvariable mit charakteristische Funktion ¢. Beachte, dass fiir
t e R,

o) = ¢(t) p(t) = E [e"F] B [e7].
Sei Y eine Zufallsvariable, die von X unabhéngig ist und Y 2 _X. Dann gilt
|S0(t)‘2 — F [eitX] E [eitY] - F [eit(X—i-Y)] :

also |¢|? die charakteristische Funktion von X + Y ist. O



