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1. LANGZEITVERHALTEN VON MARKOVKETTEN

1.1. Markovketten — Wiederholung grundlegender Definitionen. Wir
kniipfen an die letzten Abschnitte der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie 1
an, in der wir zuletzt Markov-Ketten (Xj)gen, auf abzéhlbaren Zustandsraumen
E C N betrachtet haben. Hier noch einmal zur Erinnerung einige grundlegende
Definitionen.

Definition 1. Es sei (Q,F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (E|€) ein
messharer Raum sowie I eine Indexmenge. Dann heifit eine Familie von E-
wertigen messbaren Abbildungen (Xg)ier, Xix @ Q — E ein stochastischer
Prozess.

Bemerkung 2. (1) Die Menge F wird dann Zustandsraum genannt, die El-
emente von E heilen Zustinde, messbare Funktionen £ — R heifien
Zustandsfunktionen bzw. Observablen.

(2) Die Erwihnung eines zuvor gegebenen Wahrscheinlichkeitsmafes P auf
(€2, F) ist in der Definition eigentlich {iberfliissig. Daher werden wir in
spateren Abschnitten gelegentlich auch von stochastischen Prozessen
sprechen, wenn zuvor kein (oder mehrere) Wahrscheinlichkeitsmaf}(e)
auf (2, P) fixiert wurde(n). Jede Familie von messbaren Abbildungg@ W
zwischen zwei fest gewahlten messbaren Raumen kann demnach bereits
als stochastischer Prozess angesehen werden.

Gelegentlich verwenden wir auch die Schreibweisen (Xp)pey = (X)) =X = X
fiir einen stochastischen Prozesses, sofern keine Verwechselungsgefahr besteht.

In diesem Abschnitt wollen wir uns auf den vergleichsweise einfachen Fall
beschranken, wenn der Zustandsraum E abzahlbar d.h\ 0.B.d.A. eine Teil-
menge der natiirlichen Zahlen ist.

Definition 3. Ein Maf auf I ist eine Funktion A : ' — R~(. Eine Verteilung
auf E ist ein Maf}, so dass )., A =1

Bemerkung 4. Gelegentlich werden wir von einer Verteilung auch dann sprechen,
. _ ; . orriomm o N e Ly _ _

wenn nur y . o A; < oo gilt. Durch Normierung A\; == A\ mit Z =37, o A;

entsteht daraus dann eine Verteilung im strengen Sinne der obigen Definition.

Definition 5. Eine stochastische Matriz auf E ist eine Abbilung P = (p;) :
E X E - [0? ]-]; S0 (1&88 Ej .pij =1

Eine stochastische Matrix wird auch als Ubergangskern auf E bezeichnet, da
fiir festes © € E die Verteilung A; := p;;, j € E als Wahrscheinlichkeit fiir einen
Sprung vom Zustand ¢ in die Zustinde j € E interpretiert wird.

Definition 6. Es sei E abzihlbar, A eine Verteilung und P eine Ubergangsmatrix
auf F, dann heiflt ein E-wertiger stochastischer Prozess (X} )xen, eine (A, P)-
Markovkette, falls
(1) P(Xog=1i)=\;Vi € E.
(2) P(Xk-i—l = le}" = if-,Xk_l = '."n_:g_l?Xk_g = Mpg—2," " ,XD = '!T.lg) =
pij Vk € Ny, i, 7,mp_1,...,mg € E.

Bemerkung 7. (1) In diesem Fall wird A als Startverteilung bezeichnet.



(2) Die Existenz einer Markov-Kette zu einem gegebenen Paar (A, P) wurde
im vergangenen Semester besprochen. Die resultierenden Wahrschein-
lichkeiten bzw. Erwartungswerte fiir das Verhalten der Pfade der Markovkette
X bei Start geméf Startverteilung A schreiben wir Py (- - - ) bzw. (- -+ ).
Der Fall eines festen (deterministischen) Startpunktes bei X, = i fiir
¢ € E entspricht der Wahl \; = §;(j) (Dirac-Mafl im Punkt i € E).
Wir verwenden dann die einfachere Notation P(---) und E;(-- ).
(3) Die elementare Markov-Eigenschaft (2) lasst sich dann unmittelbar auf
die allgemeinere Aussage erweitern, dass

P X1 €A, Xpn € Al X =0, X1 € A -, Xo € Ayy)
= R(XI cA, X € Ag)

fiir - € E und beliebige Mengen A; C E. Insbesondere ist eine Markov-
Kette (X) gedichtnislos dem Sinne, dass fiir die Berechnung der bed-
ingten Wahrscheinlichkeiten fiir kiinftiges Verhalten, gegeben Informa-
tion iiber beobachtetes Verhalten in der Vergangenheit, nur die Infor-
mation tiber den aktuellen Zustand des Prozesses (X} ) relevant ist. Die
Vergangenheit beeinfluBft die Wahrscheinlichkeiten fir, kiinftiges Ver-
halten des Prozesses also nicht, &Rella menr tleg ¢Ja” W‘.d
(4) Fiir die Wahrscheinlichkeiten bei n-fach wiederholtergSprung gilt dann, ’

dass

Pl[Xn = J) = P(Xn :leO =1i) = (Pn)ij!
wobei P* = P-P---. P das n-te Potenz im Sinne des Matrixproduktes
(P - P);j = >, papr; bezeichnet. (Kiinftig schreiben wir pgn) oder

T

spéter einfach p;} fiir die Eintrage von P™

(5) Eine (A, P)-Markovkette ist zeitlich homogen in dem Sinne, dass die
Ubergal'lgswa.hrsc]'lei1'1]:'1(:hkeitel'1 in der elementaren Markoveigenschaft
(2) oben nicht vom Zeitpunkt k abhéngen. Der zeitlich inhomogenen
Fall entspriche

(k)
ij

P(X.*H—l = j|Xk =0, Xpop = My, Xjpmg = Mp_g, -+, Xog = 'mo) =p

fur k€ Ng,i,7,mg_1,...,€ E, wobei p*) eine (vom Zeitpunkt k abhiingige)
Ubergangsmatrix ist. Im folgenden wollen wir aber nur zeithomogene
Ketten betrachten.

1.2. Rekurrenz. Im folgenden wollen wir das Langzeitverhalten von Markovket-
ten studieren. Hierbei spielt der Begrift der Rekurrenz eine tragende Rolle.

Definition 8. Fir A C F ist die Eintrittszeit in A definiert als
T = i1‘1f{}2 1] X, € A}.

Bemerkung 9. Man beachte, dass der Startpunkt von (Xj)ren, bei der Defini-
tion von ’rj;' ignoriert wird. Andernfalls spricht man von einer Trefferzeit (ver-
gleiche W-Theorie I). Jedoch sind unterschiedliche Bezeichnungen gebrauchlich

Man sollte sich also stets vergewissern, wovon im Einzelfall die Rede ist.
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Definition 10. Fiir A = {i} setzen wir 7; := T+} Die Folge (sy)x der Besuch-
szeiten ist dann wie folgt definiert

5({]} = T

I{»ll = inf{iz s;{:}—l—l|Xg=1},
mit der Konvention, dass inf () = oc.

D.h. falls 3,{;} < o0 besucht die Kette zum Zeitpunkt s lden Zustand 7 zum \
k+1-ten Mal, wobei ein moglicher Start in 7 nicht als Besuch gewertet wird. —

Zur Einfachheit lassen wir im joleeTiden den oberen Index {i} weg, wenn keine
Gefahr einer Verwechselung besteht.

Definition 11. Fiir ¢ € E heifit
fi =P (1i < )
die Wahrscheinlichkeit der Wiederkehr (in endlicher Zeit) des Zustands i.

Wir wollen auch die Anzahl de uche eines Zustands ¢ € E durch die

Markovkette zahlen wie folgt ‘1/; w;&“
N; = i Ly (Xi).
1=1 M(““L*([

Wir werden gleich sehen, dass bei Start der Kette (X,,),, in i die Besychszhl N;
eine geometrisch verteilte Zufallsvariable ist mit Parameter f;. Dafiir erinnern
wir noch einmal an die geometrische Verteilung.

Definition 12. Sei Z eine Ny U {oc}-wertige Zufallsvariable. Sie heifit ge-
ometrisch verteilt mit Parameter r € [0, 1], wenn

gy =) fir k € N
Bemerkung 13.

(1) Eine geometrisch verteilte Zufallsvariable entsteht z.B. als die Anzahl
der Erfolge bis zum ersten Misserfolg beim wiederholten (stochastisch
unabhingigen) Werfen einer Miinze mit Erfolgsparameter r.

(2) Die obige Definition fiir P(Z = oo) bedeutet schlicht, dass je nachdem
ob r < 1 oder r = 1 fiir eine geometrisch mit Parameter r € [0, 1]
verteilte Zufallsvariable Z gilt, dass Z < oo fast sicher bzw. Z = oo
fast sicher. Inbsesondere sind dquivalent 1:..

r<leZ<ocxfs. ©EZ) <.

Angesichts der Interpretation einer geometrisch verteilten Zufallsvariable als
Anzahl der Erfolge beim Miinzwurf vor dem ersten Misserfolg ist das néachste
Resultat sehr intuitiv.

Satz 14. Fulls die Kette (X)) nen, tm Zustand i € E startet, ist N; geometrisch
verteilt mit Parameter f;, d.h. fir k € Ny gilt

P (Ni=k) = ff- (1~ f).

Zum Beweis benotigen wir das folgende Lemma.
4



Lemma 15. Mit den Definitionen wie oben qilt

Fi(N; > k + 1]sp—1 = n) = f;.
Beweis. Die Aussage ist intutiv klar und folgt einfach zudem aus der starken
Markov-EWnschaft, die wir jedoch erst ! siter einfithren wollen. — Wir ‘
geben daher an dieser Stelle einen ausfuhrlichen elementaren Beweis. Nach

Definition der Folge (s;) ist die Aussage des Lemmas dquivalent zu P;(s; <
00|81 = n) = P;(sp < o0), daher reicht es zu zeigen, dass fiir alle | € N

Pi(sp =n+llsp_1 =n) = P(so =1).

Dass dies eine Konsequenz der Markov-Eigenschaft von (X,,) ist, sieht man
wie folgt. Das Ereignis

Sp—1 =Ny = U Et ety
{ } 1<t St Sty < 1 sbk—1

lisst sich als disjunkte Vereinigung darstellen von Ereignissen der Form

Epoto, =4X,=Xp,= =Xy, =X, =0, X, #iVme {1,-- ,n—1}\{t1,t1}}.
Insbesondere folgt aus dieser Zerlegung zunachst einmal, dass
P(s, =n+l|sp_; =n) = Z Pi(s = n+l|Ey, .. t, ) Pi(Ety .ty |5k—1 = n).

1<y <o <<l

Aufgrund der Markov-Eigenschaft von (X,,) geht nun nur die Bedingung X,, =
i aus der Definition von F, ... ;, , in die Berechnung der bedingten Erwartung
P(sy=n+I1|E ..4,_,) ein, d.h.

R(Sk =n+ E‘Eﬁl,,__,tk P

[ n+1 ;é 3 ,«X‘n.—H—'l 7‘4_ ?:1 X‘n.-l—i = ilEtl,---,tk_l)

= P[ n+1 3& 3 Xn+£—l 74— 3'1 Xn-}—l == ian = 3)
P(X .E ?Xg_l %E,Xg 2?)

= Pi(so = )

was oben eingesetzt ergibt, dass

Pi(sk=n+1lsp-1 =n)= Z P(so=1) Pi(Ey, ... 4, ,|5x-1=n)

1<t) <ty <ty <l
= Pi(so =1). \/
O
Beweis von Satz 1j. Die Aussage ist aquivalent zu P;(N; > k) = fF fir alle

k € Ny. Wir beweisen letzteres durch Beweis durch Induktion nach k. Fir
k =0 ist die Aussage offensichtlich richtig. Fiir £ + 1 gilt

P(N;>k+1)=P(N; >k+1,N; > k)
=P(N; > k+1,8..1 <00)
= Pi(N; > k+ 1|sj_1 < 00)Pi(sp_1 < o0)
= P(N; > k+ 1|sp_1 < 00)Pi(N; > k)
=P(N; > k+ 1|51 < 0)f; k.

wobei wir im letzten Schritt die Indukt1onsvoraussetzung benutzt haben. —
Fiir die Bestimmung der obenstehenden bedingten Wahrscheinlichkeit folgern

]



( .
Towabe 24| ()-2=01%)
(A2
wir mit der Darstellung des Ereignisses {sz_1 < oo} = [J,cnlse-1 = n} als
disjunkte Vereinigung schliefilich
Pi(N; > k+1|sp1 < 00) = Z P;(N; > k+ 1|sg1 =n)Pi(s)1 = nl|sp_1 < 00)
neN

—Zfe Sk—1 = n|sk_1 < 00)
nel

i)
und erhalten somit die Behauptung. ]

Korollar 16. Fiir einen Zustand i € E qilt

N; < oo Pj-fast sicher < E;(N;) <oo<:>f1<1<:>Zp(n)

n=1

Beweis. Die ersten zwei Aquivalenzen folgen aus der Tatsache, dass Z := N;
bei Start in i geometrisch verteilt ist. Die letzte Aquivalenz folfrt aus

E;(N;) =E (Z 1, (Xf)) = Z P (X, =i) = Zpg?.

Definition 17. Ein Zustand i € E heifit
transient <= P;(X, =i fiir unendlich viele n) = 0

rekurrent <= P;(X,, =i fiir unendlich viele n) =1

Gemall Korollar 16 finden wir die Dichotomie, dass entweder N; < oo oder
N; = oo fast sicher unter P;, was die nachste Definition rechtfertigt. Insbeson-
dere gilt der folgende Satz.

Korollar 18. Fin Zustand ist rekurrent genau dann, wenn P;(1; < o0) = 1,
andernfalls ist er transient.

Rekurrenz von Zustanden ist eine Klasseneigenschaft. Hierzu erinnern wir an
den Begriff der (kommunizierenden) Klassen.

Definition 19. Fiir 4,5 € E heiBt j erreichbar von i, falls pi} > 0 fir ein

geeignete gewahltes m € N. Die von der Aquwdlenzrelatlon

1 ~ j &1 erreichbar von j und j erreichbar von ¢
. -
induzierten Aquivalenklassen heilen kommunizierende Klassen. W@J‘
Korollar 20. Fiir zyei Zustandeg i ~ 7 derselben Klasse ist i 1 Tent genau
dann, wenn j refedrrent ist.

Beweis. Dies fo]gt aus p%; > plipi™ m m fiir n > m +m/, so dass ) p}; <
Ie's : Zﬂl {)??1

Insbesondere ist die Rekurrenz im irreduziblen Fall eine globale Eigenschaft
der Markov-Kette. (Eine Markovkette heifit irreduzibel, falls E aus genau
einer kommunizierenden Klasse besteht, d.h. wenn jeder Zustand von jedem
anderen Zustand erreichbar ist.).
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Beispiel 21 (Einfache Irrfahrt auf Z4). Die einfache Irrfahrt auf Z¢ ist die
Markovkette auf E := Z? mit Dij = %, falls 7, j benachbart in Z? sind, bzw.
pij = 0 sonst. Dieses Beispiel hatten wir im letzten Semester diskutiert und

festgestellt, dass fiir grofie n gilt

_d
n ) ~mn" 2 falls n gerade,
" | = 0 falls n ungerade.

Somit ist die einfache Irrfahrt aus Z¢ rekurrent fiir d = 1,2 und transient fiir
d = 3.

1.2.1. Invariante Mafle und Rekurrenz.

Definition 22. A\ : F — R, heiit invariantes Mafs, falls

/\3' = Z ’\j'pji Vie FE.

JjEE

gilt. Ein invariantes Mafl A heiit invariante Verteilung, falls zudem gilt, dass

2icp N < 00.

Bemerkung 23. (1) Jede Ubergangmnatrix P auf dem Zustandsraum F de-
finert eine Operation auf den Maflen auf E wie folgt

v vP mit (vP); == Zujpﬂ‘
JEE
Falls v ein Wahrscheinhlichkeitsmafl auf F ist, so ldsst sich die Zahl
(vP); = ZjeE v;pji interpretieren als Wahrscheinlichkeit, bei einem
zweifachen Sprung (zunéchst in einen geméifl v zufillig gewihlten An-
fangszustand E hinein und von dort dann in einem zweiten Schritt
als einfachem Sprung gemif dem Ubergangskern P) im Zustand i zu
landen. v P ist also die Verteilung, die nach einem einmaligen "Durch-
mischen’ der Ausgangsverteilung v gemafl P entsteht. Die P-Invarianz
von A besagt dann, dass A sich hierbei nicht andert.
(2) Falls A eine Verteilung ist, so auch

Y.
M=)

Dann ist A\ : E — R, ebenfalls invariant mit

> X)) =1

el

(3) In der Sprache der linearen Algebra ist ein invariantes Maf also ein
Links-Eigenvektor (\;);ep € RF von P mit nichtnegativen Eintrigen wx ‘
Eigenwert 1. Insbesondere ist die Konvexkombination von invariant&m
Maflen wieder ein invariantes Maf.

Die Existenz von nicht-trivialen invarianten Maflen ist keine Selbstverstiandlichkeit.
Falls wir wenigstens einen rekurrenten Zustand finden, konnen wir hiermit
mindestens ein invariantes Maf} konstruieren wie folgt.

i



Satz 24. Fualls k € E rekurrent, dann ist ein invariates Maf§ gegeben durch

Th
Esi—q®, .= Ex() 145 (X0))

Y By it Bl ;. v Wil o e

emerkung 15. Fir einen beliebigen Zustand k € E gilt
R -
ke — E(lnca)c) = P&(Tk < OO)

d.h. k ist Rekurrent genau dann, wenn n(rk) = 1.

Beweis von Satz 24. Fir ¢ € E beliebig ist

Th
k
=1

— Ek(z Ly (Xo) Lu<r,y)

- iEk(l{i}(Xi)l{cgq}) Jw Lﬂ(&\(
1=1
- (X, = i1 < 7) M o

k

"
~
3

hE

—~
Il

Pk(Xg — !,f S Tk_) —+ Pk_(Xl = !, Tk Z 1) w
2 pl

Fiir den zweite Summanden gilt wegen 7. > 1 und der Rekurrrenz von k, dass

P(Xy=ii1, 2 1) = Po(Xy =) = pri = pm’;(f)-
8



Fiir den ersten Summanden schreiben wir

Zpk(Xl =41 <)
=2
= ZPkXt—sz1—Jf<Tk)
=2 jeE
:Z Z Pk(X;—EX‘;l—jE<Tk)
1=2 jeF\{k}
:Z Z Pk(Xl%k...‘Xg174—k.X;—3Xg1—‘}')
=2 jeE\{k}
:Z Yo P(Xi=i| Xi#k o X # kX =)
1=2 jeB\{k}
PL(Xl#k ‘”,.X; 17’—':% Xlr 1—])
=Z > P =i | Xiy = ) Pe(Xa # by X # K, X = )
=2 jeE\{k} s
:Z Z pib( Xy =j,me = 1—1) [
JEEN{k}
= Dji PXy 1 =jm>1-1
Z ) Z_: L -1 =1Tk = ) ,
JEB\{k}  1=2
Z 12 (Xt=j;ﬂ;25) |
JeEEN{k} =1
_ ()
= Z P}
JeEN{k}

Fasst man beide Summen zusammen, so ergibt sich hieraus (y%) P); = '}’i( O ,

Beispiel 26. (1) Seien a, b, c drei Zustinde mit
p=1
a — b
b — a

Diese Kette ist nicht irreduzibel. a, b sind rekurrent, ¢ ist transient und

W =0

(a)
a,b



pud#

f

e

m

(2) Seien nun a, b, ¢, d, e gegeben mit

1
a +—— b
1
c +— d
11

e 25 bd

Die ersten zwei Beziehungen bilden kommunizierende Klassen. Wahle
beispielsweise k£ = a. Dann:

ﬂf{k) = (1~ 13 0:‘ 0? O)T

und falls &£ = ¢ :
~® = (0,0,1,1,0)7

Die ~ sind invariante Mdﬁe. Ebenfalls invariant ist dann:
a(1,1,0,0,0)" + (1 —a)-(0,0,1,1,0)"Va € [0,1]

Das folgende Lemma zeigt im irreduziblen Fall, dass das in Satz 24 konstruierte
invariante Maf} nicht-trivial (d.h. ungleich dem Null-Maf) und zudem nicht-
degeneriert (d.h. nirgendwo unendlich) ist.

Lemma 27. Fulls k rekurrent und P irreduzibel sind, dann ist '??é][}, o0l.

Beweis. ¥i € Edm : pL > 0.
(m) (m)
:?”!!25 Pz Py -1>0g

JEE

.
A 7 =1=> P > piy L |

‘!

JEE
O
= o < o©
pak

]

Aussage und Beweis des vorigen Lemmas erlauben unmittelbar die folgende
Verallgemeinerung,.

Satz 28. FEs sei P eine irreduzible ﬁbe-rga-ngsmatrﬁ:z: E und X\ ein invariantes
Mafs. Dann ist A entweder trivial (A\; = 0Vi € E) oder strikt positiv (A\; €
10,00[Vi € E.).

Beispiel 29 (Fluchtkette). Eis seienl, i Me Wahrscheinlichkeiten entlang

der reellen Achse zu springen, also von Null aus ist Fy die WHKeit nach rechts

zZu sprm e, dd,]l]l L um v&wder ngch rechts. Die Gegen\WKeiten entsprechend

P = H .le’ > O .
1=0
Invariante Verteilung:

i—1
T = ?rj—lpj — m; = (H ;Pg) o

1=0
10



An der Stelle Null folgt:

o (Z (i:[ Pi) 1L —pi )?Tn
(el 1)
) -

ol P—1
= Ty

Somit existiert kein nicht-triviales invariantes Maf}, die Kette kann also nicht

rekurrent sein.

1.2.2. Irreduzibilitat und Eindeutigkeit des Invarianten Mafes. Fir irreduzi-
ble Ketten ist das invariante Maf bis auf multiplikative Konstante eindeutig
bestimmt, wie wir nun sehen werden.

Satz 30. Fulls P=trreauzioct—mme \ cin invariantes Mafl mit A\, = 1 fiir ein
k€ E sind, so gilt 'yﬁ-(k) <\ fiir allei € E.

Beweis.

Noo=

Y

Flr j # k gilt

> Ay

ek

)‘kpkj + Z p!’-lj)\h
Iy €E\{k}

Pt YD PPN

LeE\{k} ek

Prj + Z PlyjPriy + Z Z p"-ljphh’\f-z

heB\{k} heE\{k} LEE\{k}

Prj + Z PPy + Z Pt Pioty Pri, + - + Z PPl

heE\{k} i;LEE\jf}} 1;#k EZ%E -1
lo € BNk i#ki=1,...,n—

Pt Y DaPn ) PuPiP et Y Dby

LeE\{k} ILEE\{{L‘}} Li#k,i=1,...,n—1
loe BNk

ipk(Xr=j;X1#k’, X #k) E(z 4j"!(x‘)

n o0 (k)
By (Zl{;} 1{n<r}) =

11

' [)Err!ﬂ—l )‘gu

) pk"-ﬂ—].

,)



Korollar 31. Falls P wrreduzibel und rekurrent ist, dann ist ('}f,i(k))a-e r das bis

auf Multiplikation mit einer Konstanten eindeutig bestimmte nichttriviale in-
variante Map.

Beweis. Es sei A ein nichttriviales invariante Mafl, dann existiert insbesondere
ein k € I/ mit Ay > 0. Durch Multiplikation mit einer Konstanten konnen wir
0.b.d.A. davon ausgehen, dass A\, = 1. Das vorausgegangene Lemma liefert
die Aussage, dass 'y.{k) < A. auf E. Daher definiert v. :== A — 'y,(k) ein weiters
invariantes Maf} auf E. Da v = 0 folgt mit Satz 28, dass v; = 0 fiir alle i € E.

Beispiel 32. Die assymmetrische Irrfahrt auf Z ist irreduzibel. Das invariante ? 2

Maf3 1aBt sich explizit bestimmen wie fo]gt‘ o

1.2.3. Invariante Verteilungen und Positive Rekurrenz. Die folgende Eigen-
schaft stellt eine Verschiarfung der Rekurrenz eines Zustands dar.

Definition 33. Ein Zustand k € E heifit positiv rekurrent, falls
E; (Tk.) < 00.

Bemerkung 34. Ein postiv rekurrenter Zustand ist insbesondere rekurrent,
denn eine integrierbare nichtnegative Zufallsvariable ist notwendig endlich fast
sicher. Die Umkehrung ist i.A. falsch, denn eine fast sicher endliche Zufallsvari-
able ist nicht notwendig integrierbar (wie das einfache Beispiel der Zufallsvari-
ablen X : [0,1] = RU {oc}, w = X(w) := L auf dem Einheitsinvervall zeigt).
Bemerkung 35. Ein rekurenter aber nicht positiv rekurenter Zustant k € F
heifit auch null-rekurrent.

Der folgende Satz fiir positiv rekurrente Ketten liefert eine besonders an-
schauliche Darstellung des invarianten Mafles eines Zustands als Kehrwert der
mittleren Dauer der Wiederkehr.
Satz 36. Sei P irreduzibel auf E, dann sind aquivalent:

(1) k positiv rekurrent fir alle k € E

(2) 3k € E mit k positiv rekurrent

(3) 3 invariante Verteilung auf E, d.h. m invariant und ), _p 7 < oc.

In dem Fall ist m; = ﬁ W&ﬁindeutig.

Beweis. 2)=-3): Sei k positiv rekurrent. Dann:

> oA = MR (Zl{i} (Xz))

el ek

Tk
= E|) D 1aX)
=1 icE
=1
= Ek_ (Tk_) < 00
Dann ist m; = ?rgk) ein invariantes Mafl mit summierbaren Eintragen, also ist
m; eine invariante Verteilung.
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3)=1): Sei m = (m;),p eine nichttriviale invariante Verteilung. Dann ist nach
Satz 28 m; > 0 fiir alle j € E. Sei k € E. Dann gilt fiir
/\.; = E
Ty,
nach Satz 30, dass

N>\ Vie B

Ey (1) = Z’}’,;(k) < Z)\é = %Z’J‘Ta < o0,

icE icE icE
d.h. der Zustand k ist positiv rekurrent. Mithin ist die gesamte Kette rekur-
rent, und somit geméafl Korollar 31 das invariante Mafl 7 bis auf Multiplikation
mit einer Konstanten eindeutig. Wegen A\, = ’}’E) ist also '}f,(k
Ungleichung oben sogar eine Gleichung ist, d.h.

1
Ey (1) = — Zﬂ'e
k icE

—
= 4.

Somit

) = A., so dass die

T Ey (72)
O

Beispiel 37. Wir haben gesehen, dass die symmetrische [rrfahrt auf Z rekur-
rent ist. Wegen der Irreduzibilitit ist das invariante Mafl bis auf multiplika-
tive Konstante eindeutig bestimmt. Das konstante Maf} auf Z, d.h. A\; = 1
fiir alle 7 ist invarant fiir die symmetrische Irrfahrt, aber nicht endlich, denn
YoiczNi = Doiez 1 = oo, Daher ist die symmetrische Irrfahrt auf Z zwar
rekurrent aber nicht positiv rekurent.

1.3. Ergodensatz fiir Markovketten. Dass die invariante Verteilung in der
Tat Information iiber das Langzeitverhalten der Trajektorien enthilt, liefert
der folgende Satz. Er besagt, dass das entlang von Trajektorien pfadweise
gebildete Zeitmittel von Observablen fiir lange Beobachtungszeitraume gegen
den gemafl der invarianten Verteilung gebildeteten Mittelwerte der Observ-
ablen (im Sinne der fast sicheren Konvergenz von Zufallsvariablen) konvergiert.
Hierbei nenen wir eine Abbbildung f : E — R Observable oder Zustandsfunk-
tion.

Satz 38 (Erdogensatz fiir Markovketten).

(1) Sei (Xy) eine irreduzible Markovkette auf E, dann gilt:

.1 1 ,
1}1_)1130 - Z L (X)) =m = m fast sicher.

(2) Falls (Xi) zudem positiv rekurrent ist, so gilt fir alle f : E — R
beschrankt

lim ! Z (X)) = Z f(k)my fast sicher.
nmee 3 keE
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Bemerkung 39. (1) Der Satz kann als eine Variante des starken Geset-
ztes der groflen Zahlen aufgefasst werden fiir eine Folge von (nicht
unabhéngigen) Zufallsvariablen, die als Observable entlang der real-
isierten Trajektorien einer Markovkette zustande kommen.

(2) Der Grenzwert ist stets derselbe, unabhéngig von der Startverteilung

von (X ).

Fiir den Beweis von Satz 38 benutzen wir das starke Gesetz der Grofien Zahlen
fiir eine geeignete Folge von Zufallsvariablen. Zu diesem Zweck erinnern wir
an in Definition 10 eingefiihrte Folge von Besuchszeiten (S-Ef})neNn des Zustands
7. In Erweiterung hiervon sei

T(Ei) = Ti T,(f) = S-E::) — sg{,:)_l, n €N,

die Folge der Wartezeiten zwischen den aufeinanderfolgenden Besuchen des
Zustands 1.

Lemma 40. Die Folge (rf))nEN ist unabhdngig identisch verteilt mit E (TT(:)) =
Ei(7i)

Beweis. Die Aussage ist eine Konsequenz der Markov-Eigenschaft von (X} )xen,
und lasst sich ahnlich zum zum Beweis von Lemma 15 elementar beweisen.
Man beachte hierzu, dass die Startverteilung von (X )xen, allein in die Verteilung
)

der Zufalsvariable Téa eingeht. Von Letzterer ist im Lemma jedoch keine Rede.

(Details siehe Ubung, siehe auch die folgende Bemerkung 41.) ([l

Bemerkung 41. Die Pfade der Markovkette zwischen zwei Besuchen eines Zu-
stands ¢ werden auch Fxkursionen genannt. Die Folge der Exkursionen sind
ebenfalls stochastisch unabhingig. — Falls i rekurrent ist, kann die gesamte
Markovkette durch sukzessiven Ausfithrung von stochastisch unabhangigen
Exkursionen generiert werden.

Beweis von Satz 38. (1) Falls ¢ € F transient ist, gilt X; = 7 fiir nur endlich
viele [ fiir P-fast alle w € €.

1 n
= ; ; Ly (Xl) %0 fast sicher

Zudem ist E; (7;) = oo, so dass

1 1—+00 1

1 :
— 0= — —IZI:I{;Q}(XJ) —

o0 T

Falls i € F rekurrent ist, schreiben wir

1 s 1 mn 1
=1 f:‘l"k
=V,
wobel V,, die Anzahl der Besuche des Zustandes i nach n Zeitschritteng beze-
ichnet. “

811 := 8, ist der Zeitpunkt des [-ten Besuches des Zustandes i, daher gilt

sy,.1<nund sy, >n+1 VYneN,
14



so dass

n SV, ] n—+1 Sy
1/;1 I/:':. V;’L V;’L

also schliefilich

%r_luz_]-_vn_ TN’ I/;’i

Nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen'

kn
1 ] T ; .
= Z 'rlm (w) =3 E (Tl’) fiir P-fast alle w,

T I:l

sofern (k,,),en eine Folge ist mit k, — oo fiir n — oo. Insbesondere bleibt
die Aussage richtig, wenn k,, = k,(w) eine vom Zufallsparameter w abhéngige
Folge ist. Wihlen wir k,(w) = V,(w) so gilt aufgrund der Rekurrenz von i,
dass k,(w) — oo fast sicher, und daher

SV 1 k(1) (i) . .
= — l=1"7" = E(r;’) = E;(r;) fast sicher, —
Vo Z_:,_,\.,u‘ i ( =
und somit wegen (1) auch
v
— — fast sicher.
n Ei(7)

(2) Die Aussage folgt aus (1) fiir Funktionen mit endlichem Tréiger, d.h. vom
Typ f = Z;L il DLt PR Rugn.  Fiir den allgemeinen Fall von
beschranktem f : E — R fithren wir die Folge von empirischen Aufenthalts-
maflen der Kette (X}) ein

‘ 1 T
T(J) = - Z Ly (Xa),
=1

dann gilt
(i) 20, > m() =1,
JEE
d.h. m, ist ein (zufilliges) Wahrscheinlicheitsmaf auf E. Die Aussage (2) ist
dann aquivalent zu
(f,m,) =5 (f.7) fast sicher,

wobei wir die Schreibweise (f,A\) = > f(i)A(:) fiir das Integral einer Funk-
tion auf E gegen das Mafl A\ verwenden, und 7 die invariante Verteilung von
(Xk) bezeichnet.

Es sei nin A C E mit #A4 < oo, dann folgt die Aussage firr f := flq =
2aea f(@)Lgay.

Aufgrund der Stetigkeit des Wahrscheinlichkeitsmafles 7 auf E existiert zu

£ > 0414 C F endlich, so dass
w(A)>1—e.

'Das starke Gesetz der Grofien Zahlen gilt fiir nichtnegative Zufallsvariablen auch im Fall

eines unendlichen Erwartungswertes (hier also, falls E;(;) = oc gilt). In diesem Fall liefert

! 5 o fast sicher (siche Ubungen.)
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Mit f:= f1, gilt dann
(foma) L% (f,m).

Mit der Dreicksungleichung erhalten wir

(fomn) = (f,m) = [(f = Frm)+ (foma) = (f = fom) = (F,7)

< a| +1b—d| + ||

Fiir hinreichen groBes n ist |b — d| < ¢ beliebig klein. Falls M = sup, 5 |f(z)]
eine obere Schranke von f bezeichnet, gilt ferner wegen

f=F=taf = |F = J| < Laellfllo < Laebt

—

< M(1pe, ) = Mr (A%) < Me

C

Analog:

la| < M{1pe,mp) = Mm, (A) =M | 1 —7,(A) | — Me
N
—1—e
Hieraus ergibt sich schliefilich
limsup [(f, 7,) — (f,7)| < Me+ 0+ Me =2Me.

n—roo

und damit die Behauptung fiir ¢ — 0. O

1.4. Mischende Markovketten. Der Ergodensatz erlaubt die Approxima-
tion der invarianten Verteilung durch Bestimmung der mittleren Aufenthalts-
dauer geméaf

1 n 1 n ( )

— PX=j|Xo=1)=— pi — w(j

n (Xi=j|Xo=1) _nZPU (7)
=1 =1

Man kann nun fragen, ob die zeitliche Mittelung wirklich notig ist. Fiir die

Berechnung durch Simulation auf einem Rechner wire etwa etwa die stiarkere

Eigenschaft wiinschenswert, dass bereits
(2) pg?) X x(4) firalled,j € E.

Definition 42. Eine Markovkette (X}) heiit mischend, wenn (2) gilt fiir eine
gewisse Verteilung 7 auf F.

Bemerkung 43. (1) Streng genommen handelt es sich hierbei um eine Eigen-
schaft der Ubergangsmatrix P.
(2) Die Verteilung 7 ist dann eine invariante Verteilung fiir P.

Beispiel 44 (Periodische Kette in zwei Zustanden). Gegeben seien zwei Zustiande
a und b, mit Springen von a nach b und Umgekehrt jeweils mit Wahrshein-
lichkeit Eins. Die resultierende Kette ist positiv rekurrent und irreduzibel, also
ergodgh, d.h.

") = 57 = 5



Die Kette ist jedoch nicht mischend, denn
(n) {1 falls n gerade

T =
Pu 0 sonst.

D.h. die Folge n — pg? ist nicht einmal konvergent.
Definition 45. k € F heifit
d, := ggT {m € N, |p§$} > U}
Periode vom Zustand k.
Bemerkung 46. Periode ist eine Klasseneigenschaft.
ible Markov-Kette heifit aperiodisch, falls d = 1.

Definition 47. Eine irred

Satz 48 (Doblin). Fipd
odische Markovkettd&

ine positiv rekurrente, irreduzible und aperi-
tnd, d.h. fiir eine beliebige Startverteilung \ gilt

. oo R
Py (Xy = j) — 7(j),
wobei w die eindeutig bestimmte invariante Verteilung von P ist.

Beispiel 49 (Gisteverteilung bei einer Party). Wir feiern eine Party in unserer
Wohnung und laden dazu unsere Freunde ein. Jeder Gast bewegt sich dabei un-
abhéngig von den anderen Géste enstprechend einer (0pjere, P)-Markov Kette,
wobei die ﬂbergangsmatrix P die Wahrscheinlichkeiten der Wechsel zwischen
den Zimmern beschreibt. Wir nehmen an, dass die Ubergangsmatrix aperi-
odisch und irreduzibel ist. Nach langer Zeit ergibt sich dann fiir die Anzahl
der z.B. in der Kiiche anzutreffenden Gaste, dass

Anzahl der Personen in Kiiche 1

Anzahl der Personen im Haus  Eggche (TKiiche)

Fiir den Beweis verwenden wir das folgende Lemma aus der elementaren Zahlen-
theorie.

Lemma 50. Fulls M C N abgeschlossen bzgl. Addition und ggT' (M) = 1,
dann existigrt m € N, s.d. N>, C M.

Beweis. %C]’lritt: Zeige, dass AN N +1e€ M. Seing € M,ng+k=n, € M.
Falls k£ = 1 klar. Falls k > 1: g¢g7 = 1;k > 1. Dann folgt [ € M und k t 1.

l=mk+o,0¢c(0,k)

ng = (m+1ng+leM
n = (m+1)(ng+k)eM
weil ng € M, s.d. (m+ 1)ng € M, s.d. (m + 1)ng +1 € M ebenso mit

(ng+k)=n1 €M
n—ny = k(m+1)—1

= (k-o0),0>1
Dann ist
| — g < Ny — Ng
Nach epef. vielen Iterationsschritten folgt Behauptung.

17
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Schritt 2: Sei mg := N? und m > my
m— N*=kN + 0,0 € [0,N)
Dann
m = N’+4o0+kN
= J¥+(i\r_g+k)é‘:%e M

O

Beweis von Satz 48. Wir verwenden ein sogenanntes Kopplungsargument, welches
darin besteht, zwei Prozesse Y und Z zu konstruieren, die von unterschiedliche
Anfangsbedingungen starten, die fiir sich allein betrachtet jeweils Markov-
Ketten mit vorgegbenen Ubergangskernen aber nicht unabhéngig sind, sondern
fast sicher in endlicher Zeit aneinander koppeln. Zur Realisierung dieser Kop-
PRlung sei neben der (A, P)-Markovkette (Xj) zunichst noch eine weitere von
(X%) unabhéangige (7, P)-Markovkette (Y%) konstruiert. Wir definieren hiermit
den stochastischen Prozess W}, := (X}, Y:) € E x E, der eine Markovkette auf

E x E darstellt mit tbergangsma,trix

Qi jjr = Py Py

P (Wi = (4,5') | Wi = (i,7))

P[Xk—}—l == j:}/}:—f—l = j’ | Xk == é\ )/k = 31)

P(Xp1 =7 Xp=1) P(Ypp1=73"| Vi =7)

Die Startverteilung von (Wj) ist dann A @ m, denn P (W (7, 7)) = A(@)7n(j) =
(A@ )i, j].

Wir behaupten nun, dass () auf E x F irrduzibel ist. Dazu stellen wir zunachst
fest, dass fiir 7,7 € E ein m = m(z, j) existiert mit

RS”) > 0Vn > m,

denn die Menge M = {E | P?;E,-” > U} erfiillt auferund der Aperiodzitiat von P
die Voraussetzungen von Lemma 50. Hieraus folgt die Irreduzibilitat von @,

denn fiir (¢,4"), (,j') folgt mit m = max (m(i, j), m(2', j')):

Qi = PP > 0

Zudem ist @ ist positiv rekurrent, denn 7 & 7 ist als W-MaB auf E x E eine
invariante Verteilung fiir . Dann gilt unter Pygx:
Pyon (T(u‘”) < C)O) =1

d.h. jeder Zustand (u,v) in E' x E wird von (W}), fast sicher in endlicher Zeit
erreicht. Wahlen wir z.B. (u,v) = (b,b) € diag(E x E), so gilt

EO(T“”M < OO) =1
SchlieBlich definieren wir einen neuen Prozess (Z),, auf E durch
X, falls & < 0
7, = { k (b.b)

Y, falls k> 7y
18



Bildlich gesprochen beschreibt (7)) die Reise eines Passagiers, der zunichst
mit dem Prozess (X}) mitreist und bei der ersten Begegnung von X und Y
entscheidet, seine Reise kiinftig mit Y fortzsetzen. Insbesondere ist Z ebenfalls
im Sinne der Markov-Eigenschaft gedichtnislos, und die tbergangsmatrix ist
erneut P. Da Z gemeinsam mit X startet, ist die Anfangsverteilung ebenfalls
A, dlh. (Zy)x also eine (A, P)-Markovkette, hat also insbesondere dieselben
Verteilungen wie (Xj). Daher

|Py(Xn =k) —7(k)| = [Py(Xn=k)— P (Y,=k)|
= |P\(Zy = k) — Py (Y, = k)]

A
/l _ n o ) ‘( 7k ~ P~ L~
P& =Fn<€7)=PY, =kné

= |P(Z,=kin<71)-P(Y,=kn<7)

IA
~
A
2

0, weil P (7 =

BZE- M Vo Tewyrn —W&J =

Bemerkung 51. Fiir eine Verallgemeinerung des Doéblin’schen Satzes auf pe-
riodische Markovketten konsultiere man z.B. das Lehrbuch 'Markov Chains’
von J. Norris, Cambridge University Press.

2. DER BIRKHOFFSCHE ERGODENSATZ

Wir schliefen das Kapitel tiber das Langzeitverhalten von stochastischen Pro-
zessenl mit einen fundamentalen Resultat, welches nicht nur in der Wahr-
scheinhlichkeitstheorie sondern z.B. bei dynamischen Systemen von grofler Be-
deutung ist. Die Entstehung dieses Resultates geht auf die Frage in der theo-
retischen Physik zuriick, ob ein mechanisches Mehrteilchensystem im zeitlichen
Mittel gegen ein ’statistisches Gleichgewicht’ strebt, wobei letzteres aufzu-
fassen ist als eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der Menge der moglichen
Zustande des Systems. Eine sehr allgemeine Antwort auf diese Frage liefert
der Birkhoff’sche Ergodensatz von 1931. Er ist eine sehr machtige abstrakte
Erweiterung des starken Gesetzes der grofien Zahlen.

Als mathematischer Satz handelt er von sogenannten maflerhaltenden Trans-
formationen eines Wahrscheinlichkeitsraumes. Vor der allgemeinen Defini-
tion betrachten wir zunéchst das Beispiel der Zeitverschiebung bei stationiren
Prozessen.

2.1. Maflerhaltende Transformationen.

Definition 52. Ein stochastischer Prozess (X,), . mit messbaren Zustand-
sraum (E, £) heifit stationdr, wenn die Verteilungen von (Xj), .y und (Xpi1) o
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gleich sind, d.h. wenn fiir alle [ € N und alle messbare Mengen A, --- A, C F
gilt, dass

P(X[ S Al,m,Xg € Ag) = P(Xz € A-l, ---,XH] e A;)

= P(Xp €A, .. XpucA)
Die Wahrscheinlichkeiten fiir das Eintreten von Szenarien von Trajektorien
sind also unabhéangig von der Festlegung des Startzeitpunktes ¢ty = 0.
Beispiel 53. (1) Eine Folge von identisch unabhéngigen Zufallsvariablen
(X, )nen is stationar.

(2) Es sei (Xi)ren, eine (w, P)-Markovkette auf dem diskreten Zustand-
sraum F, wobei 7 eine invariante Verteilung von P ist. Dann ist (X})
stationir (siehe Ubungen).

Wir sagen, dass die Verteilungen von (Xj) in diesem Falle Shift-invariant sind,
wobei "Shift’” hier den Zeit-Shift, d.h\die Verschiebung des Startzeitpunktes

bezeichnet. Um diese Eigenschaft in einen allgemeineren Kontext zu bringen,
fithren wir nun noch einige weitere niitzliche Sprechweisen ein.

Definition 54. Es sei (E, ) messbarer Raum und I eine (Zeit-)Indexmenge,
dann heifit
Q=E"={w= ()i}
der kanonische Pfadraum. Zu i € I heif3t
- Q — F, (wj)je.f — Wi,

die Koordinatenabbildung zur Koordinate i € I.
() kann mit der natiirlichen Produkt-sigma-Algebra

F ::ggﬂ—;a{ﬁi,i eI}
ausgestattet werden.

Definition 55. Ein stochastischer Prozess (X; ), definiert auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, F, P) und mit Zustandsraum E induziert vermoge der Pfad-
abbildung (E €]
X:Q0-50=FE X(w)=(Xi(w))es € E"
ein Wahrscheinlichkeitsma8 auf (€, F) als BildmaB von P unter X.
Px(A)=P(X. € A), AcA

welches Verteilung von (X;);e; genannt wird.

Im Fall, dass I = N (bzw. [ = Nj) konnen wir schliefllich den sogenannten
Zeitshiftoperator auf dem Pfadraum definieren wie folgt

O : EN — EN‘ (_)[[wn)nEN] = (wi?--l-l)nGN'

Der Zeitshift ist messbar als Abbildung des messbaren Raums (§2, F) in sich
selbst, so dass folgene Definition mdoglich ist.

Definition 56. Ein Maf ;o auf (Q = ENF ) heiBt Shift-invariant, falls O, =

[L.
20



In dieser Sprechweise ist ein stochastischer Prozess (Xj)reny somit stationdr
genan dann, wenn seine Verteilung Py auf dem kanonischen Pfadraum Q = EY
Shift-invariant, ist.

Bemerkung 57. Der auf dem kanonischen Pfadraum () definierte Prozess
X Qo B, Xi(w) = m(w) = wy

wird auch als (kanonischer) Koordinatenprozess bezeichnet. Wir werden im
Abschnitt tiber zeitstetige Markovprozesse (wenn I = R () darauf ziirtickkommen.

Wir kénnen den Fall eines stationidren Prozesses nun als Spezialfall einer viel
allgemeineren Situation auffassen.

Definition 58 (Maferhaltende Transformation). Sei (€2, 7, P) ein Wahrschein-
lichkeitsraum, 7" : €2 — € messbar. T heifit maflerhaltend falls

T.P =P.

Beispiel 59 (Rotation der Einheitssphére). Sei © € [0, 27) ein fest gewihlter
(Dreh-)Winkel.

Q=5"={zeC||z]=1}
F=B(s"
B8 —
P ([o, 8)) = —5—

To: S* — SY 2 €€z

Dann ist Ty ist maflerhaltend.

Definition 60. Eine Menge A C Q heifit T-invariant falls /V'M’:-/L(/ IZOU:/A—

T(A) = A wcﬁ ,;)_ Dotaan - -
Die T-invariante o-Algebra ist definiert als

Ir ={Ae F|T(A) = A}

@ Q — Q heifit ergodisch, falls Zy P-trivial ist, d.h.

P(A) e {0,1} VAe€TIy.
Beispiel 61.

(1) Der Zeitshift auf dem kanonischen Pfadraum ist ergodisch fiir die Verteilung
einer i.i.d.Folge von Zufallsvariablen, denn falls

A=0A=0*4A=0"A
gilt, dann folgt
AeT

mit der Terminalen U—A]gebra(_('siehe Vorlesung Wahrscheinhlichkeit-
stheorie I). Mit dem Kolmogorov'schen 0-1-Gesetz folgt

P(A) € {0,1}
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(2) T'=Tg ist als Rotation des Einheitskreises um den Winkel © € [0, 27)
ergodisch genau dann, wenn

O ¢ {%,keN}‘

Wir skizzieren hier eine Begriindung (einen exakten alternativen Beweis
mit Fourier-Analysis findet man etwa im Skript Wahrsheinlichkeitsthe-
orie von Wolfgang Konig). Sei © = Qf mit k € N, s.d. (T@)kz =z
fiir alle z, Te* = id. Sei A € F, P(A) = f > 0 mit A klein, d.h. in
einem geeigneten kleinen Intervall der Spahre enthalten. Dann sind die

Mengen {T7(A)} o,k—1) disjunkt. Die Menge

j€l
E—1

A= ]17(4)
j=1

ist dann 7" invariant mit

1>PA)=k-f>0
falls f < %. Somit ist 7" nicht ergodisch. — Falls © ¢ {% ke N} ist,
dann definiert fir z € S*

R:={T"(z),n € N}

eine diskrete, aperiodische Menge, d.h. fiir fiir r € R gilt T!(r) =
r < | = 0. Insbesondere ist R eine dichte Teilmenge in S'. Sei nun
beispielsweise A C S abgeschlossen, nichtleer T-invariant, so folgt mit
z€ A
eA= 2 :=Ts(2) €A,. . VT*(2) e A= R C A= \A) =2r.
=51

Fiir allgemeine T-invariante messbare Mengen A ergibt sich analog
durch Approximation

AMA) € {0,27}. h( 4(

Also ist 7" in diesem Fall ergodisch.

2.2. Wiederholung: Bedingte Erwartung. Fiir digormulierung des Birkhofl-
schen Ergodensatzes erinnern wir noch einmal an dje/bedingte Erwartung einer
Zufallsvariable, die wir in der Wahrscheinhlichk@tstheorie I eingefiithrt haben.

Definition 62. Es sei X : Q — R eine Zufallsvariable auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) und G C F eine Unter-o-Algebra. Dann
heiit eine reelle Zufallsvariable Y auf Q bedingte Erwartung (unter P) von X
gegeben G, fall Y messbare bzgl. G ist und fiir alle G € G gilt

fXdP:/YdP‘
G &

Lemma 63. Die bedingte Erwartung ist fast sicher eindeutig bestimmdt.

Beweis. Denn fiir zwei bedingte Erwartungen Y; und Y5 gilt, dass A := {¥; >

Y2} € G. Also gilt fA YidP = fA XdP = fA YodP, also fY1>Y2(Y1 —Y5)dP =0,

was nur moglich ist, wenn A eine P-Nullmenge ist. O
22



Wir diirfen also von der bedingten Erwartung sprechen und schreiben YV =
Ep(X|G).

Der Name bedingte Erwartung ist uw.A. dadurch gerechtfertigt, dass im Fall
einer endlich disjunkt erzeugten o-Algebra

N
G=0(Ay,-,Ay), mit A eF, |[JA=0Q AnNA; =0 firi#j,
=1

und P(A;) > 0 fiir alle A; gilt, dass

Ep(X|G)(w ZEPXH A)1a (W),

wobel

Ep(X; A)

P(A;)
den bedingten Erwartgungswert von X gegeben das Ereignis A; bezeichnet. Als
abstraktes Existenzresultat haben wir das folgende.

Satz 64. Falls in der Situation von Definition 62 die Zufalsvariable X P-
integrierbar ist, so existiert Ep(X|G).

Ep(X|A;) =

Beweis. Man gehe zunichst davon aus, dass X € L*((Q, F,P). Die Menge
L*(Q,G.P) C L}, F.P) stellt dann eine gegeniiber dem L2-Abstand auf
L*(Q, F, P) abgeschlossene Teilmenge dar, und Y = Ep(X|G) kann gewonnen
werden als orthogonale Projektion von X in L? auf die Teilmenge L*(Q, F, P),
d.h. Y ist der Minimierer von
inf 7 — X|? .
Z cIN0GP) | I220,7.p)
Der allgemeinere Fall von integrierbarem X ergibt sich hieraus durch Approx-
imation. (Details im Skript zur Wahrscheinlichkeitstheorie I). 0

Die Operation der bedingten Erwartungen hat ganz analoge Eigenschaften wie
die konventionelle Erwartungswertswertbildung. Wir geben eine Auswahl der
wichtigtsten davon an.

Satz 65 (Eigenschaften der bedingten Erwartung).

(1) EOX + pY|G) = NE(\X|G) + uE(Y|G) (Linearitit)

(2) X >0 fs. = E(X|G) >0 fs. (Positivitat)

(3) FiirH Cc G C G ist E(X|H) = E(E(X|Gn)|H) ("Turmeigenschaft’)

(4) Fiir ¢ : R = R conver E(p(X)|G) < o(E(X|G). (Jensen’sche Ungle-

ichung)

(5) Fir X,Y € LP((,F,P), p > 1, ist |[E(X|G) — E(Y|G)||» < [IX -
Y|» (Stetigkeit in L?).

(6) Falls o(X) und G unabhanigig gilt E(X|G) = E(X)

(7) FirY beliebig und X messbar bzgl. G ist E(X -Y|G) = X - E(Y|G).

Beweis. Die Eigenschaften (1) — (3) und (7) lassen sich direkt aus Definition 62
und der fast sicheren Eindeutigkeit der bedingten Erwartung ableiten, ebenso
wie die Aussage (6) im Spezialfall, dass X die Indikatorfunktion eines von G
unabhangigen Ereignisses ist. Durch Approximation mit elementaren Funk-
tionen gewinnt man hieraus die allgemeine Aussage.
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Fiir die Jensen’sche Ungleichung (4) erinnern wir uns, dass der Wert einer kon-
vexen Funktion als punktweise gebildetes Supremum siamtlicher affin-linearen
unteren Stiitzgeraden gebildet werden kann, d.h. fiir alle x € R gilt

(3) o(x):= sup m-z+c
(m,e)eZ

wobei die Menge
Z=A{(m,c) eRxRlm-z+c< p(z)Vr € R}

von allen zulassigen Paare von Steigungen und Achsverschiebungen gebildet
wird, fiir die die zugehorigen affin-linearen Funktionen unterhalb des Graphen
von ¢ liegen. Insbesondere CFFit-l fir (m,c) € Z

e(X)>mX +cfts.
was zusammen mit den Eigenschaften (1) und (2) liefert, dass
E(p(X)|G) > mE(X|G)(w) + ¢ Ls.

Die Darstellung (3) von ¢ bleibt richtig, wenn wir das surpremum auf der
rechten Seite nur iiber die abzahlbare Teilmenge Z' := Z N Q x Q bilden.
Hiermit gilt dann nach Auswahl einer geeigneten Nullmenge fiir P-fast alle
w € €1, dass

E(¢(X)|G)(w) =2 mE(X|G)(w) + ¢ V(m,c) € Z',
und die behauptete Jensen’sche Ungleichung folgt durch ﬂbergang zum Supre-

mum auf der rechten Seite bzgl. (m,c) € Z’. Aus der Jensen’schen Ungle-
ichung folgt mit ¢(x) = |x|? auch die Eigenschaft (5), denn

1E(X]G) = EVI9)|L = E(EX = YIG)F)
< E(E(IX =YPG)) = E(|IX = Y]") = [[X =YL,

2.3. Formulierung und Beweis vom Birkhoffschen Ergodensatz.

Satz 66. Sei (2, F, P) ein Mafraum und 7 : Q — Q eine maferhaltende
Transformation, f:Q — R e L' (2, F, P). Dann gillt

n—1
%Zf (t9w)) =3 Ep (f | Z,) (w) fir P-f.a. w € Q.
L

Bemerkung 67. Falls 7 ergodisch ist, gilt Ep(f|Zr) = Ep(f) fast sicher, d.h.
der Grenzwert ist dann deterministisch.

Beweis. Wir geben einen Beweis in zwei Schritten.
Schritt 1: Zeige

n—r0o

n—1
1 .
li — ()¢, =! Oy =: Z existiert fast sicher.
im (n ;_0 f(rV(w)) =S (w)) existiert fast sicher
Schritt 2: Zeige

ZZEP(JC |I1')
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Wir verwenden im folgenden die probabilistische Schreibweise X fiir die reelle

Zufallsvariable X := f: Q — R.

Zu 1) Durch Zerlegung in Positiv- und Negativteil von X konnen wir 0.B.d.A.
davon ausgehen, dass X > 0. Wir fithren die Zufallsvariablen

X :=limsup S;; X := liminf S
k—ro0

k—00
ein und wollen zeigen, dass
EX < EX bzw. EX > EX,
also insbesondere EX < FX, was wegen X > X f.s. bedeutet, dass
X = X fs.

und
E(Z)=E(X)=E(X) =E (X).
Im folgenden fithren wir den Beweis fir die Aussage

fofP < /Xd.P:

der Beweis fiir IX(J‘.P > fXdP verlauft analog. — Sei hierzu M > 0, X, 1=
X ANM, X. Beachte, dass X 7-invariant ist und daher ebenso X7, d.h. also

X(t(w)) = X(w) Vwe N
Zu e > 0 sei
n:= inf{k | Se(w) > X — E}
Dann ist n fast sicher endlich, folglich existiert ein N, € N, so dass
P(n>N,) <e.
Wir fithren die Ausnahmemenge
A={weQ|n(w)>N.}

ein und setzen

3

(w): = X(w)lac(w) + 1a(w)M
nw): = nw)la(w) + 1a(w)
Dann gilt fur alle w € Q

1

X (w) > X(w)

X (T(j)(w)) > Xy(w)—e.

Definiere nun iterativ:
ng :=0; ny =7 g = ng_y + 0 (771 (w))
Fiir m € N sei
ko (w) := max {k | np(w) <m}.
Dann gilt wegen n < N, stets

m —ng, < N
25



Jj=0 j=0
ny—1 B ng—1 N, —1
= > X))+ Y X (W) +..+ > X(
J=0 J=ny F=Ny, —1

> ny(w) [YM(LU) — 8] + [n2(w) — mi(w)] [ a (T (w)) — E] 4 ...
+ [y, — ngy—1] (W) [Xar (71 (w)) — €]

= ny(w) Wm{(w — 6] +[...] rM w) — E] [YM(M) — 6]

= ny, (w) [YM(&J) — E}

= m [fM (w)} + [ng,, — m)| [yM(w)} — nie

Wir schatzen nun ab
f XdpP = / XdP + f MdP
Ae A

< /Xd.P + Me,

so dass

f Xdp > / XdP — Me

m—1

S f Z X (19 (w)) P(dw) — Me
m
élws
Nk, — M ny,
> /Xm XM ) — —= & — Me
m
| |<M e
_ N
> / XdP — ZEM — e — Me
m
= / —e— Me
/ XdP
Fiir M — oo folgt schlieBlich wie behauptet, dass
/X(EP > /Y(JP
Zum zweiten Schritt. Wir wollen nun zeigen, dass
Z=Ep(X|J)
ist zz. Dazu sei A € J. Definieren wir YV := 14X, so folgt gemafl dem im
ersten Schritt gezeigten, dass
1 n—1
5= L3y (r ) 25 2
- Z (79 ()
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mit Ep (2) = Ep(Y) = jA XdP. Ferner gilt unter Ausnutzung der 7-

Invarianz von A, dass

~ ‘ 1 n—1 . .
Z = r}l_}ngo; Z 14 (T9(w)) - X (79(w))
=
n—1
= Jim 7 2 @)X ()
1 n—1
— IA[w)Tl]Ln;JEZX (T(J)(w‘))
R
= 147

Also ist
Z = 147 fast sicher.

und somit gilt gemafl dem in Schritt gezeigten, dass
Ep(Z) = / ZdP
= ] ZdP =E(Y) = / XdP.
A A

= lim — E X (r9(w))
n—oo 1
T—invariant, also J—messbar, woraus insgesamt folgt, dass

Z=Ep(X|JT).

Zudem ist

Beispiel 68. (1) Starkes Gesetz der GroBen Zahlen:
Falls (X}), oy iid. ist mit E (|X;|) < oo, dann gilt

— Z Xi(w) =3 E(X,) fast sicher.

Die Aussage kennen wir schon aus der W-Theorie I, wir wollen sie hier
aus dem Ergodensatz folgern. In der Tat, mit

(Q,J,P) = (RN, B (R") é Vert (Xl))

(unendlicher Produkraum, siche W-Theorie I) ist der Zeitshift
7 (wry ) = (w2, -.n)

eine maflerhaltende Transformation. Nach dem Kolmogrov’'schen 0-1-
Gesetz ist 7 ergodisch, also folgt mit Birkhoff

=0 —R, (w,...) »w
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(2)

fiir P-f. alle w.

Analog ergibt sich unmittelbar die folgende Erweiterung der starken
Gesetzes. In der Situation wie oben gilt fiir jede (beschriankte) messbare
Funktion A : RY — R, dass

]- - N—0o0
= h(Xpsr.- o Xpa) =3 E(h(X1, -+, X)) fast sicher.
mn

k=1

Wir betrachten eine Markovkette in fiinf Zustanden a, b, ¢, d, e mit:
a — b.d
b b,c
c b,c
d d,e
e — d,e

Ll

Dann gibt es zwei inv. Verteilungen, die jeweils links und rechts konzen-
triert sind. Sie seien mit A und u bezeichnet. A und pu sind zudem
ergodisch. Fiir alle o € [0, 1] ist dann

P,=apu+(1—a)X

ebenfalls invariant aber fiir @ €|0, 1] nicht ergodisch. Der Ergodensatz
ist auf (F,,7) anwendbar z.B. auf die Zufallsvariable

X(L‘"’) - 1{w16b} + ]-{w[ed}

mit (wy,...,) Pfad als Realisierung von (Xj). Mit Birkhoff gilt nun,
dass unter P,
1 n—1
- Z X (' (w)) — Ep, (X | J) fast sicher.
=0
Die Zufallsvariable Ep, (X | J) kann explizit berechnet werden (vergl.
Ubungen).

3. MARTINGALE

3.1. Grundlegende Eigenschaften. Im Folgenden betrachten wir stochastis-
che Prozesse (X )rer, deren Parametermenge I eine Teilmenge von R ist. (In
der Tat lassen sich die meisten Definitionen und Aussagen auf den Fall einer
total geordneten Indexmnege I verallgemeinern, d.h. wenn [ eine mit einer
Ordnugsrelation < ausgestattete Menge ist, so dass fiir zwei i,5 € [ stetst
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1 < j oder j < i gilt.) Um die Schreibweise jedoch so einfach wie maglich zu
halten, gehen wir von nun an davon aus, dass I C N,.
Definition 69. Sei (2, 7) ein messbarer Raum, dann heifit eine Familie von
Unter-o-Algebren (Ji),.c;cn von J eine Filtration falls 7, C J firalle k <1 €
I. Falls (2, J) mit zudem mit einem Wahrscheinhlichkeitsmafl P ausgestattet
ist, nennen wir das Quadrupel (Q, (Jx)rer, J, P) einen filtrierten Wahrschein-
lichkeitsraum.
Auch hier wollen wir kiinftig vereinfachend schreiben (Fy)ge; = F., sofern
Missverstandnisse ausgeschlossen sind. Man beachte also, dass F. eine Filtra-
tion bezeichnet, F aber fiir eine feste o-Algebra steht.
Beispiel 70 (Wiederholter Miinzwurf). Zur Beschreibung des dreifachen Miinzwurfes
fithren wir den messbaren Raum (€2, F) ein als
Q= {(i1,40,13) | i; € {0,1},7 € {1,2,3}}, F =2
(Falls z.B. die Miinze fair ist, kénnten wir (€2, F) mit der Gleichverteilung als
WahrscheinlicheitsmaB ausstatten, d.h. P({w}) =  fiir alle w € Q)
Auf Q) konnen wir die Koordinatenabbildungen definieren
(X)) jz105: Q2 R, Xk (w1, wa, w3)) := wk.
Die Koordinatenabbildung X}, entspricht hier der Auswertung des k-ten Miinzwurfs.
Fir £ =1, 2,3 erhalten wir nun jeweils eine o-Algebra
Jei=0(Xy,.... X)) =0(X) |1 < k).
Die o-Algebra J. besteht also aus den nach Beobachtung der ersten k& Miinzwiirfe
sinnvoll beschreibbaren Ereignisse und kann wie folgt dargestellt werden.
Ji = U(Xl):{AhAi*@*Q}
mit A; = {(0,0,1),(0,1,0),(0,0,0),(0,1,1)}.

Jo = o (X1, Xo) =0 ({An, A1, Asy, Ase, @,0Q})

mit A;; = {(0,0,0),(0,0,1)}
A = {(0 L, 0) (0 111)}
Ay = {(1,0,0),(1,0,1)
Ap = {(1,1,0),(1,1,1)

Js = 0 (X1, Xp, X3) = T = 2Q)

Dieses Beispiel ist ein Spezialfall der folgenden sehr niitzlichen Konstruktion.

Definition 71. Essei (X} )er ein auf einem messbaren Raum (€2, F) definierter

stochastischer Prozess mit Zustandsraum (F, ). Dann heiBt (F;X)rer
F=o(X;jel,j<k)CF

die vom Prozess X auf (Q, F) erzeugte Filtration.

Diese Definition iibertragt sich sinngemafl auf den Fall einer allgemeinen to-

tal geordneten Indexmenge I. — Offensichtlich ist dann fir jedes £ € [ die

Zufallsvariable X}, messbar als Abbildung zwischen den messbaren Raumen

(Q, FX) = (E,€).
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Definition 72. Es sei (2, ., F, P) ein filtrierter Warhscheinlichkeitsranm und
X. ein hierauf definierter stochastischer Prozess mit Zustandsraum (FE,E).
Dann heifit X. an die Filtration F. adaptiert, falls X, : 2 — E messbar bzgl.
JF. ist fur alle k € 1.

Nach Defintion von F¥ ist X. dann F¥-adaptiert. In der Tat ist F~X die
kleinste Filtration mit dieser Eigenschaft.

Zur Erlatterung der Adaptiertheitsbedingung stellen wir hier das sogenan-
nte Faktoriserungslemma vor, das man leicht auf elementare Weise verifizieren
kann (einen abstrakten Beweis findet man als Anwendung des Monotone Klassen-
Argumentes im Anhang).

Satz 73 (Faktoriserungslemma). Fs sei X : Q +— E eine messbare Abbilung
zwischen den messbaren Raumen (Q,F) und (E, ). Falls Z : QO — R mess-
bar ist bzgl. der von X erzeugten o-Algebra o(X), so gibl es eine messbare
Abbildung h - E — R, so dass Z = h(X).

(Q.T) = (E,€)
Z h
NS

(R, B(R))
Wenn wir also etwa in der Situation von Beispiel 70 verlangen, dass eine Zu-
fallsvariable J5-messbar sei, ist dies gleichbedeutend, dass sie als Funktion der
ersten beiden Miunzwiirfe dargestellt werden kann. Entsprechend gibt die von

einem Prozess X. erzeugte Filtration 7~ die wachsenden Mengen der durch
fortschreitende Beobachtung von X. beschreibbaren Ereignisse an.

Definition 74. Ein stochastischer Prozess M. = (M'k)kef mit M : Q - RU
{—00, 00} defniert auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (€, (J)ker, J, P)
heiit Martingal, falls

(1) M, integrierbar, d.h. min {E (M, ), E(X_)} <

(2) M}, messbar bzgl. Jj

(3) Ep (My, | J.) = My P-ts. falls k > I

Bemerkung 75. Genauer sagen wir, dass M. = (M}) ein (J., P)-Martingal
ist, wobei J. = (Ji),e; die zugrunde gelegte Filtrierung bezeichnet. — Wenn
keine Gefahr einer Verwechselung besteht, verzichten wir jedoch haufig auf die
explizite Nennung von 7. und P.

Definition 76. Sei (Si),; = 5. heiit (7., P)-Submartingal, falls
(1) E(S}) < o0
(2) Sk messbar bzgl. 7
(3) B, (S | J) > Sp P—fs. fiir alle [ > k.

(S.) heiBt (7., P)-Supermartingal, falls (—Sy),; ein Submartingal ist.

Beispiel 77. Gegeben seien (€0, J, P), (X}), oy und eine Folge von unabhangigen
Zufallsvariablen mit E (X ) = 0. Wir setzen

)
My =" X, Ty =0 (My, ... M) = Z*
k=1
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Dann ist M ein (j X P)-I\-'Ia.rtingal, denn

{ k
E(M, | J) = E(ZXj+ Z Xj|o(X1,m,Xe))
i=1

j=1+1

) k
= E X; D CTD. ¢ E X; X, ... X
DXl g (X X) | +E| D0 X[ 0(Xi X)
=1 =T =il ,
=M, zueinander unabh.
k
= M +E ( > XJ)
j=it1
k
= M+ > E(X))
G=l41

Analog falls E (Xj) > 0 fiir alle k. Dann gilt
E(My | ) > M

folglich ist M. dann ein (7%., P)-Submartingal.

Beispiel 78 (Verdoppelungsstrategie). Wir betrachten den wiederholten un-
abhangigen Wurf einer faieren Miinze, modelliert als eine i.i.d. Folge von fairen
Benulli-Variablen A, € {1, —1}. Zwei Spieler A und B vereinbaren jeweils vor
dem n-ten Wurf einen Wetteinsatz von &, Euro, zu zahlen vom Verlierer des
n-ten Minzwurfs an den Gewinner. Der Gesamtgewinn bzw. -verlust nach n
Runden fiir Spieler A sind damit durch den Ausdruck

Zn=> AN-bu. n>1
k=1

beschrieben, mit der Vereinbarung, dass Zj := 0. Die Verdoppelungsstrategie
besteht nun darin, dass Spieler A als Wetteinsatz fiir die n-te Runde den Betrag

& = 2max(—Z,_1,0)

wahlt, d.h. er setzt in der n+1-ten Runde das doppelte seiner bisherigen Ver-

luste, um diese im Gewinnfalle auszugleichen und mit einem Reingewinn das

Spiel zu beenden. Es sei [J, := o (Aq,...,A,) die von den Realisierungen der

Miinzwiirfe erzeugte Filtrierung, dann ist offenbar (Z.) an (J ) —adaptiert. Der

Prozess £. ist J-vorhersagbar. Wir behaupten, dass Z. ein [J-Martingal ist,
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denn

IE:(Zn+1 | tjn) = E(Zn +é_:n+1)‘n+1 | U(/\la ---:)‘ﬂ,))

= E(&utht |0 Qe M) +E(Z [ 0 (Ao M)
—7.,
— E(An—f—l n+1 |g(/\11"'1/\n)) + Z‘u

= £n+1E /\n+1 | O—() + Zn
—_——
unabh.
= €Tl+1]E ()‘11—}-1) + Z'n,
= 511.+10+Zn = Zn

Bemerkung 79. In der Tat ist fiir jede Vorhersagbare Strategie £, d.h. &, =
Foi1(Ar, -+, Ay) der resultierende Gesamtgewinnprozess Z. ein Martingal.

3.2. Beispiel: Martingale bei Markovketten.

Definition 80. Sei P eine Ubergangsmatrix auf F einem abszihlbaren Zu-
standsraum, d.h. P = (P)(, ,cpxp- Dann heit f : E'— R P-harmonisch,
falls

f@)=>_ f)P(x,y)

yeE

Bemerkung 81. Im Kontinuum entspricht dies der Mittelwerteigenschaft fiir
harmonische Funktionen im euklidischen Raum. Hierbei heifit eine reelle Funk-
tion f : R* — R harmonisch, wenn

Af = f+0f =0,

Harmonische Funktionen haben die Mittelwerteigenschaft (vergl. auch Cauchy’scher
Integalsatz aus der komplexen Analysis.)

Satz 82. Sei f : E — R f beschrdinkt. Dann ist f P-harmonisch genau dann,
wenn (M) = f(Xy) ein (FX, P\)-Martingal ist fiir jede Startverteilung X.
Lemma 83.

Ex(f (Xer1) | 0 (Xo, ... Xi)) = Ex, (f (X1))  Pa-fs.
fur alle f - E — R.

Beweis. In Kombination mit ecinem Monotone Klassen-Argument(siche An-
hang) reicht es aus, den Fall f = 14 mit A C F und hier sogar nur den
Spezialfall, dass A = {y},y € E, zu betrachten. Mit der elementaren Markov-
Eigenschaft gilt zunachst einmal, dass

]E)\ (]_{y} (XH—I) | a (X[);. 1XI)) = ]E)\ (1{‘,!)} (Xt-f—]) | O'(Xt))
Sei nun B C o (X;), also wieder mit monoton Klassen o.B.d.A.

B={X,eC},CCE
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Dann gilt
Ex (1{y} (Xi1) 1o (Xf.)) = z Py( X1 =y; Xy =0¢)
ceC
= ZPA(XEH =y | Xy =¢c)P\(Xi = ¢
ceC

= ZPA(Xt:C)P(C‘y)

ceC

— ZE,\ (1{c} (X;) P(e, iff))

ceC

= Y By (1gg (X)) Px, (X1 = )

ceC

= Ey(lc (Xy) Px, (X1 =y))
= By (Ex, (1 (X1)) 1o),
was zeigt, dass E(1g(Xi41)|0(Xy)) = Ex, (14, (X1)) fast sicher. O
Beweis von Satz 82. Sei [ harmonisch, M}, .= [ (Xy), A bel. Startverteilung:
Ex (Miy1 | T¥) - E, (f (Xes1) | o (Xo, - X))
bemma 3 gy (£ (X))

= D FW)px

yeE
f harmonisch

= [ (Xk)
= M,

Wihle umgekehrt beispielsweise A = dy,, d.h. deterministischer Start in X|.

Ex, | f(X1)|o(Xo) | = f(Xo) =M,
—_—

My

-~

=>_ f(y)Pzo.y)
also ist f harmonisch. ([l

Bemerkung 84. Eine analoge Aussage gilt fiir harmonische Funktionen und die
Brown’sche Bewegung als Prozess im kontinuierlichen Zustandsraum R?, siche
Abschnitt 6.

3.3. Elementare Eigenschaften von Martingalen.

Satz 85.

(1) Falls X. ein J.-Martingal ist und an G. adaptiert fiir eine Filtration G.
mit G, C G, fiir alle £, so ist X ein G.-Martingal.

(2) M, N seien J-Martingale. Dann ist auch aM + ON J-Martingal

(3) X,Y seien Submartingale. Dann ist

Z(w) = Xy(w) VY (w) (Supremum)

Submartingal bzgl. 7.
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(4) Falls X. Submartingal, ¢ konvex und monoton wachsend, dann ist
Y := ¢ (X;) Submartingal
(5) Falls X. Martingal und ¢ konvex, dann ist Y; := ¢ (X;) Submartingal
Beweis. Die Eigenschaft 1 folgt aus der Turmeigenschaft der bedingten Er-
wartung, denn

G CT;
]E;u (Xt—{—._i; | gf) tg ' ]Ep ]Ep (Xa‘.-{—s | LZ‘) | gt
—_——
=X
E(X¢|G)
- Xf‘
Die Aussagen 4 unf 5 folgen aus der Jensen’schen Ungleichung fiir die bedingte
Erwartung. Zum Beweis von 3 nutzen wir die triviale Aussage
X(w) < X(w)VY(w)
zusammen mit der Submartingaleigenschaft von X bzw. Y sowie der Mono-
tonie der bedingten Erwartung und erhalten
XtS]E (Xi‘.—Fs | \.71‘) S E(Xt—i-s v K—I—s | -713) P-f.S.
und
Yy SE (Voo | J) SE(XpuVYio | 7)) Pes
Somit gilt dann auch
Xi(w)VY(w) <E(Xiys VYirs | T2) P-fs.
UJ

Ein sehr nutzliches Hilfsmittel ist die Moglichkeit, ein Submartingal in ein
Martingal und einen monoton wachsenden Prozess zu zerlegen. Hierbei nennen
wir einen Prozess A. monoton wachsend (fast sicher), falls A, > A, fast
sicher. Zudem benotigen wir fiir die Eindeutigkeit der Zerlegung noch den
folgenden Begriff.

Definition 86. Gegeben sei ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, F, P).
Dann heiit ein auf (€2, F, P) definierter Prozess vorhersagbar, falls X; messbar
ist bezgl. F;_, fur alle t € N.

Falls also z.B. F. = FZ die von einem Prozess Z. erzeugte Filtration ist, so
bedeutet die FZ#-Vorhersagbarkeit von X. gerade, dass X, bereits durch die
Werte von 21, -+, Z,_; festgelegt ist.

Satz 87 (Doob-Zerlegung). Sei (X,,), o ein Submartingal mit E (] X,|) < oco.
Dann existieren ein vorhersagbarer wachsender Prozess (A,),cy. Ao = 0. und
ein Martingal (ﬁ.-i’n)neN, so dass X,, = M, + A,,. Diese Zerlegung ist eindeutiq.
Beweis. Sei S; :=E (X; | J1-1)— Xi—1 > 0 wegen der Submartingaleigenschaft,
i > 1. 5; ist J;_;—messbar. Definiere weiter A; := ZL:I S, 1> 1,4 =0
und M, .= X; — A;,i > 1, My = Xy. Dann ist:
My — M, = Xipy — Xi— (Aigy — A))
= Xii — X — (E(Xin1 | ) - X))
= Xip —E(Xin | 70)
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Folglich
E(Miyy—M; | J) = E(Xina | J) —E(Xip1 | J) = 0.

Mithin ist (M}), o, Martingal, denn aus E (M;,, | Ji) = M, folgt auch E (My.y; | Ji) =
M, per Induktion. Also ist X; := M; + A; eine Zerlegung wie gewiinscht.
Fiir die Eindeutigkeit schreiben wir X; — X; 1 = M, — M; 1+ A; — A;_1, d.h.
Ai— Ay = E(A | Jia) — A
= E(4i— A1 | Jim1)

= EXi = Xia [ Ji)) —E(M; =M, | Ty

~
=0

= E(X; | Ji1) — Xia

Mithin ist A; — A;_; eindeutig bestimmt durch X., und somit auch auch

!
A= Ag+ Z (Aj — Aj1)

i=1

durch Festlegun von A, := 0. SchlieBlich ist damit auch M. durch M, :=
X — Aj eindeutig bestimmt. O

3.4. Optional Sampling und Optional Stopping. Es stellt sich heraus,
dass sich die (Sub-)Martingaleigenschaft E(X;|F,) > X, von deterministischen
Zeitpunkten s < t auf zufallige gewahlte Zeitpunkte fortsetzen lasst, d.h. wenn
s und t ersetzt werden durch Zufallsvariablen S < T : Q — N, welche als
Zufallszeiten interpretiert werden. Wichtig dabei ist, dass die verwendeten
Zufallszeiten nicht in die Zukunft schauen konnen, was durch den Begriff der
Stoppzeit wie folgt formalisiert wird.

Definition 88. Sei (9,7, (Jk)4e;) cin filtrierter W-Raum. Dann heifit 7 :
Q — I eine (J.) —Stoppzeit, falls

{r<tle J,Vtel

Man kann 7 : Q2 — R, 7(w) € I als mathematische Beschreibung eines Alarm-
mechanismus interpretieren. Das Ereinis {7 < ¢} entsteht aus sdmtlichen Real-
isierungen des Zufallsparameters w, bei denen Alarm spétestens zum Zeitpunkt
t ausgelost wurde. Falls z.B. J = F¥X, so besagt die obige Forderung, dass
allein durch Beobachtung von X bis einschl. zum Zeitpunkt ¢ entscheidbar ist,
ob bis hierhin der Alarm auszulosen war. Insofern beschreibt eine Stoppzeit
cinen Alarmmechanismus, der nicht in die Zukunft schauen kann.

Beispiel 89. (1) Das typische Beispiel einer Stoppzeit ist die Trefferzeit
einer Menge durch einen adaptierten Prozess. Sei X. eine reeller (7.)-
adaptierter Prozess und A € B(R). Dann definieren wir

7:Q =R, 7(w):=inf{lel|X, e A}.
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Dann ist 7 ist eine (J)-Stoppzeit, denn

<ty = Jlr=4)

j=0

= _U{rs.;f}

t
= Jx'ea.
=0 eJ;C Tk

(2) Als einpragsames Beispiel einer Zufallszeit, die keine Stoppzeit ist,
betrachte man in der Situation wie oben die letzte Besuchszeit einer
Menge

0: Q- R, ow)=sup{jel]|X,cA}.

Offensichttlich ist dann {o <t} ¢ 7, d.h. man muss in die Zukunft
jenseits von t schauen, um zu sehen, ob 7 < ¢ vorliegt oder nicht.

Satz 90. Fulls S,T zwei (J.)-Stoppzeiten sind, so auch S AT (Infimum) und
SV T (Supremum), bzw. fir S,T >0 ebenfalls S+ T.

Beweis. Beispielsweise gilt {SVT <t} ={S <t} AN {T <t} e AT O
Definition 91. Fiir eine (7.)-Stoppzeit 7 heifit
Tri={AeJ[{r<tinAdc T}

die o-Algebra der 7-Vergangenheit.
Satz 92.

(1) J; ist eine o—Algebra in 7.
(2) S<T=Js C Ir
(3) Tsar = Ts N It

Beweis. 1) A € J,. Zeige A° € J,.. Sei also A € 7. Dann ist auch A° € 7.
An{r <t} ={r<t}\(An{r <t})
—_— ———
ey et
2){S<T}={T<tjc{S<t},Ae Ts:
AN{T <t} =An{S <t}n{T <t}
[
=N =N)
3) folgt aus 2). O

Lemma 93. Fir einen (J;)icr-adaptierten Prozess (X;);cr mil Zustandsraum
E sowie eine J.-Stoppzeit 7 : Q — I ist

X, Q— E, XT(u.,‘) = Xf(w}(w)

eine Fr-messbare Zufallsvariable.
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Beweis. In der Tat, fiir A € £ und i € I gilt
X MAn{r<it= |J X MA)n{r =i}

kel k<i
= U x'An{r=k1ed
kel k<i g
O
Satz 94. (Optimal Sampling Theorem) Falls (X,), oy, €n (Tn) ey, €in Sub-

martingal ist und
0<S<T< ng
zwet beschrankte Stoppzeiten sind, dann gilt
E(Xy | Js) > Xs fast sicher.
Analog mit “<7 fur fir Supermartingale bzw. mit “=" fiir Martingale.

Beweis. Wir geben den Beweis in drei Schritten.

Schritt 1: Sei X Martingal, T" = ¢ deterministisch, 7" > S. Dann ist zu zeigen,
dass

E(Xr | Js) = Xs.

Zu diesem Zweck zeigen wir, dass E(Xr-14) = E(Xg- 14) fiir alle A € Jg
wie folgt

E (Xg . 14) = ZE (XT : ISZR'IA)

k=0

T
= ZE (Xrlg=r1a)
k=0

T
k=0 A Y

€T,

T
Martingaleigenschaft
= z E (Xi1l{s=kjna)

k=0
T

= Z E (Xsl{s—k}na)

k=0

= E (Xslangs<ry})

= E(Xsla).
Schritt 2: Sei X ein Martingal, S < T < ny. Dann folgt gemafl Schritt 1 und
der Turmeigenschaft der bedingten Erwartung, dass

E(X7|TJs) = E(E(X,,|J7)|Ts)
= E(X,,|Js) = Xs fs.
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Schritt 3: Sei X ein Sub-Martingal. Es sei X = M + A die zugehorige Doob-
Zerlegung, dann schlieflen wir unter Verwendung von Schritt 2, der Monotonie
von A. und der Monotone der bedingten Erwartung, dass

XS = ﬂ"fg + AS = E(JITLTS) + AS
= E(My + Ag|TJs) < E(Mr + Ar|Fs).
([l
Bemerkung 95. Die Bedingung, dass T" beschrankt ist, kann i.A. nicht wegge-

lassen werden. Hierzu betrachte man erneut das Beispiel der Verdoppelungsstrate-
gie (Beispiel 78). Fiihren wir die Zeit des ersten Gewinns

T :=int{k e N| Z; > 0}
ein, so macht man sich schnell klar, dass zwar T' < oo f.s. Doch T ist nicht
beschrankt, d.h. es existiert kein C' > 0, s.d.
T(w) < C,Vw,

denn andernfalls wire 0 = Xy = F(Xr|Jy) = E(Xr), im Widerspruch zu
X7 > 0 fast sicher.

Das Optional Sampling Theorem handelt vom Vergleich des Prozesses an zwei
durch gewihlte Stoppzeiten S und T festgelegten Zeitpunkten (engl. Sam-
ple = Auswihlen). Dem gegeniiber steht das verwandte sogenannte Optional
Stopping Theorem, das die Stabilitat der Sub- bzw. Supermartinaleigenschaft
von Prozessen unter der Stopp-Transformation der Pfade behauptet.

Definition 96 (Stoppen eines Prozesses). Fiir eine Zufallszeit 7: Q@ — [ und

einen Stochastischen Prozess (X;);c; heifit der Prozess (X[ )ie; mit

X (w) , falls T(w) > k

X (W) == X(w)kar(w) = ' ' -

k ( ) (W)Rx’\?'(w) {X!(u.r) (Ou') . sonst

die 7-Stoppung von X7 bzw. einfach der an 7 gestoppte Prozess.

Satz 97 (Optional Stopping). Falls (X}), .y ein J-adaptiertes Submartingal
ist und T < n eine beschrdinkte Stoppzeit, so ist X1 wieder ein J.-Submartingal.

Zum Beweis benutzen wir die folgende Charakterisierung von Submartingalen.

Lemma 98. Sei (X},),oy ein stoch. Prozess, J-adaptiert, E (X, ) AE(X_) <
o0o. Dann sind aquivalent:

(1) X. ist ein J-Submartingal.
(2) ¥S < T beschrankte Stoppzeiten gilt

E(Xs) <E(Xr).
Beweis. “=": Mit Optimal Sampling folgt
E(Xr|Js) > Xs  fs,

woraus durch Ubergang zum Erwartungswert (und der Turmeigenschaft der
bedingten Erwartung) folgt, dass

E(Xr) =E(E(Xr | Js)) = E (X5s)
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“<" 0 < u < v seien zwei deterministische Zeitpunkte, A € 7,, definiere
T:Q — R mittels T(w) = ulq + vlse. Dann ist

@ Lfallsw <u

{T<w}=<¢A  falsu<w<wv
Q Lfallsw>w
— {T<w}e T,

Somit ist T eine J-Stoppzeit mit 7" < v < oo beschrankt. Folglich gilt laut
Voraussetzung

— E(X,) > E(Xr)
_ f XrdP + | XpdP
A Ae

= /Xu_dP-i- X,dP,
A Ae

also
/XI_,szfX.b.dP VAeJT,.
A A

Dies ist aber gerade die Submartingaleigenschaft von X.. ([l
Beweis vom Satz 97. Seien 0 < 7 < ¢ zwei beschrankte Stoppzeiten. Dann ist
X' = Xppo XE = Xgpr, TAo < TAT< C

und 7' A e, T A T sind J-Stoppzeiten. Somit gilt
E (X)) = E (X7ar)

optional Sampling

el ]E [XTAU)
= E(X7)
Insgesamt ist der Prozess X7 also J-adaptiert und es gilt E (Xf ) >E (XE )

fiir alle o < 7 beschrankte Stoppzeiten. Nach dem vorausgehenden Lemma ist
XT also ein J-Submartingal. O

Bemerkung 99. X ist auch ein J'-Submartingal, wobei
j}E—‘ = Jf‘f\'ﬂ. - L7n3
denn X7 ist ein J-Martingal, und bereits J T—ada.ptiert.

3.5. Anwendung: Optimales Stopproblem und Snell’sche Einhiillende.
Man stelle sich ein Spiel vor, bei dem ein Spieler wiederholt einen Zufallsmech-
anismus betitigen kann und von Runde zu Runde entscheiden darf, das Spiel
mit dem aktuellen Wurtf als Gewinn zu beenden oder stattdessen erneut den
Mechanismus zu betatigen.

Eine mathematische Formulierung des Problems sieht dann wie folgt aus.
Sei Xg, Xq,..., Xy ein J-adaptierter Prozess. Wir suchen eine optimale 7-
Stoppzeit 7 < N, so dass

E(X;) — max.

Diese Aufgabe wird als Problem des optimalen Stoppens bezeichnet.
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Definition 100. Es sei (X} )p—o... v dann heifit der rekursiv definierte Prozess
(Zk ) k=0, N
Zy = X,
Zna = XoaVE(Z,| Tu1),
die Snell’sche Einhiillende von X. (zur Filtration J. und Zeithorizont N).

Satz 101. (Z;),_, y ist das minimale Supermartingal, das X. dominiert.

Beweis. Z,, = max (E(Z,., | J.),X,) > E(Z,41 | Jn), also ist Z. ein Super-

martinal.

Sei Z. Supermartingal mit Zn > X, fs. fir allen = 0,..., N. Wir beweisen
durch Riickwartsinduktion, dass dann auch Z, > Z, fir alle k = N, N;,--- ,0
gilt. Fir &k = N ist das offensichtlich richtig, denn

ZN 2 X}'\" - Z_.’\."
Falls wir bereits gezeigt haben, dass
ZN > 2N,y Zrni = Zu

folgt unter der Verwendung der Submartingaleigenschaft von Z. under der
Monotonie der bedingten Erwartung hieraus, dass

Zy-1 2 E (ZM | JM—1) >E(Zun | Tni-1) -
Nach Voraussetzung gilt ferner
Zni-1 > Xara
so dass zusammengenommen auch
Zyie1 = Xy VE(Zag | Taca) -
Die rechte Seite stimmt aber nach Konstruktion mit Z,,_; iiberein. O
Lemma 102. Fur 7 :=inf{k | Z, = X}.} ist Z.7 ist ein Martingal.

Beweis. Aus der J-Adaptiertheit der Prozesse Z. und X. folgt, dass 7 eine
J .-Stoppzeit ist. Zudem gilt wegen Zy = Xy offenbar, dass 7 < N. Fiir die
Inkremente von Z7 gilt
i1 — Zn S falls T >n+1
w1l — Ly = 0 Jfalls 7 <n
N
=:EeJn
= 1{T2‘n.+1} (Z'n.+'l - Z'ri.)

Hiermit gilt dann

E (Z:-Ta+'l - ZrTz | jn) = E 1{7- >n 4 1} (Zn+1 - Zn) | Tn
—_——

€Jn
= 1{72n+1} []E [ZTH—I - Z, | Tn) — Zn]
_ )0 falls 7 <n
a E (Zn+1 | jn) —Z, Jflst>n+1
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Falls 7 > n+ 1 folgt Z, > X,, und daher gilt auf der Menge auf {7 > n+ 1}
Zn: = max(E(Z,.1 | Tn), Xn)
= E (ZTH—I | Jn) '

Insgesamt erhalten wir also
IE‘.(Z;H - Z | Jn) =0.
Folglich ist Z7 ein Martingal. U

Korollar 103. 7 ist eine optimale Stoppzeit, und fir den Wert des Optimalen
Stopproblems gilt

sup E(X,) = E(X,) = Z,.

Beweis. Mit der Martingaleigenschaft von Z7 schlieffen wir, dass
Zy =25 =R (Z}) =E(Zypr) =E(Z;) =E(X,).

Falls # < N eine beliebige andere Stoppzeit ist, gilt zudem mit Optional
Stopping fiir das Supermartngal Z. sowie Z, > X, dass

Z(} 2 E(Zﬁ) 2 E(X‘]T) .
Somit ist 7 optimal. O

Bemerkung 104. Der vorausgegangene Satz kann grundsétzlich fiir eine prak-
tische Implementierung einer optimalen Stoppregel genutzt werden. Der Ein-
fachheit halber sei vorausgesetzt, dass J. = FX. Zudem sei die Verteilung von
X. bekannt. Wir konnen dann die Zufallsvariablen Z. per Ruckwértsinduktion
berechnen wie folgt

Z;\" = X:\":\ Z‘n,—'l = max (X'n,—'l ) E (Z'n, | X'h (38! X‘n,—'l)) .

Nach dem Faktoriserungslemma lasst sich Z,, insbesondere darstellen in der
Form

Z-n = fn(Xla te an)

mit einer gewissen (und vielen Fallen explizit berechenbaren) Funktion f, :
R™ — R. Mit Hilfe dieser Funktion kénnen wir dann mit fortschreitender Zeit
und bei n = 0 beginnend tiberpriifen, ob der Fall f,(Xi(w), -, X,(w)) =
X, (w) vorliegt oder nicht. Falls ja, so haben wir 7(w) = n gefunden, andern-
falls gehen wir einen Zeitschritt weiter und testern erneut.

3.6. Martingalungleichungen und Konvergenzsatze.

3.6.1. Maximalungleichungen. Die Submartingaleigenschaft eines stochastis-
chen Prozesses beschreibt eine wachsende Tendenz der Pfade im Hinblick auf
die bedingten Erwartungen. Jedoch sind damit die Pfade nicht monoton wach-
send fast sicher, wie z.b. die Summe von i.i.d. Realisierungen eines gezinkten
Miinzwurfs zeigt. Das folgende Lemma zeigt jedoch, dass das pfadweise Maxi-
mum eines Submartingals im Sinne einer Tschebyschev-Ungleichung durch den
Endwert der Trajektorien am Beobachtungshoizont abgeschatzt werden kann.
(Diese Ungleichung verallgemeinert, die Kolmogorov'sche Maximalungleichung
fiir Summen von i.i.d. Zufallsvariablen.)
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Lemma 105 (Maximalungleichung fiir Submartingale). Sei (X.) ein Sub-
martingal und sei X), := max{X; | j <k} der Prozess des laufenden Mazi-
mums vom X. Dann gilt fir A >0

AP (Xr>A) <E(Xr:Xr> ).
bzw. furp>1
NP (X > \) <E (X Xp > A).

Kombiniert mit der trivialen Ungleichung E (XT;YT > /\) <E (Xf) erhalten
wir eine handlichere Aussage, die wir gesondert festhalten wollen.
Korollar 106. Fir ein Submartingal gilt fir A > 0

AP (Xp>)\) <E(XF)
bzw. fiirp > 1

AP (731 > )\) <E ((Xj?)p) .

Beweis von Lemma 105. Wir betrachten zunachst den Fall p > 1, dann folgt
aus der Monotonie und Konvexitét der reellen Funktion z — (x")? = (max(0, z))?,
dass (X7)? ebenfalls ein Submartingal ist. Fithren wir die Stoppzeit 7 :=
inf {k | X > A} AT ein, so gilt mit dem Optional Sampling Theorem wegen
T>r7

E((X$)?) > E((X})P)
= E ((X?)pl{ma}) +E ((Xj)pl{fﬂ)‘})
E

> B (X Lpg ) + VP (Kr 2 A).

Hieraus entsteht die Aussage durch Subtraktion von E ((X Pl (Xr< A}) Im

Fall p = 1 ist der Ubergang zum Positivteil von X. nicht notig, ansonsten gilt
dieselbe Argumentation. 0

Satz 107 (Doob’sche LP-Maximalungleichung). Es sei X. ein nichtnegatives
Supermartingal und p > 1, dann gilt

E (X7) < (pfl)pE(X{é),

Korollar 108. Fir ein beliebiges Submartingal gilt fiir p > 1
IJ
E(X7) < (p_l) E ((X5)").
und fiir ein Martingal entsprechend

P
B < (L) E(1P),
p—1
mit dem Prozess M} := mk = max{|M;|,j < k} des laufenden Mazimums
vom Absolutbetrag.

Beweis. Die erste Aussage ergibt sich durch Anwendung des vorigen Sates auf
das Submartingal X, die zweite entsteht durch Anwendung auf X. = |[M.|. O
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Beweis von Satz 107. Wir erinnern uns zunachst noch einmal an die Methode
der Berechnung von Momenten einer Zufallsvariablen Z > 0 durch Integration
itber Niveaumengen wie folgt

Z
B(2) = JE(p / tp‘ldt)
0
= IJf/10<i<ztp_ldtd.P
oJr
= -pf /l{zzt}det
0o Ja

— pf 1P (Z > t)dt.

0
Nun zum Beweis der Aussage. Sei k > 0, dann

E((XrAk)) = fm p-NTIP (X7 > N) dA(#)

Eingesetzt in die vorige Ungleichung ergibt das (im Falle p = 1)
k
k B
= pE (X'rf )\p_zl{x—;-@\}) dA
0
Y']r‘.-"\k )
= pE XT/ /\p_zdf\)
0

p - 7
= ﬁ]E (XT (XT /\ k)p z)
Fur k — oc:
P p ~P—2
E(Yn) = i (XT.XT )
Holder - 1 IR 5
< S EOD) - (E(XD)

O

3.6.2. Martingal-Konvergenzatz. Der folgende Satz bestétigt ein weiteres Mal
eine gewisse Analogie von Submartingalen und monoton wachsenden Funk-
tionen, auch wenn ein Submartingal pfadweise im Allgemeinen nicht monton
wachsend ist. Er besagt, dass ein (in geeigneter Weise) nach oben beschrinktes
Submartingal fiir ¢+ — oo pfadweise fast sicher gegen einen Limes konvergiert.

Satz 109 (Doobscher Konvergenzsatz).

Falls (X}),cn €in Submartingal bzgl. 7. ist, s.d. sup, E (X,:L) < 00, dann:
X (w) = liill Xp(w) fiir P—fast jedes w € Q.

Bemerkung 110. X ist i. A. eine nichtdeterministische Zufallsvariable.

Korollar 111. Die Pfade eines nichtnegativen Martingals konvergieren fast
sicher.
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Der Beweis von Satz 3.6.2 beruht auf dem sogenannten Uberkreuzungslemma
unten. Gegeben zwei reelle Zahlen a < b definieren wir induktiv eine Folge
von Stoppzeiten (Sy)ren durch Sy (w) ;= inf {k | X} (w) > b} AT und Ss(w) :=
inf {k | Xp(w) <a} AT, Sopp1(w) = inf{k > 95, | Xp(w)>a} AT, T € N
und Sy, (w) = inf {k > Sy,-1 | Xy < b} AT als Folge der alternierenden Aus-
trittzeiten des Prozesses aus dem Intervall [a, b].

Die Zahl D(w) = D ([a,b],T) (w) = sup{n | Sy, < T'}, gibt dann die der An-
zahl der absteigenden Uberquerungen des Wertebereiches [a, b] im Zeitintervall
{0,...,T} durch die Trajekorie X, (w) an.

Lemma 112 (Uberkreuzungslemma). Falls X. ein Submartingal ist, so gilt
fira<b, T €N

B(D ([0, 7)) < - (X - )")

Beweis. Zu k € N definieren wir Ay := {S, < T} € Js,, dann gilt Ay, C

A, X, Z bauf Ay und X, < a auf Ay
— 0 < / (Xsﬁk_l — b) dP
Asp—1
opt.Sam.
< f (X, —b)dP
Asp—1
= / (Xs, — b)dP + / (Xs,, —b)dP
Aoje Aap_1\Aoy
< (a—b)dP —I—/ (X, —b) dP
Aoje Apg—1\Azg
Folglich
(b—a)P (Asy) < / (X, —b)TdP
Agp—1\Azg

Ay entspricht {D > k}, d.h. P(Ag) =P (D > k)

= (b—a P(D>k < f X, —b)TdpP
( ) LZ=(; ( ) ; Aop—1\Azk ( . )

Subm.

< (X7 —0)"dP = (*)
; /f;zk—l\A—Qk I

Agp1\ Aok N Agj 1\ Ag; = & fiir k # 5.
e (*) = f (XT — b)+dP < f (XT . b)-l—dp
Ukeng Azk—1\Azk Q

= E((Xy-0b)")

— (b—)E(D) <E (X7 - b)")
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Beweis des Doob’schen Konvergenzsatzes. Falls X;, ein Submartingal ist, so
auch X,” Submartingal bzw. ebenso (X — b)™.

= supE ((Xy —0)7) = lim & (X, =b)")

keN
< b+ImE (X)) < o
d.h.
sup (Xr—b)") < o0

Sei X (w) = limsup, Xp(w). Beh.: X(w) = limy X} (w) fiir P—fast alle w €
(). Denn andernfalls existieren (a,b), s.d. |a,b] unendlich hiufig absteigend
itberquert wird. Somit gilt die Inklusion

{0 X@ #tim X} | (Do), 00) = o0}
abe(),a<h

wobei

D ([a, b, 00) = ]i%rl D ([a,b],T) .

Mit monotoner Konvergenz und dem Ul)erkreuzungs]el'mna. folgt
E (D(la,b],00)) < lif}nE (D ([a, b, 00))

< lim
T b—a

2 1 p (—b —I—Sl;pIE (X:)) < 0.

E (X7 — b)+)

Somit ist { D ([a, b], 00) = oo} eine P-Nullmenge, also auch J,, , eq{ D ([a, D], 00) =
oo} eine P-Nullmenge als abzihlbare Vereinigung von Nullmengen. ]

3.7. Anwendung: Galton-Watson-Prozess. Der Galton-Watson Prozess
ist das klassische Modell der Wahrscheinlichkeitstheorie zur Beschreibung eines
Familienstammbaums, wobei der Einfachheit davon ausgegangen wird, dass
Individuen sich unabhéngig voneinander und ohne Zutun Dritter (etwa durch
Zellteilung o.4.) vermehren. Zudem wird vorausgesetzt, dass ein Individuum
mit der Geburt seiner Nachkommen abstirbt.

Z, sei die Zufallsvariable, die die Anzahl der Individuen der n-ten Genera-
tion, und damit die Gréfle der Gesamtpopulation zum Zeitpunkt n beschreibt.
Da wir die Nachkommenschaft eines einzelnen Individuums bei Start in ¢ =
0 beschreiben wollen, setzen wir Z; = 1. Zur Modellierung der weiteren
Nachkommenschaft sei ({g}‘}j EN) € Ny eine Doppelfolge von i.i.d. Ny-

nel

wertigen Zufallsvariablen. Wir interpretieren &;

des Individuums j, welches aus der n-ten Generation stammt. Wir definieren
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hiermit dann induktiv

Z o= &
€l
Z, = Y &
Jj=1
Zrb
Z'n,-{—'l - 5;’1+1 .
j=1
Der Erwartungswert
n=E(&)

ist die mittlere Kinderzahl pro Individuum. Je nachdem, ob g < 1, p = 1 oder
pt > 1 spricht man vom subkritischen, kritischen bzw. superkritischen Fall.

Wir definieren |
I =0 (Ef;,k: eN,je{l, ...?'n,-})

als die o-Algebra, die von {f ;‘} bis zur n-ten Generation erzeugt wird. Offenbar
ist Z,, messbar bzgl. 7,.

T
E(Zus1 | Ju) = E(Zﬁ;‘“l.ﬁ)
j=1

Z‘n
= DS EE7)
j=1 T

= Zp-
Aus der Behauptung folgt mit vollstandiger Induktion, dass
Zn
Xn = —
#fl

ein nichtnegatives (7., P)-Martingal darstellt mit

Aus dem Doob’schen Konvergenzseatz folgern wir die fast sichere Existenz des
Grenzwertes

X = lim X, fs.
n—r0o
d.h. falls X (w) = AMw), dann
Xi(w) = pfA(w)
fiir grofie k. Fast sicher folgt die Entwicklung der Familiengrofie also asymp-
totisch einem exponentiellen Wachstumsgesetz, wobei die Rate A zufallig ist.
Wir bertachten nun die Frage nach dem Aussterben der Gesamtpopulation. Sei

hierzu & := inf{n € Ny | Z,, = 0} der Zeitpunkt des Aussterbens der Familie

Satz 113. Fulls p < 1, dann ist & < oo fast sicher.
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Beweis. X,, .= % ist Martingal, somit E (Z,) = p”. Ferner gilt offensichtlich,

dass Z,, > 1 auf {Z,, > 0}. Daher
P(Z,>0) < E(Z,:Z,>0)
= E(Z,)
pw
Wegen 1 < 1 schlieBen wir, dass ) P(Z, >0) < oo. Also folgt nach
Borel-Cantelli

nelp

P (Z, > 0 fiir unendlich viele n) = 0.

Satz 114. Falls =1 und V (§}) > 0 so ist £ < oo fast sicher.

Beweis. Fiir den folgenden Beweis benutzen wir, dass Z. eine Markov-Kette
auf Ny ist, wie man leicht an der rekursiven Konstruktion von Z. erkennt. Als
weitere Vorbereitung macht man sich klar, dass fiir £ € N (d.h k # 0)

vi=PZysm =k | Znim—1 = k) <1,

denn der Fall v = 1 wiare wegen E(£}) = 1 nur fiir determische {; moglich,

d.h. wenn V(&]) = 0.

Hier nun das Argument. Wegen der Ganzzahligkeit von Z impliziert die Kon-
vergenz, dass n — Z,(w) schlieBlich fast sicher konstant ist. Fiir die Identi-
fikation des Limes seien N, M € N, k € N, dann

P(Z, =k;¥n>N) < P(Z,=kVne{N,...N+M})
= P(ZN+M =k | In=k,. . Zyim1= k) P(ZN =k, ZNyM 1= k)

2 Matkov =k | Znomtr = K) P (Zo = k| n € {N, s N + M — 1})

(. vl

'
< 1

und durch Iteration dieses Argumentes schliefilich

~—
—0
Fiir alle k € N, N € N ist also
P(Z,=kVn>N)=0

Damit kann kommt nur noch 0 € Ny als konstanter Wert in Frage, auf den
Sich Z. pfadweise schliefilich stabilisiert. Inbsesondere folgt £ < oo f.s. O

Fir den superkritischen Fall g > 1 treffen wir einige Vorbereitungen.

Definition 115. Es bezeichne p, := P (& = k), k € Nyp. Dann heifit ¢ :

[0! 1] — [{l 1] mit
%0(3) =E (Sé}) = Z skpk

die (Momenten-)erzeugende Funktion von &;.
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Die erzeugende Funktion hat (im Fall g > 1) die folgenden Eigenschaften.
@(0) = po<1
Pls) = D k- o= ¢(1)=E (&) = n

E>1
Nﬂ_/

>0
P(s) = Z k(k —1)s*?p, > 0 = ¢ konvex
k>2
Insbesondere hat s+ ¢(s) einen eindeutigen Fixpunkt p in [0, 1], d.h. Losung
der Gleichung ¢(p) = p (man mache sich eine Skizze) und fiir die rekursiv
definierte Folge
ap = pPo, Qnp1 = @(ay,)

gilt
lim a,, = p.
n—oo
Satz 116. Fiir den Galton- Watson-Prozess gilt im Fall p > 1, dass
P(¢ < o0) = p.

Beweis. Fiir n € Ny sei 6, .= P(§ < n) = P(Z, =0). Dann ist # = po. Fiir

n > 1 argumentieren wir wie folgt. Falls Z, = k, so ist die Gesamtpopulation

zum Zeitpunkt n genau dann ausgestorben, wenn samtliche von den jeweili-

gen Mitgliedern der ersten Generation abstammenden Teilfamilien im restlich

verbleibenden Zeitraum n — 1 ausgestorben sind. Da die weitere Entwicklung

der jeweiligen Nachkommenschaften von derselben Generation stochastisch un-

abhangig sind, gilt also
P(Z,=01Z,=k)=6"_,.

Insgesamt erhalten wir damit

P(Z,=0)=> P(Z,=0Z =k)P(Zy = k) = 08 pi = p(0n1).
k>0 k>0
Die Folge (8,,) folgt daher dem oben beschriebenen Rekursionsgesetz, somit ist

P(¢{ < 00) = lim, 0, = p. O

3.8. Abschlief3barkeit von Martingalen. Es stellt sich die Frage, ob man
durch Hinzunahme des pfadweisen Grenzwertes X ein (Sub-)Martingal zu
einem (Sub-)Martingal (X )ienguieo) fortsetzen kann.

Definition 117. Ein Martingal (X}),.; heifit abschliefibar, falls eine J. :=
o ({Jx | k € I)-messbare Zufallsvariable X, existiert, so dass fir alle t € Ny
Xi=E,( X | ) -

Die Frage nach der AbschlieBbarkeit tritt z.B. auf, wenn man das Optional
Sampling fiir Martigale bei unbeschrinkte Stoppzeiten anwenden kann.

Satz 118. Es sei (Xy)ken, €in abschliefibares Martingal und S < T : Q2 — N,
zwei Stoppzeiten, dann gilt E(Xr|Js) = Xg fast sicher.

Beweis. Analog zu den ersten beiden Beweisschritten vom Optional Sampling

Theorem zeigt man zunéchst, dass Xr = E(X|Jr) und benutzt dann die

Turmeigenschaft der bedingten Erwartung. ([l
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Bemerkung 119. Satz 118 bleibt richtig fiir Ny U {oc }-wertige Stoppzeiten.
Das entscheidende Kriterium fiir die AbschlieBbarkeit von Martingalen ist das
folgende.

Definition 120. Eine Familie von reellen Zufallsvariablen (X},),_, auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) heiBt gleichgradig mtegmerbar falls

Sup/ | Xi|dP =3 0.
i€l J{X;|>c}

Die gleichgradige Integrierbarkeit einer Familie von Zufallsvariablen ist im
wesentlichen Aquwdlent zu deren Prikompaktheit im Sinne der L!-Konvergenz.

Satz 121 (Vitalischer Konvergenzsatz).

{fr} gleichgr. int’bar und
fr — [ stochastisch

fo— fin LNQ, f, P) < {

bzw. in der LP— Version gilt

foo fin IP <= {{|fk|p}keN gleichgr. int’bar und

fr = f stochastisch.

Der Lebesgue’sche Satz von der dominierten Konvergenz ergibt sich als Korol-
lar zum Vitalischen Konvergenzsatz aus dem folgenden Lemma, dessen Beweis
wir als Ubungsaufgabe stellen (vergleiche hierzu den Beweis von Lemma 124).
Lemma 122. Es sei { X} eine Familie von reellen Zufallsvariablen und Z > 0

eine Zufallsvariable mit E(Z) < oo, so dass | Xy| < Z fast sicher, dann ist die
Familie { X} gleichgradig integrierbar.

Vor dem Beweis des Vitali’'schen Konvergenzsatzes wollen wir noch eine niitzliche
aquivalente Charakterisierung der gleichgradigen Integrierbarkeit bereit stellen.
Lemma 123. Die Familie (X;),.; ist gleichgr. int’bar ganau dann, wenn

sup E(|X;]) < o0

iel

und

Vs>03§>U:VAej:P(A)<§:>-]|Xi|dP<s,Va'eI.
A

Den Beweis hiervon stellen wir als Ubungsaufgabe. Es handelt sich dabei im
Wesentlichen um eine Modifikation vom Beweis der niachsten Aussage.
Lemma 124. Falls Y € L}(2, P), dann ist {Y'} (als einelementige Menge von
Zufallsvariablen) gleichgradig integrierbar.

Beweis. Wir zeigen, dass die L'-Integrierbarkeit die in Lemma 123 genannten
Kriterien nach sich zieht. Das erste Kriterium ist trivialer Weise erfiillt . Fiir
das zweite benutzen wir, dass fiir eine beliebige messbare Menge A und ¢ > 0

gilt
f YdP = f YdP + / YdP
A AN{|Y |<c} AN{[Y|>c}

< (:P(A)—f—f YdP
(V>c)
49



Fiihren wir das Maf§ v(dw) = |Y|(w)P(dw) auf (2,7) ein, d.h. v(B) =
J5 Y [(w)P(dw), so ist dies wegen v(2) = [, |Y[dP < oo endlich. Inbeson-
dere gilt die 'Stetigkeit von Oben’ von Maflen fiir das endliche Maf3 v.

Fiir ¢ > 0 sei A, := {|Y| > ¢}. Dann ist Ay = (.. Ac = {|[Y| = o0} eine
P-Nullmenge wegen Y € L'(P). Daher ist A, auch eine v-Nullmenge, da

V(Ay) = /,1 |Y|dP = 0.

Aus der Stetigkeit von Oben fiir v folgt aus A, \, A, dass lim., v(A.) =0,
d.h. zu e > 0 existiert ein ¢, so dass v(A,) < ¢/2 falls ¢ > ¢.. Ausgeschrieben

bedeutet das
€

f Y|dP <
(I¥|>c} 2

Sei nun p := =, dann gilt fiir alle A € F, P(A) < p
f [Y|dP < cP(A) +f |Y]dP < = +
A { 2c

O

Beweis des Vitali'schen Konvergenzsates. “=" Falls X,, — X in L', so auch
stochastisch wegen Tschebbyschev. Weiter ist

{IXn|>c} {IXn|>c} {|Xn|>c}

< - Xllp+ [ (xlap
{|Xn|=>c}

mit A = A, (c) gilt gilt

P(A) < TE (X)) "5 1B(X),

¢ c
so dass
P(A,) < 0 fiir alle n falls , falls ¢ > ¢

Somit

/|Xn|d_.P§||X—X.”||L1+/ |X|dP

— lim sup/ | X, |dP < limsup || X — X, ||p1 4+ lim  sup / | X|dP =0,
=00 ~ n c—00 AEJ,P(A)<% A

webei wir im letzten Schritt Lemma 124 ausgenutzt haben.

“<" Wir betrachten zunichst den Spezialfall, dass ein ¢ > 0 existiert mit
(Xr) < eVk. OBdA sei X = 0 und X — 0 stochastisch. Wir miissen zeigen,
dass

| X5|| = fX;rd.P—i— fX;dP — 0 fir £ — oo,

wobei X := max(0,X) und X~ := (—X)" den Positiv- und Negativteil
einer Zufallsvariablen X bezeichnen. Mit X konvergieren auch X und X~
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stochastisch gegen Null, so dass es ausreicht, den Fall X > 0 zu betrachten
mit X < ¢VEk fiir ein gewisses ¢ > (. Sei nun € > 0, dann gilt

kafipzf Xk(fP—l—f XpdP
{Xp>=e} {X<e}

< cP(X; =€) +e,

d.h. aufgrund der stochastischen Konvergenz von X — 0

]imsup/Xde <'e,

k—oc

mit € > 0 beliebig, also die Behauptung.

X, — X in L' mittels dominierter Konvergenz. -
Im allgemeinen Fall gilt fiir ¢ > 0, dass auch die Folge der X = Xy, - 1jx,|<c}
stochastisch gegen X := X - 1y x|<. konvergiert, so dass
X, — X in L.
Die Aussage ergibt sich dann aus der Zerlegung
1 X, — X[l < [ Xy = Xl + |[Xg = Xl + [[X = X[[z2 =0

und
sup || X — Xil| = sup/ | X1|dP — 0 fiir ¢ — 0,
keN keN J{| Xy|2c}
da die Folge (X}) nach Voraussetzung gleichgradig integrierbar ist. ([l

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir das Hauptergebnis dieses Abshnitts
formulieren.

Satz 125 (AbschlieSbarkeit von Martingalen). Sei { X} ein Martingal. Dann
sind aquivalent

(1) { Xk} ist gleichgradig integrierbar.

(2) IX . s.d. X =E(Xo | Ti) . X € L.

(3) 3limy_oo Xp =: Z im Sinne der L*-Konvergenz.

Bemerkung 126. Insbesondere ist jedes beschrankte Martingal abschliefibar.
Beweis. 1 = 3. Sei {X}.} gleichgradig integrierbar

— sup E (| X;|) < oo = supE (X7) < .
kelg k

Nach dem Doob’schen Konvergenzsatz existiert fast sicher Z = limy_, X},

also auch X} — Z stochastisch. Da (Xp),ey, gler. intbar, folgt 3. mit Vitali.

3 = 1 ist die Rickrichtung von Vitali.

2 =3. Falls 2. gilt, dann ist (X})

Submartingal. Somit

Subm.
/ | X|dP < f | X oo |dP,
|Xk.| >c {|Xk|>c}=Ag

€Ty

keNoUfooy € Martingal und (| Xi[). ein

wobeil 1 |
P(4A) < EIE(IX;;I) < ;IE(IXOCI) <9
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unabhangig von k, falls ¢ > 0 hinreichend grofy gewahlt. Gemafl Lemma 124
gilt
Ve > 030 >0: f | X o|dP < € falls 6 > P(A)
A

so dass wir insgesamt schlieffen, dass

E(|Xs
Ve >03¢>0: sup/ | Xi|dP < | Xoo|dP < ¢ falls ¢ > B (1X0)

k- J{|Xk|>c} Ay

3= 2.
VAe Jp,l > k: / X;dP = f XdP
A A
Fiir [ — oo und 3.:
/Xoodpz ] XpdP = X}, = E(X« | Ti)
A A
U

Zum Schluss dieses Abschnitts geben wir noch die folgende LP-Variante des
vorigen Satzes an.

Satz 127. Sei (Xy),cy, €in Martingal. Dann sind dquivalent:
(1) supgey, E (| Xx[") < oo.
(2) Xoo = lim Xy, existiert als Limes in LP.
Beweis. 1 = 2. Nach der Doob’schen Maximalungleichung folgt fiir
Y = sup [ X| = E (Y ]?) < c(p) sup E (| X, ")
keN k

<00
Dann ist {|X.|", k € N} gleichgardig integrierbar und X} — X, f.s. Daraus
folgt mit der LP-Variante von Vitali

Xy — X in L.

3.9. Anwendung: Der Satz von Radon-Nikodym.

Definition 128. Es sei (€2, J) ein messbarer Raum und @, P zwei Mafie auf
(2, ). Dann heiit @ absolut stetig gegeniber P (Notation @ < P), falls fiir
alle A € J gilt

P(A)=0= Q(A) =0.

Satz 129 (Radon-Nikodym). Fiir zwei Wahrscheinhlichkeitsmafie Q, P auf
einem messbaren Raum (2, J) gilt Q < P genau dann, wenn ein 0 < X €
LN, T, Q) existiert, so dass

Q(A)Z/;X(w)f’(dw) VAe J.

Bemerkung 130. Die Zufallsvarible X heifit die Radon-Nikodym-Dichte von )
bzgl. P. Schreibweise X = %?g.

Der Satz von Radon-Nikodym verallgemeinert den Hauptsatz der Differential-

und Integralrechnung.
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Beispiel 131 (Hauptsatz der Differentialrechnung). Essei (2, ) = ([0, 1], B[0, 1])
und F': [0, 1] — [0, 1] mit F(0) = 0und F'(1) = 1 die Verteilungsfunktion eines
Wahrscheinhlichkeitsmafes @@ auf [0,1], d.h. Q((a,b]) = F(b) — F(a). Es gilt
dann @ < A (absolute Stetigkeit gegeniiber dem Lebesgue-Maf, wenn ein

© € L'([0,1], \) existiert, so dass

F() - F@) = | #(5A(@s)
— % s) = p(s) = F'(s).

Vor dem Beweis des Satzes von Radon-Nikodym zeigen wir zunéchst eine Hil-
fsbehauptung, wonach die absolute Stetigkeit von @ bzgl. P eine Stetigkeit
vom e-0-Typ nach sich zieht.

Lemma 132. Fulls () < P, so gilt
Ve>030 >0: P(A) <d—=Q(A) <¢

Beweis. Angenommen es ex. € > 0 : Vo > 0 : JA : P(A)

< 0,
Wihle § = S, := (3)". Damn 4, € J : P(4) < (3)",Q(4) >

A = limsup,,_, A, A = szk A;. Dann Ap N\ A fiir k — o0, Q (4y) > e
Mit St. des MaBes folgt Q(A) > ¢

Z P(4) < Z (%)k oS p(A) = 0

und Q(A) > 0, was @ < P widerspricht. ([l

Beweis des Satzes von Radon-Nikodym. Der Beweis beruht auf einer Anwen-
dung der AbschlieBbarkeit eines geeigneten Martingals. Wir definieren hierzu
die Menge aller endlichen disjunkten Zerlegungen von (2

I:={t={By,...By} C2?|Q=U,_ By, N € N}
als Indexmenge und fithren hierauf eine Ordnungsrelation ein durch
s <t & tist Verfeinerung von s.

Hiermit ist I eine (nicht total) geordnete Menge. Zur Definition einer durch I
indizierten Filtration sei

Fo=o(t), tel

die von t erzeugte o-Algebra. Wir definieren

Xf 00— Rzg, Xf(u,‘) =

mit der Konvention, dass % (B;) :=0, falls P (B;) = 0.
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Wir behaupten, dass (X;),., ein (F),.,-Martingal ist. In der Tat, betrachte
s<t,s={C;|j=1,.. N}, dann

X dP = Y | X.dP

Cj B,ct VB
B;CCy
= Y g(?)l&ﬂ’
BI'CCJ' Bi ( 1:)
= > Q(B)
B;CCy

= Q(Cj)
3 Q (C))
= /(;j 7}) (CJ) ]_(jj(fp

= f XdP
Cj

Somit ist ist [ — ¢ — X, ein nichtnegatives Martingal mit
t—=E(X)=E(X,)=Q(Q) =1

Nach dem Doob’schen Konvergenzsatz existiert dann der Grenzwert X =
lim, . X; P-fast sicher, wobei der Limes hier den Grenzwert entlang einer

beliebigen Teilfolge t,, C ¢, n € N, mit limsup,,_, t,, = F bezeichnet?.

2(Komfergenz einer durch I parametrisierten Familie von Elementen eines topologischen
Raumes.) Die Ordnungsrelation < auf [ ist nicht 'total’ in dem Sinne, dass zwei Elemente
s,t € I nicht notwendiger Weise vergleichbar sein miissen, d.h. der Fall eintreten kann, dass
weder s <t noch ¢t < s. Fiir alle s, existiert jedoch eine Majorante sVt €

sVt:={B;NC;|B; et C; € s},

(gemeinsame Verfeinerung), fiir welche s < sVt und ¢t < s v t. gilt.
Fiir eine Familie durch I parametrisierte Familie (a4);e; von Elementen eines topologischen
P tltel PoLOg
Raumes a; € E sagen wir, dass lim; . a; = ¢ genau dann, wenn fiir jede folge #; mit
- ) o -
ty /oo in I gilt, dass

li =c.
LT
Hierbei meint #, /* oc fiir eine Folge (#1,)r=n von Elementen ¢, € I, dass
tp < tpe1VE e Nund Vs € I : s <t fiir schlieBlich alle k € N.

Hinreichend fiir die Existenz von lim;_, . a; sind dann die beiden Bedingungen, dass
(1) limp_, o ¢, existiert fiir jede Folge t;, ' oo und
(2) Fir t), /oo und ' < t:Vk, dann gilt

lim a; = lim oy,.
k—oo k—oo

Denn fiir zwei beliebige Folgen t;, 7 oo und s 7 oo folgt, dass limg_o0 o, = limy o0 cvg,
durch Anwendung von (2) auf den Fall s;. < s WVt bzw. den Fall £, < sp V{5
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Wir behaupten, dass die Familie (X,),_; gleichgradig P-integrierbar ist. In der
Tat
/ | X¢|dP = / X dP
|Xt|za {|Xe|za}

Xpza

= QU{X:>a}),

und fiur o > 0

P({X;>a}) < —E,(Xy)

Mit Lemma 132 folgt, dass sup,¢; J]th}a | X¢|dP < e falls & > 1/4. Somit ist
(Xt i), ein abschlieBbares Martingal und X; = E, (X | ;).

Sei nun A € 7, dann definiere t4 := {A, A} € I
= X, =E, (X | )

f X,,dP = f XdP

3.10. Riuckwartsmartingale. Wir haben gesehen, dass ein Martingal genau
dann abschlieBbar ist, wenn es ein maximales Element im Sinne eines L'-
Grenzertes fiir wachsende Indizes gibt. Analog kann man nach der Existenz
eines minimalen Elementes im Sinne eines Grenzwertes fiir den Fall fragen,
dass man in der Indexmenge beliebig weit absteigen kann.

O

Bevor wir eine Antwort auf diese Frage geben, fithren wir der Vollstandigkeit
halber noch die hier haufig verwendete Sprechweise eines Rickwartsmartingals
ein®.

Definition 133. Eine geordnete Menge (7, <) heifit nach unten unbeschrankt,
falls fiir jedes i € I ein j # ¢ existiert mit j < i.

Definition 134. Ein Martingal (X;); auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeit-
sraum (2, (J:)ier, J, P) mit nach unten unbeschrinkter Indexmenge I heifit
Riickwdrtsmartingal

In analoger Weise spricht man dann von Riickwarts-Super- und Riickwérts-
Submartingalen. — Von nun an beschranken wir uns auf den Fall I = Z_. Hier
gibt es flir Supermartinale das folgende einfache Kriterium fir die gleichgradige
Integrierbarkeit.

Satz 135. Fiir ein Supermartingal (X, J,.), 7 sind dquivalent
Diese Bezeichnung ist genau genommen nicht nur iiberfliissig sondern auch irrefiihrend,
denn eine Umkehrung der Zeit findet dabei nicht statt, trotzdem praktisch.
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(1) sup,ez_ E(X,) <00
(2) sup,ez_ E (| Xy]) < o0
(3) (Xn),eqz ist glgr. intbar.

X =X, +2(X,) =E(X.]) =E(X,) + 2E (X)) .

Beweis. Wegen X,, < |X,,| folgt (1) aus (2). Umgekehrt gilt

Zudem ist
an. = X}: = f (Xn.) 1
mit R 3  — f(z) := —z Vv 0 ein Submartingal. Somit ist n — E (X))
wachsend, also insbesondere
E(X,) <E(X]) <E(|X[]) <o,
so dass im Falle von E (X,) < oo schlieBllich

supE (|X,,|) < supE (X,,) + 2E (| X;]) < <.

(3) = (2) folgt unmittelbar, denn eine Familie von gleichgradig integrierbaren
Zufallsvariablen ist L'-beschrinkt.
Wir zeigen zuletzt, dass (1) = (2). Da X. ein Supermartingal ist, gilt

sup E(X,) = lim E(X,) < oco.
n——00

nef_

Zu jedem £ > 0 existiert also ein k. € Z_ so dass sup,,.; E(X,) <e+E(X}.)
Hiermit konnen wir fiir n < k, abschatzen
E(X, X > 0) = E(Xu X, > a)— E (X Xy < —a)

= E(X,)-E(X.;X,<a)—-E(X,;X, <-a)

< e+E(Xy)—EX, | Xn<a)—-E(X,]| X, <—a)

< ¢e+E(X,,)—E (XME | X, < (_1') —E (XME X, < —(1) ,

wobei wir im letzten Schritt die Submartingaleigenschaft (und n < k) aus-
genutzt haben, denn {X,, < a} € J, und fir A € 7,

/ X,dP > f E (X, | Jn)dP = f X, dP.
A ' A '

A

Insgesamt gilt fiir n < k., dass

E(X,|| X, >a) <e4+E (X, ||X,]>a).
O
Korollar 136. Falls (Xy), ., ein (Ji)peq -Martingal ist, so ist bereits ab-

schliefbar in —oo, d.h. X = limy_,_~ X ewistiert fast sicher und in L' mit

EX|Tw)=X., Twi=()%

keZ_

Hieraus folgt die gleichgradige Integrierbarkeit von (X,,), ;.

Beweis. Es ist k — E(X}) = C konstant. Nach dem vorausgehenden Satz

ist (Xi) gleichgradig integrierbar, zudem existiert der fast sichere Limes X =

limy, oo X wegen der Doob’schen Uberkreuzungsungleichung. O
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3.11. Anwendung: Austauschbarkeit.

Definition 137. Eine endliche Menge X, ..., X,, von Zufallsvariablen auf (2, 7, P)
mit Werten in (£, &) heilt austauschbar, falls

Vert (X-l: Xﬂ) = Vert (Xff('l}f X(,(ﬂ))

fiir jede Permutation o € S,,.
Beispiel 138.

(1) Falls X;,i =1, ...,k i.i.d., so sind X; austauschbar.
(2) Gegeben sei eine Urne mit N Kugeln, M davon seien schwarz. Sie wer-
den nacheinander gezogen. Dann sind die Zufallsvariablen { X7, ..., X,,}

Y. 1 falls j-te Kugel schwarz
7710 sonst

austauschbar, denn

1
PC?:mJJﬁVTU)ZTT‘
(M)
Fir die Definition der Austauschbarkeit einer unendlichen Menge von Zu-
fallsvariablen fithren wir die folgenden Sprechweisen ein.

Definition 139. (1) Eine Bijektion ¢ : N — N heifit endliche Permuta-
tion, falls o[y o] = id[n oo fiir ein geeignet grofl gewihltes NV € N.
(2) Fiir eine Folge (})rew mit Werten in E und o € S, definieren wir
(7)) ken durch f = x4 fiir k < n bzw. zf =z, fur k > n.

Definition 140. Ein Folge von Zufallsvariablen (X,,), . heifit austauschbar,
falls Vert (X.) = Vert (X7) fiir alle endlichen Permutationen o : N — N.
Definition 141.

(1) f: E™ — R heiBt symmetrisch, falls fir alle X € E™:

f(X) = f(X7)
(2) f : EY — R heifit n-symmetrisch, falls (1) gilt fiir alle gilt fiir alle
oES,.
Beispiel 142.
(1) f(Xl sy Xn.) — iz:}'zl X-,;

(2) f (Xn-) = hm Supn—mc- % Zf:] Xi

Definition 143. Es sei X,, : (2,7, P) — (E,&), n € N, ein stochastischer
Prozess. Dann heifit

E=)éCcJT

k>0
mit

En =0 (f(Xy,....X,) | f: E" — R symmetrisch) C J

die o—Algebra der austauschbaren Ereignisse.
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Bemerkung 144. Fiir die vom Prozess X,, erzeugte terminale o-Algebra 7 gilt
T C &, denn

A€o (X X1, o) CE,, fallsm>n+ 1.
Daher
mJ(Xg|£2'm)CEn:>TC ﬂ = E.

mz=0 n=mng
Ny

"

v
=T

Im Allgemeinen ist ist 7 & &, denn falls #F > 2 sei B C E mit B messbar,
B # @ und B = E. Dann gilt

S = Z 1p (X,) = S ist messbar bzgl. £ aber nicht bzgl. 7.

n=1

Fiir f : EY — R und einen stochastischen Prozess (X},), mit Werten in E und
fithren wir noch die Schreibweise ein

f(X)=f(Xy,....,Xn).
Satz 145. Fulls (X}), austauschbar und f : E™ — R, dann folgt:
E(f(X) | &) =E(f(X) | £) Yo € S,
Insbesondere gilt

E(f(X)|£) = = 3 f(X).

ogESh

Beweis. Fir o € S, und f: E™ — R sei f7 : E" — R definiert als
fa(:xls T :xﬂ) = f(xﬂ'lr e ::Effu)‘
Sei nun h : E" — R n-symmetrisch und o € S, dann ist h = h?, folglich
E(f(X)h(X)) = E(f(X)r7(X))
= E(f (X7 (X))
— E (f"_l(X")}-:,.(X"))

= £ (2)h(z) - Verty. (dz)
EN N, e’
=Vert x (dz)

= E (/7 (X)h(x))

— E(f(X)h(X)) =E (f (Xf’“) h.(X)) . Yoes,
Da &" := o {h | h n-symmetrisch), folgt:
E (f (Xa) | gn) =E (f(X) | gn)
Die zweite Aussage ergibt sich nun unmittelbar, denn
n L 1 a
h:E" =R, h(-).fn—IZf ()

) O’ES::
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ist eine symmetrische Funktion, somit £ := h(X) messbar bzgl. &, und nach
dem vorausgehenden

E(g(X)f(X)) =E(g(X)h(X)) Vgn-symmetrisch.
UJ

Um einen Zusammenhang mit Rickwéirtsmartingalen herzustellen betrachten
wir einen stochastischen Prozess (X)), ., und definieren

Tn=E CT, Y., = %Zxk fiir n € N.
k=1

Y_, ist dann ist messbar bzgl. J_,.

Lemma 146. Fulls (X}), austauschbar ist, so bildet (Yy),cp e (Ti)pes -
Martingal (und daher auch auch ein (G := o (Y | | < k))rez_-Martingal).

Beweis. Wir schreiben E (Y_(,—1) | J-n) = E (¢ (X1, ..., Xp-1) | €x) mit
1 n—1
Y oy = X,
(1) n—1 ; g

so dass
1
E (Y—(n—l) | j—n) - ! Z: ¥ (Xg(l), "-:Xcr(n—lj)
" oEes,
1 1
- E?’.{- —1 Z (Xa(l} +ot XO’(:?-fl))
oS,
1 1 T
T oaln—1 Z Z \(Xgu) + ..+ Xg(n}l
' k=1 0€Sy -~

ik =( ’{":lX;)(n—l)!
1+k
1 1 mn n
= 2.2

k=1 I=1
I#£k
1 n
o ¢
n
=1
- v,

O

Korollar 147 (Starkes Gesetz der grofien Zahlen nach Kolmogorov). Sei (Xj),.
i.di.d. mit E(|X;]) < oo, dann gilt:

1

i
— Z X — E(X) fast sicher und in L.
n
k=1
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Beweis. Y_, 1= :_12;::1 Xy —Y o =E(Y ]|J ) =E(X;]| &) fast sicher
und in L' mit Y, als Riickwartsmartingal bzgl. (J ,.). Zudem ist Y, mess-
bar bzgl. 7 C £. Daher

Y o =EY o |7)=EEX,]E)]|7)=E(X;|7) fast sicher.
Nach dem Kolmogorov’'schen 0-1-Gesetz ist 7 ist trivial, so dass
E(X,|7)=E(Xi).
O

Das Kolmogorov'sche Gesetz der grofien Zahlen liasst ohne grofie Miihe nun
noch die folgende Verallgemeinerung zu.

Satz 148. Es sei (X,,),
beschrankt, dann

ein austauschbarer Prozess und ¢ : E¥ — R messbar

13

A, (@) = % Z 0(X7) = A, = A(p) fs. undin L*

) ac Sn

mat
A(p) =E(p(X) [€) =E(p(X) | 7).
Beweis. Analog wie oben gilt
An(p) =E(p(X) | &) —E(¢ | £)
in L' und fs.. Zudem ist lim,,_,o A, ist 7—messbar, denn fiir [ € N

#{o €S| {o@), a®} {1 1)}

'."1-! n—00

so dass lim,, A, (¢) nicht von Xi,...., X; abhéngt. O

Auch das Kolmogorov’sche 0-1-Gesetz lasst sich auf austauschbare Ereignisse
ausdehnen, wie wir gleich sehen werden. Hierfir benotigen wir das folgende
Hilfsresulat.

Satz 149. Fulls (X,,),, austauschbar und A € £, so existiert B € 7 mit
P(AAB) = 0.
Beweis. Fir ¢ = 14 gilt
o= hrlln A, () =: £ fast sicher |

wobei & wie oben gesehen messbar bzgl. 7 ist. Zudem folgt aus ¢ = & fast
sicher, dass £ € {0,1} fast sicher. Die Menge B := £ !(1) hat daher die
gewiinschten Eigenschaften. 0

Hieraus ergibt sich die angekiindigte Verallgemeinerung vom Kolmogorov'schen
0-1-Gesetz.

Korollar 150 (0-1-Gesetz von Hewitt-Savage). Falls (X}), i.i.d. so gilt fir
alle A € € dass P(A) =0 oder P(A) = 1.
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3.12. Exkurs: Konzentrationsungleichungen. Das schwache Gesetz der
grofen Zahlen fiir i.i.d. Zufallsvariablen (Xj)ren besagt, dass die Streuung
der ZufallsgroBe =37 | X; um ihren Erwartungswert p = E(X) fiir hinre-
ichend groBes n nahezu Null ist. Die Zufallsvariable = " | X, ist also na-
hezu deterministisch in dem Sinne, dass Abweichungen vom Erwartungswert
mit nur verschwindend geringer Wahrscheinlichkeit auftreten. — Nahezu de-
terministische Zufallsvariablen kénnen auch auf andere Weise denn als Mit-
telwerte von unabhéngigen Zufallsvariablen entstehen, und hier versucht man,
die Streuung durch sogenannte Konzentrationsungleichungen moglichst prazise

abzuschatzen.

Beispiel 151 (Mittlere Linge eines minimalen Polygonzuges fiir N Zufall-
spunkte im Einheitsquadrat). Wir wihlen N Punkte im Einheitsquadrat der
Ebene
X1,.., Xy in [0,1)% ¢ R?

unabhéingig voneinander aus. Es bezeichne L (X1, ..., Xy) die kleinstmogliche
Gesamtlange eines die Punkte { X1, ..., X } in beliebiger Reihenfolge verbinden-
den Polygonzuges (Tour durch die Punkte {Xy,---, X, }), dann beschreibt

1

J?\‘.r
die mittlere Weglinge (pro Punkt) des Punktensembles {X;,..., Xy}. Wir
zeigen am Ende dieses Abschnittes, dass Fiy nahezu deterministisch ist, denn
es gilt die Abschitzung

P(lﬁ\ —]E(E\)l > 6) § e_fN.

Insbesondere ist die Wahrscheinlichkeit einer Abweichungen der Zuflalsvariable
Fy von ihrem Mittelwert exponentiell unwahrscheinlich.

F."V —

L(Xy. ... Xx)

Der Beweis hiervon ergibt sich am Ende des Abschnitts als einfache Anwendung
der McDiarmid-Konzentrationsungleichung. Ausgangspunkt ist die folgende
Abschétzung.

Lemma 152 (Hoeffding-Lemma). Sei X eine reelle Zufallsvariable und E(X) =
0, X € [a,b] fast sicher. Dann gilt

2(bh—a)?

E (e“‘X ) <e ®
Beweis. X — %% ist konvex mit s € R. Dann:

X —a
X =ab 1— L=
ab 4+ ( a)a, o —

— ™ < ae® + (1 - a)e™
X —a b—X
_esb+

T bh—a’ b—a.e
— E (E‘.SX) S ]E(X) —a Jsb b B ]E(X) 6.%'0.
b—a b—a
o —a esb + b 54
- b—ua b—a
! sz(b—a)?‘
€ 8
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Zum Beweis der letzten Ungleichung schreiben wir

—a b
(".Sb + €5 . — 6L(h}

b—a b—a

wobei i = s(b — a) und 7 := =%, so dass

L(h) = —hn+ In(1 —n +ne").
Man rechnet nun nach, dass L(0) = 0,L/(0) = 0,L"(h) < 1, woraus L(h) <
=h? folgt. O

Bemerkung 153. Fiir das ndchste Resultat benotigen wir das Hoeffding-Lemma
in der Version fir die bedingte Erwartung, wonach fiir eine Zufallsvariable
X € [a,b] fs. und E(X|G) =0 fiir s € R gilt, dass

52 (b—a)?

E(e*X|G) <e s

Der Beweis ist identisch zum vorausgehenden.

-----

mit Start in Xy = 0 und
Vi >1 | X, — Xp1| < e fast sicher.
Dann gilt fir \€e R, ne {1,--- N}
E (e)\Xn) < e%}? S
Beweis. Durch Induktion. Fir & = 1 (mit X, = 0) ist X; € (—¢1,¢q) fast

sicher und E (X;) = 0. Die Behauptung folgt mit Hoeffding. Fiir den Induk-
tionsschritt schreiben wir

]E(e’\X“) _ E(e)uXﬂ_lez\(Xn—Xn_l})

= E(E(..)|Gn-1)

Z‘Jl

e N —
= K e/\Xn—l]E EA (Xn - anl) | g??-—l

Fir Z,, gilt:
2) Z, € (—cy,c,) fast sicher.
Mit dem Hoeffding Lemma (in der Version fiir bedingte Erwartungen) gilt

E (e)\zn | g‘u—l) S e%/\z(Cn_(_Cﬂ))Q

und somit
E ()

[
=
P

[E] o]
S
e
1
9]
m|>‘
S
S—

I
9]
b
[+
oo
=
—_—
9]
e
o
=
|
p—

[\
)
[&15%
[
ks
Q
- e

62



Korollar 155 (Martingal-Konzentrationsungleichung). In der Situation wie
oben gilt fiire > 0

-2
P(X,>e) <exp | —5e—s | -
2 =1 cj

Beweis. Wir setzen u := Z?:] c;f-} dann schlieflen wir der exponentiellen Tschebbyschev-
Ungleichung und Azuma-Hoeffding, dass

P(Xn>e) A>0 P (BI\X" > B(Ae})
< e ME (M)
< e e "
= oMk

Die Minimalstelle bzgl. A > 0 auf der rechten Seite, bzw. gleichbedeutend die
Minimalstelle von

/\2,
N T” “ e,

ist A" := =, welches eingesetzt ergibt, dass

2

P(X,>¢) <e m.
O

Korollar 156 (McDiarmid-Ungleichung). Seien Xy, ..., X,, unabh. mit Werten
inE. Sei F: Ex..xE=FE"=R, s.d firalex,., z, vy E":

F (21, ey T, Yy Tpg1s s T) — F 2y, 2) | <
Dann gilt fir die Zufallsvariable ® := F (X4, ..., X},)

2

P(|® —E(®)| > ) <2 e

RN

Beweis. OBdA ist E(®) = 0, denn andernfalls ersetzen wir F durch F := F—¢
mit ¢ = E(®). Sei G; := o (Xy,...,X;). Sei M; := E(®|G;) und M, := 0.
Dann gilt

1) (M;),_,.. ., ist G-Martingal
2) ﬂf\ = ]E(‘I’ | a (Xl, ‘..,XN)) = F(Xl, ‘”,XN) =¢
3) |ﬂ_{? — ir'l':{j_] S Cjﬂ fs.

Um die Eigenschaft 3) einzusehen, verwenden wir eine einfache Hilfsausage,
die wir zum Zwecke der Ubersichtlichkeit gesonderst formulieren wollen.

Lemma 157. Es seien X,Y unabhingige Zufallsvariablen und 7 :== F(X,Y)
eine messbare Funktion von XY, dann gilt E(Z|o(X))(w) = E; [F(X(w),Y)]
fiir P-fast alle w, wobei Y ~'Y eine unabhdngige wie Y verteilte Zufallsvariable
18t.

Die Aussage ist trivial im Fall, dass F(x,y) = 14(x) - 1p(y) ist trivial; der
allgemeine Fall folgt mit einem monotone Klasse-Argument.
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Seinun 7y, - -+, Zn eine unabhangige Familie von Zufallsvariablen mit 7Z; ~ X;
flirt =1, -- ,N. Dann gilt gemafl dem vorausgehenden Lemma

E(®|G;) = E(F(Xy, -+, Xn) | o (Xy, ..., X))
=Ez (F(Xy1,.... Xj. Zj1, -, ZN))
/ f X1 X ( '),Zj, ...,zA.v)VerthH (dsz)...VertXN(dzN).

Folglich
Mj—=M;-y = Ez(F(Xy,...,X;,Zj41,...,2n)) —Ez (F (X1, ..., X;-1, 7, ...))
= E(F(Xq,..Xj,Zjs1,...) — F (X1, ... X;.1,Z;,...))

< E||F(.)-F(.)]

< ¢
Der Satz ergibt sich nun aus der Azuma-Hoeffding-Ungleichung. [

Aus der McDiarmid-Ungleichung folgt nun direkt die eingangs gemachte Aus-
sage iiber die Konzentration der mittleren Tourlange fiir N zuféllig gewe’ihlte
Punkte im Einheitsquadrat, denn fir F(zy,--- ,zy) = L}5[;1:1 ) gilt
offenbar, dass

|F (21, oy @1, Y Tyt ooy ) — F (21, 2)| < ——.

4. BROWN'SCHE BEWEGUNGEN

4.1. Vorbemerkung. In einer Veroffentlichung aus dem Jahre 1828 berichtete
der Botaniker Robert Brown von einer unter dem Mikroskop beobachteten
zufilligen Zitterbewegung von Pollenkornern in einer Konservierungsfliissigkeit.
Es dauerte noch weitere 70 Jahre bis die ersten mathematischen Modelle
hierfiir von Louis Bachelier und Albert Einstein sowie spiter von Norbert
Wiener entwickelt wurden. Heutzutage werden diese Modelle als Brown’sche
(Molekular-)Bewegungen bezeichnet. Wir wir spéter sehen werden, handelt es
sich hierbei um zeitabhangige Erweiterungen der Normalverteilung. Brown’sche
Bewegungen treten in unziahligen Anwendungen angrenzender Wissenschaften
auf, etwa zur Beschreibung von Molekiilen oder der Ausbreitung von Warme,
oder als Modell fiir zufillige Kursschwankungen von Wertpapieren in der Fi-
nanzmathematik.

Wir beginnen mit einer axiomatischen Definition, wobei wir uns der Einfach-
heit halber auf den Fall einer reellwertigen d.h eindimensionalen Brown’schen
Bewegung beschranken. — Brown beobachtete dagegen eine Zitterbewegung
cines Pollens in zwei bzw. drei Dimensionen. Wir stellen uns hierfiir vor,
dass im raumlichen Fall die Bewegung durch unabhéngige eindimensionale
Brown’sche Bewegungen in den jeweiligen Koordinatenrichtungen entstehen,
weshalb es zunachst ausreicht, die Bewegung in den einzelnen Koordinaten
sinnvoll beschreiben zu konnen.
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In moderner Terminologie suchen wir einen stochastischen Prozess t — X, (w) €
R, w € €, in stetiger Zeitparametrisierung, welcher die folgenden Kernforderun-
gen erfiillt.

punkten sind zentriert normalverteilt, d.h.

Xiyn — Xi E v
(Standard-Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und Varianz v =
h.).

(2) Die Zuwachse von X, sind stochastisch unabhéngig, d.h. fiir eine be-

liebige Auswahl an Beobachtungszeitpunkten

0<t <...<ty
sind die Zufallsvariablen {Z,, -, Zy}

Z] = XIL — X(], ...;.ZN = XtN — XtN—l

stochastisch unabhangig.
(3) Die Trajektorien t — X; = X;(w) sind fiir P-fast jedes w stetig.

Definition 158. Sei (92, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X, : (2, F) —
R,t € R ein stochastischer Prozess. Dann heifit der Prozess (X,),., eine
Brown’sche Bewegunyg, falls er die Bedingungen (1) — (3) erfiillt. Falls zusatzlich
Xy = 0 fast sicher, so heifit (X;) eine standard Brown’sche Bewegung.

Bemerkung 159. (1) Die weiteren Eigenschaften des Wahrscheinlichkeit-
sraumes (§2, F, P) spielen keine Rolle bei der Frage, ob der hierauf
definierte Prozess (X;);>o eine Brown’sche Bewegung ist.

(2) Mit der obigen Definition wird der Begriff 'Brownsche Bewegung’ als
Bezeichnung einer Klasse von stochastischen Prozessen eingefiihrt.

Zunachst wollen wir klaren, dass wir nicht von der leeren Menge sprechen.
Satz 160. Die Klasse der Brown’schen Bewegungen ist nicht leer.

Zum Beweis geben wir im Folgenden eine explizite Konstruktion einer Brown-
schen Bewegung an, die jedoch einige Vorbereitungen hinsichtlich mehrdimen-
sionaler Gaufimafe erfordert.

4.2, Erinnerung: Gaufimafle auf dem Euklidischen Raum. Wir erin-
nern zunachst an die Normalverteilung auf der reellen Achse.

(x—m)>
Definition 161. Das MaB v, ,(dz) = \/;T—ve_%d:r; auf (R, B(R)) heiit

Normalvertedlung auf R mit Erwartungswert m und Varianz v > 0.

Aus der Warhscheinlichkeitsteorie I wissen wir, dass [ vpo(dz) = 1, [3 204 0(dx) =
m und [o(z —m)*vy,(dz) = v. — Im Fall v = 0 setzen wir v,,, = 0y, (dx)
(Dirac-Punktmafl im Punkt m € R.
Wir fithren jetzt noch die Laplace-Transformation als sehr niitzliches Hilfs-
mittel zur Untersuchung und Identifikation von Maflen auf R ein. Es han-
delt sich dabei um einen engen Verwandten der charakteristischen Funktion
(Fourier-Transformation), die wir bereits in der Wahrscheinhlichkeitstheorie T
kennengelernt haben.
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Definition 162. Es sei v ein Maf} auf (R, B(R)), dann heifit die Funktion
A, R = [0,00], A1) := / e v(dx).
R

die Laplace-Transformierte von v. Falls X eine reelle Zufallsvariable mit
Verteilunng v ist, so gilt

A1) = E(e') = Ax(t),

und wir sprechen von der Laplace-Transformierten bzw. Momenten-erzeugenden
Funktion von X.

Formal gilt A(it) = [, "™ v(dr), was der der charakteristischen Funktion
entspricht, d.h. die Laplace-Transformation und die die charakteristische Funk-
tion von v gehen aus der Einschrankung der verallgemeinerten charakteristis-
chen Funktion

Csz— I}(Z) = f emzy((f;ﬁ)
R

auf die reelle bzw. imaginédre Achse in C hervor. — Die Menge D (A,) =
{teR|A,(t) <oo} =1 CRist der Definitionsbereich von A,. Im Innern J°
von [ ist A, reell analytisch, d.h. als absolut konvergente Potenzreihe darstell-
bar. In der einer Umgebung von J° C C ist ¥ somit holomorph, also komplex
analytisch. Wegen o € J° bestimmt die Laplace-Transformierte von v die
charakteristische Funktion von v eindeutig und umgekehrt. Zusammen mit
dem Eindeutigkeitssatz von Levy fiir charakteristische Funktionen ergibt sich
schliefflich die folgende Aussage.

Satz 163. Jedes Borel-Majf$ auf R ist durch seine Laplace- Transformierte ein-
deutig bestimmt

Beispiel 164 (Exponentialverteilung zum Parameter A > 0). Es sei v(dz) =
Ae 1,50y (dz). Dann berechnen wir

A(t) = A/ e N dr < 00 = t >\,
R
d.h.

A(t) =
®) 2 sonst.

{oo falls £ > A
t—A

Lemma 165. A, (t) = E,, (™) mit X = Uy, X = JoZ +m, wobei
Z = p1-
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Beweis.

]ED,I (et\/'i_JZ-l-m.) — etrri.[ED,l (et\/ﬁZ)

1 22
tm t\/'l_}a}' -5 z,.
= € — € [ ar
Varm /]p;

20T g2 (tv9)*  (1v0)?
2 2 2 2

e tm dr

ke

1 (z=tvw)? 20
= em € 2 dre:
R

V2T
_ f‘tmiff‘
2 m R_,

2
t
— (_me“‘ UT

2

_x 2
2 2

dre

: vt

2
Bemerkung 166. Formal: A, ,(it) = "™ 2,

Beispiel 167. Falls X = v, 4,, Y = Vpy,.0,, X und Y sind stochastisch unabh..
Da*nn: X + Y = Vrrr.l-l-'m,g,t.-'l +uva

Beweis. Z ;= X +Y. Dann:

E (en‘.z) — F (et(.r-l-y))
= E (etﬂ:) E (ety)

2
et(ﬂn +ma )+ % (v14wvz2)

Definition 168. b € RY, A € R?*? symm., strikt pos. definit. Dann:

1 _{@=bA" @=b)) g

—¢ P dry, ... drg
V21 Vdet A

vpa(de) =

heifft multivariate GauBverteilung in R? mit EW b € RY Kovarianzmatrix
A e R,

iti d : . _ ) . 1 @ _{(:r—b)Al_](:z—b))
Definition 169. t € R®. Dann: A(t) = IE,,b,A (f_{(t ””)) = e fmd elt®) = ——F5——+

dx
Behauptung: A(t) = e®03(A0 - Schreibweise |[t][4 := (t, At) nene Norm auf
R?. Begriindung: b = 0,f = 0 = A(0) = E(e") = 1. Sei B so gewiihlt, dass
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BTB = A mit B als Martix bestehend aus der ONB zu (, )4 (Cholesky)

1 (A )

= A0) = ——— e 7T du

= UpA (Rd) =

E (e(t,;::})

Korollar 170.
z € R die ZV X (w) :=
Z = v, 7y,(2,A2)-

v 2?rd Vdet A JRrd

:!:=BTy det B e_<BTy-.A_1 BTy)d

vV 271'd Vdet A JRrd '
—{BBTy,A_ly}

1
= df e =AaT dy
\/2?1' d

Ilyll dy

2
Tiavdyy, ..., dya

‘2
= -7 dql / e zddyd
R R

Y

1. Allgemeiner Fall: A(t) = et03(A0 qurch quadratische
Erganzung im Int-egral‘

/ (t:c}e 2(.:. b) A Y z— b)dli
V2 \/detA Rd

1

Vi 21rd\/ det A R4

wf oltr=b) o= 5 ((x=),A" 1 (z=b)) 7.
Rd

e(t..:c)—%{;x:,r’i_lx}dx
d

I~

e(ATa:,A—lx)—%(x,A—lmd

d

€T

(ATt.-x)A—l_% (m.-x),q—'l

2

l
——

€
d

(ATE@) o1 = 5 (@) g1 = 3 (ATHEATH 41 g0 3 (AT

2
-

d

> (x,Ax)f e—%(m—ATt‘A_'(:c—ATt‘.))dw
B

1o Ay Ll A=1..
~ €32 (x,Ax) f ez (z, A" x) dx
Bd

e(t,b) 6% {x,Ax)

=

g
b2l

~

To,ATg),

Sei v ein WMaf auf RY. Dann ist v = v, 4, gdw. fiir alle
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veP(RY), dh. vist W-MaBl auf R,

(1) Interpretation: v entspricht der Wkeit, einen Punkt p € R? zufillig zu
wihlen.

(2) Interpretation: (2,7, P) = (R?, B (R?),v) als Wkeitsraum.
1. ist enthalten in 2.: Sei X : @ — R? eine ZV mit Werten in R? mit
X(w) = w. Dann gilt insh.: v als W-MaB auf R? entspricht der Verteilung
cines d-dimensionalen Zufallsvektors. Dann ist:

At) =E, (") = / el ly(dr), t € R?
Rd

Falls v = 14 (d.h. GauBmafi mit Eigenwerten b € RY, Kovarianzmatrix
A € R¥4 pos. symm.)
A(t) = eftt)+a(tAn

bestimmt dann das eind. d-dimensionale Gaumag.
Korollar 171. X als d-dimensionale ZV X : Q — R? jst vy A —verteilt, gdw.
jede Projektion
m(X)={X)eR
ist reell normalverteilt mit
E(mp(X)) = (t,b)
V(m (X)) = (t, At)

Beweis.
E (e”i(X)) - E (B{Atm)
= Ab+F(ALAN)
_ AMb A (A
Dann gilt dquivalent: m;(X) = V1Y, (,AL) - 0

Korollar 172.
T
(1) Sei N = K/) = | : | mit ny, ..., ngiid, n; ¥ v, Falls B € R> b e
ng

R9, dann folgt:
Xi = BN —+ b= Vb,BBT

(2) Falls X Z 4, X = (X3, W,Xd,)T} so sind {X7, ..., X4} unabh., gdw.
A = diag(ay, ..., aq)
(3) Falls X = v, 4, so gilt:
DE(X;) = b
2)Kov (X;, X;) = A
Beweis. 3.1) Wihle t := ¢; in A(et) mit £ > 0. Dann:
E (ee{t,X}) — ltb) 5% (t AL

Differentiation nach € an Stelle £ = 0 und Benutzung von monotoner Konver-
genz ergibt:

E2
E ((t, X)) | _o= ({t, b) + (t, At)) etOHT AL
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Dann:
E((t. X)) = (t,b)
3.2) OBdA sei b = 0. Dann zeige E (X, X;) = A;;. Wihle
t:=ce;+de;,e,0 >0
E (B{E,X}) - E (E{EX-;E(?XJ-)

eehﬁﬁbje%(to,mo)

mit ty = . Differenzieren nach £ und § in € = 0 = ¢ liefert das gewiinschte

Ergebnis. 1. Sei s = Bt
E (e(t,BN+b)) — (tJJ}IE ( '<,,.,N>)

d

_ e“*f”HIE(e”“""“)
=1
d

= e“‘b}HeS?%
=1

— by st
_ b pyesllsll?
e(t by %{s‘ &)
— elth, H(BTt,BTt)
= eltbe 3{t,BBTt)
o(t:b) o 3 (1AL
2. Fiir allgemeines A € R pos. symm., S € R? und oBdA b = 0 ist
1 _
U(],A(dﬂ?) _ d—e—<x,‘4 1I>dx
V21 Vdet A
die gemeinsame Verteilung von (X, ..., Xy), d.h. (X, ..., Xy) sind stochastisch
unabh., gdw. Vert (?) = @, Verty,, dh. (Xi,...,Xy) sind unabh., gdw
0 (X1, Xg) =0 (X7) o - 0 (Xy) mit gemeinsamen Fnk. ¢;: R = R.
In (¢ (X, ..., Hln (o (X))

Die linke Seite ist gleich (x, A~'z), was einem Polynom zweiter Ordnung
entspricht. Die Gleichung gilt gdw., falls A~! bzw. A diagonal. O]
Spater brauchen wir zwei Aussagen:

(1) Linearkombinationen von normalverteilten ZV sind wieder normalverteilt.
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(2) Zwei normalverteilte ZV X, ..., X; auf demselben WRaum (90, 7, P)
sind stochastisch unabh., also die Kov. sind paarweise identisch Null.

4.3. Konstruktion der Brownschen Bewegung nach Levy.
(1) Zuwéchse sind unabhangig.
(2) Zuwichse sind reell normalverteilt (zentriert, Varianz=Zeitspanne)
(3) t — Bi(w) stetig fiir fast alle w € Q.

Satz 173. Die BB ex. als widerspruchsfreies mathematisches Objekt.

Beweis. Konstruiere zunéichst (By),c > Hierfiir konstruiere Bjp mit D =

U,i20 D mit:
k
D, =<{—k=0,..2""!

Konstruktion von B|p erfolgt induktiv: Sei (Z;),. eine Familie von unabh.

Vo, —verteilten ZV definiert auf @ = R”, B (R”), P(dw) = [],.p v0,1(dw;)
B{] = U
Bl = Zl
auf Dy.
B1 = ! By + B 1Z
1= § ( o+ 1) + § 1
auf Di\Dy. Dann sei also Bjpn-1 definiert. Auf £ € D,\D,,;:

1 1
Bi=g (B +Bug) + g2
definiert Bjp. Beh. Bjp erfilllt die Eigenschaften 1. und 2. (Induktion):

Betrachte erst n = 0 und n = 1 mit Zuwachsen auf D;.

1 1
Xl = B% - B@ = E (Bl — Bg) —+ §Z%
XQ = Bl—B% 25[31—30)—52}’

Dann sind X; und X reell normalverteilt und E (X; ) = 0 und es folgt:

Kov (X1, X3) = E(X1Xs),

denn:
1 1 1 1
]E(X]XQ) = E([QZH_QZ%} {52-1—524)
1 1
= 37370

Also sind X und X5 unabh.. Setze fiir den ISn—1 +— n. Seien s,t € D,\D,, 4
mit

1 .
Qn—l’t—&
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Definiere

U min{w € D,41 | w > u}
u = max{w € D, | w < u}
Al .= Bg — Bﬁ
Ay: = B,—Bg
1
:>A1 = Bg— E(B:‘l‘Bf)— T;IZf
2

1

Ay = =(By+ Bs)+ FZ ~ B;
2

I3

b | =

X = (A1, Ay) € R? ist GauB-verteilt in R?, E (7) -7,

L L z+%(8£—8g)

e ol

1
E(AA) =E E(BE—B';)——M
2

—— | | —_——

=u v w Y
Dann:
E (uw) = E(u)E(w) =0
nach Konstruktion. Analog gilt E(vy) = 0
E(uy) = E(u)E(y) = 0= E(A1A5) = 0
Zudem sind Z; und Z, unabh. Dann:

E(vw) = E@)E(w) =0=E (A;A;) =0

Bip hat die gewlinschten Eigenschaften. Beweis mittels Induktion.

Beweis. 1S: (A, Ay) ist Gaull"sch. Dann gilt:
E(A1) =E(A;) =0
und
E(A1A) =0
da bereits
E(Di1D3) =0

Dann sind die Zuwichse fiir zwel benachbarte Zeitschritte auf D, unabh..
Analog fiir endl. Menge von Zuwichsen sind Ay, ..., A, unabh. Mit (u, v, w)
unabh. ist (v 4 v, w) unabh und fiir endl. Zeitschritte der Zuwichse unabh.,

d.h. falls0<t; <...<t, <1. Dann:
A;e DW\Vi=1,...k

und dann:

(Bt_“ - BI-N_L: waey Btl - B(]) ]St u]'l‘c'l-l}}l.

Behaupte dann: V (B, — B,) =t — sVt, s € D,,. Beweis wieder mittels Induk-

tion.
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Wir kénnen (By)

1c(0,1] fortsetzen durch

B _ Bt(l) fE[(}l]
"TBY, -BY te(1,2
t—1 1 : ?

mit (B,E”)

Lemma 174. X = v, ., Y = V00, X, Y unabh.. Dann:

und (Bt(z)) unabh. Realisierungen von der BB.

te[0,1] t[0,1]

X + Y = Urrr.1+'m.2,1}1+t.-'2
Beweis.

E (et(X+Y)) = E (etXetY)
= E (etx) E (e”’)
— 8tm1+%v1 f_{t???.g-l-%-vg

2
t(mi+mz)+ % (vi+v2)

= e
O
Zusatz: Falls X = v, dann:
2 2
P(|X|>¢) < e z2,c>1
(X1 > ) < —=
Beweis.
2 Rl
P(X|>¢) = —f e~ T dt
2w Je
2 %0 t2
< —= f te 2 dt
21 Je
2 12790
- A
I e
2 2
g e 2
Verm
U
Satz 175. Die BB ist ein Martingal bzgl. J, = J,7.
Beweis. Sei s < t.
E(By|Js) = E(By|o(Byu<s))
= E(B;— Bs+ B, | o(.))
= E(Bs|o(.)+E(B: — By | a(.))
B, ist J.-messbar:
= B+ E(B,—Bs|a(.))
2 B,+E(B - B,)
= B,
2) bedeutet, dass der Zuwachs unabh. ist. Die Erwartung ist dann Null, da
normalverteilt. O
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Bemerkung 176. X1, ..., X;.: f : R¥ — R* messbar und invertierbar.

Yi
?zf(Xla“’an)z .
Vi
Dann:
O'(Xl, ‘”,Xk) =ag (Yl, Y}‘)
Hier: By, ..., B :
a (_lBtNT “'1-831) =T (BtN — BtN_“”.,Bt] — Btu)
X1

X Xo— X,
A

Xy :
N Xy — Xy

Definition 177. (X;),.;; X, : Q — R stoch. Prozess. Sei J = (ji,

el

eine endl. TM.
XJ'L ()
X,0)= : ]:Q=RY
XjM ()
ist messbar. Dann:

PXJ- = Vert, (XJ’)

cdm) C I

ist W-MaB auf RM. (Py 2) et endl. Familie der endl.-dim. Verteilungen des

Prozesses (X;),c;.

4.4. Gauss-Prozesse.

Definition 178. (X;),., heifit GauB-Prozess, falls die endl. dim. Verteilungen

von X multinomial Gauf} “sch sind.

Bemerkung 179. Das W-Maf (X;¢;) auf R’ = {w | w : I — R} ist bereits durch

die endl. dim. Verteilungen von (X)) ied festgelegt.

Satz 180. (Charakterisierung der BB als Gauf-Prozess) t — By ist eine BB,

gdw.:

(1) t — By ist stetig.
(2) (Bt),ep ist ein GauB-Prozess mit

Kov (By, B;) = min(s, t)
und
E(B;) =0
Erinnerung: Z € R? heifit GauBlverteilt, falls

ngm?fl

mit A als Kovarianzmatrix und 7 € R als Vektor der Erwartungswerte.

(X, Xj,,) =Z € RM
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Dann:
E (X;,)

= : A= (Ay)
E (Xj,)
mit 4,, = Kov (X i X j;,)- Fiir die Beschreibung eines Gaufi-Prozesses benotigt
man:

m:I =R, i—E(X))
die Erwartungsfunktion und
K:IxI—=R,(ij) — Kov (X, X))

die Kovarianzfunktion.

Beweis. Die Stetigkeit der Trajektorien wird in beiden Seiten gefordert. Z.z.
ist dann: 2) <= Zuwiichse von (B;) sind normalverteilt und unabh.. Zur

Riickrichtung: Sei 7 = (Byy, ..., By,) normalverteilt, denn (Bt,\, — By yy oy By, — Bto)

? i1st Vektor von unabh. normalvert. ZV. Dann:
7 =1%
ist also wieder multinomial Gauf3-vert..
m(t) :=E(B;) =E (B, — By) =0

also ist m eine Nullfunktion.

Kov (By, Bs) E([B; — E(By)][Bs — E(By)])

= E(BB)
— E([B,— BJ)B,) +E (B
= E([B; — Bs] [Bs — By|) + E ([BS — Bg]z)
= E(B:— By)E(Bs — Bo) + s
= 5
= min(¢, s)
= K(t,s)

Die Umkehrung folgt aus der Cholesky-Zerlegung. O

Beispiel 181. I = R, X, := B;,t — B; BB. Dann K(i7,j) € R die Kovari-
anzfunktion und m(i) € R die Erwatrtungsfunktion mit

K(i,j) = Kov (X;, X;),m(i) = E(X;)

K:IxI—R, m:I— R entspricht den endl. dim. Verteilungen (X;)
durch K(.,.) und m(7) eind. best. sind.

ier die

Bemerkung 182. K(.,.) ist symmetrisch und pos. definit im dem Sinne, dass
fiir alle J C I endl. und € € RY) gilt:

Z ‘Ekk(k:\g)rgﬂ 2 0
kiled



denn 7 =3, X;& € R, Dann:
V(Z) > E((Z-E(2))?
~ (2

(g fe)

ket leJ
= Z: E (£&:£X: X))

kleJd

- Z & Kov (X, X))

kiled

0

[V

Satz 183. Sei I eine Indexmenge und m : I — R eine Funktion und K :
I x I — R pos. definit im Sinne der letzten Bemerkung. Dann ex. ein
Gauf-Prozess (X;),c; mit Werten in R mit der Erwartungswertfunktion m und
Kovarianzfunktion K. (Es ex. (Q,J,P) W-Raum und (Xi)jer mit X; : Q - R
ZV fir allei € I, s.d. (X;) Gauf-Prozess mit m und K ist.

Beweis. Erinnerung (kanonischer Pfadraum) I Indexmenge (“Zeitparameter”),
) = {w:I— R} = R* (Menge der Abbildungen von [ nach R), X; : Q —
R mittels X;(w) = (wi),c;, s.d. eine Projektion w; = prj(w) ex., J =
a (XJ Q-RYI|JCT endl.) Wir wollen nun ein geeignetes W-Mafi P auf
diesem Raum (€2, J) ermittlen. Betrachte dazu den Halbring der Zylinder-
mengen

Z:{RX...XRXAilXRX...XRXA?;QX...XA ><]R><...}

i.7]

mit A4;, € B(R) fir ke J = {il, . ?f-|,,v|} C I endl. und dem Inhalt:

Py (R X X R X Ay X x Ay X R X ) = VU, K, (Ail X .. X Ai|.;|)

~

eﬂgl-fl
wobei v, k., dem Gauf-Maf3 im RI/I entspricht mit dem Erwartungswert m ;=
(m (i1)y....m (a’m))T und Kovarianzmatrix K; = (K (i, 3k))1gf.kg|.f| (pos. definit).
FPy(Z) ist damit wohldefiniert fiir alle Z € Z unabh. von der genauen Darstel-

lung von Z. Daher ist P, ein Pramaf, also ex. eine eind. best. Mafifortsetzung
P von Z auf J nach Caratheodory. O

Bemerkung 184. P = 7 lim|j ;o ¥, k,” ist der inverse Limes, was der Kon-
struktion eines unendl. dim. Objektes unter Verwendung seiner endl. dim.
Projektionen entspricht.

Definition 185. Zwei Prozesse (X;),.; mit X; : € — R und (Yf;)ie‘, mit
Y; : @ — R heifien dquivalent zueinander, falls ihre endl. dim. Projektionen
identisch sind. D.h. fiir alle J C I endl. gilt:

Vert (X ) = Vert (Y})
als W-MaBe auf RV!.



Damit erhalten wie Aquivalenzklassen von stochastischen Prozessen. Einen
Reprasentanten einer solchen Aquivalenzklasse wollen wir Modell nennen. Falls

beispielsweise 0 = R, X; := pr;(w) sind, so spricht man vom kanonischen
Modell. Umgekehrt: (Yi)ier Y - 0 — R induziert eine Pfadabbildung @ —

(Yi(©))ier € R’ = Q. Dann ist Y. : Q — Q = R’ eine messbare Abbildung
(fz,(]) — (2, 7). Dann wird ein Bildma$ induziert: P 5L p= Vert s (Y.).

Dann ist ((Q, J. ﬁ)) X, Q=R X, = pri(w)) ein abgeleitetes kanonisches
Modell. Zudem ist nach Caratheodory jedes W-Mafl auf dem kanonischen
Pfadraum durch seine endl. dim. Verteilungen festgelegt.

4.5. Invarianz der Brownschen Bewegung unter Transformationen.

Satz 186. Fulls (B.) eine BB mit By = 0 1st, so auch (B — By),~q, (—Bi);=g
und t — c¢B_ fir ¢ >0, sowie: - N

0 =0
X; =
‘ {t—B% t>0

Beweis. 1) Die endl. dim. Vertielungen von (B, — By), sind Linearkombi-
nationen von endl. dim. Verteilungen von B;. Also ist auch (B, — By) ein
GauBscher Prozess und zeitstetig, da (B;) zeitstetig. Weiterhin gilt:
Kov ([B'u.—i—s - Bs] 3 [B:r'-l—s - Bs]) = Kov (Bt.-.+$: B‘!’-I—.s‘) — Kov (B'f'+.51'5 Bs)
—Kov (By,+s, Bs) + Kov (By, By)
= min(u+s,7+s) —min(r +s,s)
—min(u+s,s)+ s
= min(u+7r)+s—s—s+s=min(u,r)
2) ist klar.
3) Start in 0, gauBlsch und zeitstetig und
K N B — 2o t s — .
ov ((,Jc_tf?(, :sg) =cmin{ -, 5 )= min(t, s)

4) Start in 0, t — tB1 stetig in R.g, gauBsch fiir ¢ > 0 und
t

11
Kov ('u- -Bi,r- B;) = wrmin (—? —)
T T T_L r'r-

ur
max (u,r)
= min(u,7)

. 0 t=0
—>
tB% sonst
stetig in ¢ = 0. Es ist (B}),cq+ wieder gaufsch (mit Q7 als Parametrisierung.
Dann ist (Xi);cq+ gauBsch. Weiter gilt fiir alle @ € QF endl. ist (B),.q

Dann ist

gauBsch (und somit auch (X:),. ) jeweils mit Kov(s, t) = sAt, d.h. Vert ((Bi):ec;)) =

T



Vert ((Xt)teQ) als MaBe auf RI?/. Unter Anwendung des inversen Limes folgt:
Vert ((Xt)te@—) = Vert ((Bt)tEQJr) als W-MaBe auf R®" = {w | w* : Q. — R},
d.h. falls A € RY" messbar, dann gilt:

P((Bt):e@+ € A) =P ((Xﬂ):eQJr € A)
(typische Mengen aus dem Pfadraum sind Zylindermengen: A = {w € Q7 | wy, € I1,wy, € L2}
Wegen der Stetigkeit von ¢ — B; folgt:
P (lmB, =0) =1

10
wobei A = {w |w: Q" - R | imy ,gw(t) =0,t € QT}, gdw.
P(X.|Q+ € A) =1
s.d.
lim X;(w) =0
t—=0
P-f.s. fiir t € Q. Dann gilt:
lim X;(w) =0

t—0
P-f.s.. Damit ist (X;),., eine BB als stetiger GauB-Prozess mit der Kovarianz-
funktion I'(s,¢) = min(s,t). O

4.6. Die Brownsche Bewegung als Markov-Prozess. Wir beginnen diesen
Abschnitt mit einer langeren Vorbemerkung tiber die Moglichkeit, die Brown’sche
Bewegung in einem beliebigen (bzw. zufillig gewihlten) Punkt x € R starten
zu lassen.

Es sei (B;) eine standard Brownsche Bewegng und = € R, dann definieren wir

Bf =+ B,

als “Brownsche Bewegng mit Start in x € R”. Der Prozess t — By, t > 0, ist
dann tiber die folgenden Eigenschaften charakterisiert:

- stetige Trajektorien

- Zuwichse unabh.

- Zuwachse normalverteilt und Varianz entspricht den Zeitschritten

+ Start in @ : B = x fast sicher.
Wir betrachten ferner F, := Vert(B) (Pfadmafl auf dem kanonischen Pfadraum
0 = R, induziert durch die Standard-BB), welches durch Festlegung auf
Zylindermengen Z € Z der Form

Z= () P'Z(IL;)cQ
i tn

eindeutig bestimmt ist durch
PO(Z) - P(Btl € IN:\"':BtN € IN)

Entsprechend erhalten wir P, als das Pfadma$ auf 0 = R, das von (BY}),-,
induziert und eindeutig bestimmt ist durch best. durch: -

PJ‘(Z) - P(thl € I'[,...,B:;, -~ IN)
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Ingesamt erhalten wir somit Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien R x F —
[0, 1] mittels x x A — P,(A) wobei F = B (Rsq) als W-Mafle auf dem Pfadraum
(UF=0(Z|Z e Z)) mit x — P,(A) ist stetig (also insb. messhar), A € F
und A — P,(A) ist ein W-Maf} auf Q.

Schlieilich konnen wir nun die Brownsche Bewegung auch in einem zufillig
gewihlten Punkt x € R starten: Sei hierzu v ein W-Maf auf R entspechend der
W-Verteilung fiir einen zufillig gewihlten Startpunkt. Dann ist die Mischung

P,(A) =/RPX(A)D((E:L’)

wieder ein Mafi auf dem kanonischen Pfadraum (2, welches dem Pfadmaf} einer
Brown’schen Bewegung mit zufilligem Startwert entsprechend der Startverteilung
v entspricht.

Sei (Xi)59 : € — R der Koordinatenprozess auf €2, d.h. X,(w) = w(?).
(2, F,P,),(X;). Dann hat (X;) unter als reellwertiger Prozess, definiert auf
dem MafBiraum (2, F), die folgenden Eigenschaften

t— X, ist stetig P,-fast sicher
t— Xy hat unabhangige normalverteilte Zuwachse
Vert (Xo) = v

Der Spezialfall einer deterministisch im Punkt = € R startenden Brown’schen
Bewegung entspricht dann der Wahl von v = §,.

Der folgende Satz zeigt die Markov’sche Struktur der Brown’schen Bewegung
auf. Im Unterschied zu Markov-Ketten sind hier jedoch sowohl die Zeitachse
als auch der Zustandsraum kontinuierlich, d.h. R>q bzw. R.

Satz 187. (Markoveigenschaft der BB) Sei (B,),-, eine BB mit entsprechend
v und A € B(R). Dann gilt fir 0 <t; < -+ <t

E, (lA (B:ﬂ_l) | o (By,. ..., an)) = Pp, (Xz,lH—t.“ S A) fast sicher.
Bemerkung 188. (1) Nach dem Faktoriserungslemma fiir die bedingte Er-

wartung erwartet man ganz allgemein fiir die linke Seite in der obigen
Gleichung eine Zufallsvariable der Form

Ey (IA (Btrw—l) | U(Btoa'“!Bi‘.n)) = F(Bﬁo, ---:Btﬂ)

mit einer gewissen messbaren Funktion F' : R"™ — R. Die Identitat
oben besagt jedoch, dass sich diese Zufallsvariable in der Form

F(B,,) mit F:R—R,F, =P, (X,,,-1, € A)
darstellen lasst. Insbesondere gilt also
]EV (IA (Bf,n__l) | a (Bf-f]! ---:Btn)) = ]Ev (IA (Bf,n__l) | a (Btn))

Das ist das Analogon zur Gedachtnislosigkeit von Markov-Ketten.
(2) Im Spezialfall fir f: R — R messbar erhalt man, dass

EV (f (Bin+1) | O—(Bto: "':Btn)) - ]EBtn (f (th+1*tn)) :

Beim Beweis von Satz 187 benuzten wir das folgende elementare Lemma.
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Lemma 189. Fur (2,7, P), X,Y : Q — R Zufallsvariablen ist
Z:=Ep(X|o(Y))
emndeutig bestimmt durch die Figenschaft
Ep (Xg(Y)) =E(Zg(Y))
fiir alle g : R — R beschrankt messbar.
Beweis. “="
Ep(Xg(Y)) = Ep(Ep(Xg(Y)|o(Y)))
= Ep(Ep(9(Y) [o(Y))g(Y))
“«<” Wihle g in der Menge {14 | A € B(R)}, ga(Y) = 1y-1(ay € o(Y). O

Beweis von von Satz 187. ObdA (via monotone Klassen) geniigt es zu zeigen,
dass

E, (f(Bth) 90 (Biy) - oo gn (By,))

- -[EV (IEBtn (f (Xin+1—fn) o (Bto) Tt n (Bin)))
fir alle gg, ..., g, : R™ — R beschriankt messbar. Die linke Seite gleicht

Ey,z (f (z + Bi‘-n)gﬂ (Bto) T On (Btn))

mit einer unabhangigen Zufallsvariablen Z ~ vy . 4, .

E, (Ez (f (z + Bt.)) 90 (Bo) - .- - gn (Bt,))
= E, (Eg,, (f (Xtns1-t.)) 90 (Bi) + - g (By,))
= rechte Seite.
(]
Bemerkung 190 ((Brownsche) Halbkruppe von Markov-Kernen auf R). Fiir
s> 0und z € R ist
P‘B (:L': )
ein W-Maf3 auf R.
Pu(2,A) = Po(X.€A)
Vert (B [A]

_ fLL
\/ﬁ .

(x,A) = Pi(x, A)
ist (bei festgehaltenem A) stetig in x, somit also insbesondere messbar und (bei
festgehaltenem z) ein W-Mafl auf R. P,(.,.) ist ein Beispiel eines sogenannten
Markov-Kerns auf dem Zustandsraum R.

Die Abbildung

5. ZEITSTETIGE MARKOV-PROZESSE

Wie gesehen ist die Brown’sche Bewegung ist ein Markov-Prozess in kontinuier-
licher Zeit und einem kontinuierlichem Zustandsraum. Ausgehend von diesem
Beispiel soll nun die Konstruktion von allgemeinen Markov-Prozessen in kon-
tinuierlicher Parametrisierung besprochen werden.
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5.1. Markov-Kerne und Faltungshalbgruppen.
Definition 191. Es sei (F, £) ein messbarer Raum, dann heifit eine Abbildung
K:Ex&—[0,1],

so dass

A— K(x,A) ist ein W-MaB auf(F, )
ein Markov-Kern auf (E, £).

{:r; — K(x,A) ist messbar VA€ &

Bemerkung 192. K(x, A) wird hiufig interpretiert als eine Wahrscheinlichkeit,
von einem Punkt x € E in eine Menge A € £ zu springen. Falls £ C N diskret
ist, entspricht K einer Ubergangsmatrix vermoge K (x,{y}) = K.

Die Hintereinanderausfithrung von zwei Spriingen entspricht der folgenden Op-
eration.

Definition 193. Die Faltung von Markov-Kernen: K(.,.), L(.,.):

(K-L)(x,A) = fRK(:I:,d::)L(z,A)

Zum besseren Verstiandnis fithren wir hier noch den Begriff der Faltung von
zwei WahrscheinlichkeitsmaBlen ein, der bei Summen von unabhéingigen Zu-
fallsvariablen natiirlich aufritt.

Definition 194. i) Es sei v ein Borel'sches W-Mafl auf R und x € R, dann
heiit v, (A) := v(A — x) die z-Translation von v. (Hierbei bezeichnet A —x :=
{a — z,a € A} die Menge, die durch Verschiebung von A um x nach links
entsteht.)

ii) Fiir zwei W-MaBle pi, v auf R heiit das W-Mafl

(nxv)(A) = fvx(A),t.s(d:x)? A e B(R)
die Faltung bzw. das Faltungsprodukt der Maflie p und v.

Die Bedeutung des Faltungsproduktes ergibt such aus dem folgenden Sachver-
halt

Lemma 195. Falls X ~ p und Y ~ v unabhaangige reele ZVen sind, so gilt
fiir die Summe
Z=X+4+Y ~ (u*v)

Bemerkung 196. Die Faltung und das obige Resultat lassen sich unmittelbar
auf den vektorwertigen Fall, d.h. wenn etwa p und v W-MaBe auf R? sind,
erweitern.

Beweis von Lemma 195. Es sei f: R — R beschriankt messbar, dann
E(f(Z)) = ExEy (f(X+Y))
Ex (]EY (X + Y))

- f Ey (/(X +Y)) u(de)
= f/ f(Z)Vert xyy)(dz)p(dz)
* sl



mit

Vert(Xer)(A) = Plx+Y € A)
= P(YeA—x)
= v(A—x)
= v.(A).
Folglich

B(f(2) = | f £ (2w (d2) 1, ()

- [ (fsoar

- f F(2)(x ) (dz)

Korollar 197. (p*xv) = (rxpu) = Vert( X +Y) = Vert(Y + X)

Die Faltung zweier Mafle ist eine Verallgemeinerung der Faltung von Funktio-
nen aus der Analysis, an den wir hier erinnern wollen.

Definition 198. Seien g,h : R — R gegeben. Dann:

(g h)(z) = fR gz —y)h(y)dy
Falls pu(dx) = g(z)dx und v(dz) = h(x)dx, dann:
(pxv)(de) = (g* h)(x)dx

Man macht sich leicht klar, dass fiir die Faltung zweier absolut stetiger W-Mafle
p(dx) = m(zx)dz und v(dz) = n(z)dr gilt, dass (u* v)(dz) = (m*n)(z)dz.
Definition 199. Eine Familie (vs),., von W-Mafien auf R heifit Faltungshal-
bgruppe, falls (vg * ;) = vy, flir alle s,t > 0 gilt.

Definition 200. (f;),., Familie von Funktionen auf R heifit Faltungshalb-

gruppe, gdw. (fs* fi) = fore-
Beispiel 201.

(1) GauBische Faltungshalbgruppe:

lc|5-3 R

1 -2
fulwy = { e T
oolgy(z) ,s<0

denn: fi(z)de = vy s(de) = X, fi(z)dr = vy(de) =Y. Dann:
Z= X4V = (f fo)()dn = fupu(e)da

(Hierbei verwenden wir unsere Kenntnisse itber Summen von unabhéingigen

normalverteilten Zufallsvariablen (sieche WT I).)
(2) Cauchyverteilungen:
a 1

—
T o+ 22
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WMafl auf R. Dann ist (7,),., eine Faltungsgruppe von WmafBien auf
R (Beweis: siche Ubungen.)
Die Faltung zweier Markov-Kerne (K * L)(z, A) gibt die Wahrscheinlichkeit
an, in einem zweifachen Sprung von x in die Menge A zu springen, wobei der
erste Sprung zufallig gemafl K und der zweite Sprung zufillig gemafl L erfolgt.
Analog zur Sprechweise fiir Mafle kann man nun auch den folgenden Begrift
einfiihren.
Definition 202. Eine Familie (K(.,.)),-, von Markovkernen heifit Halbgruppe

von Markovkernen, falls
([\,_‘,- * [{t) = I(,,-_H

Dieser Begriftf verallgemeinert den von Markovketten bekannten Zusammen-
hang, dass pm) . pn) — p(n+m)

Jede Faltungshalbgruppe von W-Maflen auf R erzeugt eine Halbgruppe von
Markovkernen wie folgt.

Satz 203. Falls (v,),., Faltungshalbgruppe von WMaflen auf R ist, dann
definiert
Ky(z,A) = v(A-x)

eine Faltungshalbgruppe von Markovkernen.
Beweis.

(Ks = Ky) (2, A) = -[ER K (x,dr)K,(z, A)
_ f vs(dz — x)(A — 2)
R
_ /uﬁ.(dz)ut(/—l —(z+12))
R
= /[;yb.(dz)ut((fl —r)—2)

A

= (vs*1y) (4)

= Vsit (‘51)

Vs—l—t(A - 'T")
= Kz, A)
tJ

5.1.1. Konstruktion von zeitstetigen Markov-Prozessen durch Inversen Limes.
In diesem Abschnitt wird nun eine Faltungs-Halbgruppe (K(., .))s~0 von Markov-
Kernen auf R fiir die Konstruktion eines Wahrscheinlichkeitsmafies auf dem
kanonischen Pfadraum Q := R! mit I = R-¢ genutzt. Die Grundidee ist
dieselbe wie schon im Fall von Markovketten, bel der man zunichst einen
Inhalt auf der Menge der Zylindermengen definiert. Man prift anschlieBend
die Wohldefiniertheit dieses Inhaltsbegriffs, sowie in einem letzten Schritt die
Pramafeigenschaft. Die Existanz und Eindeutigkeit eines hierdurch festgelegten
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Wahrscheinlichkeitsmafes folgt dann durch Anwendung des Satzes von Caratheodory.
Es folgen nun die Schritte im Einzelnen.

1) Definition eines Inhalts auf den Zylindermengen. Es sei ein Punkt © € R
(als "Startpunkt’) fest gewéhlt.

Seinun £ € Z ¢ 2“ eine Zylindermenge im kanonischen Pfadraum, d.h. eine
Menge Z CR >0 der Form
=

(4) Z={wecRF0 |y, €A i=1,... N},

wobei 0 <t <--- <tyund A; € B(R),i=1,..., N vorgegebene Beobach-

tungszeitpunkte bzw. Beobachtungsmengen sind.

Fine Trakektorie w. gehort damit zur Zylindermenge Z genau dann, wenn sie
die Folge von 'Fenstermengen’ A; C R, i € 1,...,N in den aufeinanderfol-
genden Zeitpunkten 0 < t; < f5--. < tn durchliuft. Entsprechend unserer
Vorstellung, dass die Familie der Markovkerne K(.,.) die Wahrscheinlichkeiten
fiir Uberginge der Form P(X;ia; € A|X; = ) = Pas(2, A) beschreibt, ergibt
sich der folgende Ansatz fiir die Wahrscheinlichkeit, eine zur Zylindermenge Z
zugehorige Trajekorie zu beobachten wie folgt

P.(7Z) = ] Kh(a:,d:r-l)/ Ky, o (x1,dzs) . ..

(5) r1 €A1 w2EA2

v / KtN_1—tN_g (xN—2! dm.-’\r—l)I{tN—tN_l [J"N—la AN)‘
TN_1EAN_1

Hierbei verwenden wir (im Sonderfall, dass t; = t;;1) die Konvention, dass
Ko(z,A) :==06,(A) = 1a(x).

Ky ist der Markov-Kern, der das deterministische Verharren im jeweiligen Aus-
gangspunkt eines (somit ausbleibenenden) Sprungs beschreibt. Man macht
sich schnell klar, dass hierdurch die Faltungshalbgruppe als (K)o fortge-
setzt wird, d.h. insbesondere gilt Ky * K; = K, fur alle ¢t > 0.

2) Wohldefiniertheit des Inhalts P, auf den Zylindermengen.
Man beachte, dass die Darstellung von Z in (4) nicht eindeutig ist. In der Tat,
fiir jede Verfeinerung J = {t|,....,t},} D I := {t1,...,tx} von (Beobachtungs-

)Zeitpunkten und (Fenster-)Mengen A', ... A}, gilt ebenso

Z={weR™ |wy€Ajj=1,... M}

sofern gewahrleistet ist, dass A} = A;, falls ¢} = ¢; bzaw. A’ = R fiir alle j mit
the T\T

Zum Nachweis, dass P,(Z) durch die Vorschrift (6) dessen ungeachet wohldefiniert
ist, beschranken wir uns hier der Einfachheit halber auf den Fall, dass M =
N+1mit J={t; <...ty <7 <ty <tioo--+ < ty} und der Folge von
Fenstermengen Ay, Ay, ..., AL, R A, ..., AN

Die Anwendung der Vorschrift (6) liefert in diesem Fall den Ausdruck
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Px(Z) :/ A 1[(h(:r"!dla’:l)/& 4 I(i‘.Q—tl(lE]!dlEZ)”'] th{_l_t{_2($5_2,dxg_])
Tr1EA] TaEAg

Tp_1€A

f Kt:—t:_L(-"EI—hd:‘:I)f K., (:r:g,d..z)/ Ky (2. dxyg)

T €A zeR T 41 EAI41

f Rt;_z—tg_l(:£l+11 dfﬂﬁ_|_2) ne 'f -Rt‘.\r_l—tlw_g(:I:N—Q:d"rN—].)}{tN—t)\:_l (:L.N—lﬂ Af\-'
T4 0€A Lo rny_1EAN

Hierbei ist nach Definition der Faltung von Markov-Kernen

/ Kr—t;[xls dz)Kt;‘l—T(zi d$£+1) = (R’T—t; * Kﬁj_l_l—'.l') (xia dxH—'l)
z€R

= ).I(t{_'_l i (xh dxi—l—l)!

wobei wir im letzten Schritt die Halbgruppeneigenschaft der Familie (Kj)>o
ausgenutzt haben. Durch die Vorschrift (6) ist P.(Z) also wohldefiniert.

3) Pramafeigenschaft und Anwendung des Fortsetzungssatzes von Caratheodory.
Fiir die Anwendung des Satzes von Caratheodory zur Fortsetzung des Inhaltes
P, auf Z zu einem Maf} auf der von Z erzeugten Sigma-Algebra F = a(Z)
fithren wir jetzt noch eine Sprechweise ein, die den von uns eingeschlagenen
Weg zur Konstruktion eines Wahrscheinlichkeitsmafies auf einem unendlich-
dimensionalen Produktraum R’ mit einer beliebigen Indexmenge Z system-
atisiert. — Die uns bereits aus der W-Theorie I bekannten Konstruktionen
von Modellen fiir unendliche Folgen von unabhéangigen Zufallsvariablen fallen
passen dann ebenfalls in diese Systematik genauso wie die unser Existenzresul-
tat fiir diskrete Markovketten zu gegebener Startverteilung A und Ubergangsmatrix
P.

Sei nun Z eine solche feste beliebige Indexmenge und €2 := R? der zugehorige

Pfadraum sowie F := o(Z) C 2% die von den Zylindermengen Z erzeugte
Sigma-Algebra, wobei
0D Ze€Z:wTiy,....in€L,AEBMR)i=1,...,N:Z=nm " (Ag).

Hierbei bezeichnet 7; : RT —» R, w = ((A}'j)jel' — w; die Auswertungs- bzw.
Koordinatenabbildung zur Koordinate i € Z. Allgemeiner haben wir fiir jedes
Paar von Teilmengen K C J C Z die Projektionsabbildungen

?Tg ‘R — RK, (wWi)ieg = (wi)ieks

wobei wir den oberen Index J nicht schreiben wollen, falls 7 = Z, so dass also
T = Ty

Eine Menge Z C R’ ist somit eine Zylindermenge genau dann, wenn es eine
endliche Teilmenge I C Z und Borelmengen A; C R, i € I gibt, so dass
Z = w7 (A; x --- Ay). Entsprechend list sich die Definition (6) in der Form
schreiben
Pu(Z) = P{(Ay x --- An),
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wenn P; das Wahrscheinlichkeitsmafl das durch

(7)
P;(Al X "'AN): / Ktl(il?,dx])/ Kt?_tl(xl,dxg).‘.
r1€A,

ro€As

/ Kiy v o(@n_oden_1) Kyt (tn_1, AN).
Ty _1€EAN_1

Die Familie der Mafie (P_;r ) IR, it nun konsistent in dem folgenden Sinne, sie
mit der Familie zugehorigen Projektionen vertraglich ist

Definition 204. Es sei Z eine Indexmenge und zu jeder endllichen Teilmenge
I C T sei ein W-Maf ji; auf R? gegeben. Dann heifit die Familie (p;) 1CT. Iendlich
konsistent, falls fiir alle J C I gilt, dass (7}).pr = p.

Beispiel 205.

i) Schaut man sich die Diskussion zur Wohldefiniertheit vom Zylindermafl P,
auf Z noch einmal an, sieht man, dass dort in der Tat P;(A-l X X Ay) =
P/(A; x -+ x Ay x Rx Ajyq X -+ - Ay) gezeigt wurde, wobei T = {t,...,tx}
und J = I U {7} mit t; < 7 < t;41. Dies ist aber gleichbedeutend mit der
Aussage, dass (77).P;] = P!, was man leicht auf den allgemeinen Fall J C I
verallgemeinert. Die Familie (P);cg., ist somit konsistent.

ii) Ein anderes Beispiel einer Konsistenten Familie von Wahrsheinlichkeits-
mafen fiir Z beliebig entsteht durch p;(dx;,,...,dx;,) = @5 u(dr;,) (N-
faches ProduktmaB, I = {iy,...,ix}), fiir die spitere Konstruktion einer
durch i € Z parametrisierten i.i.d. Familie von Zufallsvariablen mit Verteilung
X ~ 1.

Der folgende Satz zeigt nun, dass eine Familie von W-MaBlen (ji5);c7r im
Sinne der Definition 204 genau dann konsistent ist, wenn sie aus den endlich-
dimensionalen Verteilungen eines eindeutig bestimmten Wahrscheinlichkeits-

mafes pr auf (RT, F = o(Z)) besteht.

Satz 206 (Kolmogorov'scher Konsistenzsatz). Sei Z eine Indexmenge und
(1) 1c 1.1endticn €ine konsistente Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen im Sinne
der Definition 204. Dann existiert eine eindeutige Fortsetzung ur als Wahrschein-
lichkeitsmaf auf RT von dem durch

wW(Z) = pur(Ay x ... x Ay), Z=n;"(A; x-- Ay)€Z
festgelegten Inhalt auf den Zylindemengen in R*.

Beweis. Die Konsistenz der Familie (1) liefert zunichst, dass der Inhalt p(2)
fir Z € Z durch die obige Vorschrift wohldefiniert ist. Die Existenz und
Eindeutigkeit einer Fortsetzung von p als W-Maf§ auf der von Z erzeugten o-
Algebra folgt aus dem Fortsetzungssatz von Caratheodory. Hierzu muss man
jedoch tberpriifen, dass p die PramaB-Eigenschaft hat. Hierzu gentigt es, die
“Stetigkeit von oben® fiir p zu zeigen. Diesen Beweis hatten wir im Falle,
dass Z = N bereits in der Wahrscheinlichkeitstheorie I gefiihrt, vergleiche dort
den Beweis von Satz 2.11. Dieser Beweis fiir beliebige Indexmengen Z ist
identisch. 0

Bemerkung 207. Aussage und Beweis vom Kolmogorov'schen Konsistenzsatz

bleiben giiltig, wenn man R durch einen metrischen Raum (FE,d) ersetzt,
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welcher vollstindig und separabel ist, d.h. eine abzahlbare dichte Teilmenge
enthélt (d.h. wenn (E,d) ein sog. 'Polnischer Raum’ ist).

Offensichtlich ist gilt schlielich fiir die von den Zylindermengen erzuegte o-
Algebra F = o(Z) = o(ws, s > 0). Wir halten als Zwischenergebnis somit das
folgende fest.

Satz 208. Es sei (Ky(.,.))s>0 eine Halbkruppe von Markov-Kernen auf R,
dann existiert zu jedem x € R ein eindeutig bestimmtes W-Maf auf dem
kanonischen Pfadraum (Q = R*20 F = o(n;,s € R)), so dass die endlich-
dimensionalen Verteilungen von P, durch (P!)icr., gemaf (7) gegeben sind.

5.2. Universeller Markov Prozess. Fiihren wir die obige Konstruktion fiir
jedes z € R als Startpunkt fest, erhalten wir mit (F,),cgr eine durch die Menge
aller Startpunkte parametrisierte Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien auf
dem Pfadram Q. Auf (2, F) ist fiir s > 0 die Koordinatenabbildung X, : Q —
R, w = (ws)s>0 = Xs(w) := ms(w) = wy (trivialerweise) messbar. Insgesamt
erhalten wir somit ein Quadrupel

(Q, .F, (RJ:):!:(ER: (XS}SEU)?

bestehend aus einem messbaren Raum (€2, F), einem hierauf definierten stochastis-
chen Prozess (X;)s>o mit Werten in R (als sog. 'Zustandsraum’) und einer
durch die Punkte 2 € R des Zustandsraums parametrisierte Famillie von
Wahrscheinlichkeitsmafien auf (2, F). Allgemeiner kénnen wir den Zutsand-
sraum (R, B(R)) auch durch einen beliebigen messbaren Raumen (E, &) als
Zustandsraum ersetzen (vergl. Bemerkung 207).

Definition 209. Es sei (E, £) ein messbarer Raum. Ein Quadrupel (2, F, (Py).cr, (Xs)s>0),
bestehend aus einem messbaren Raum (2, F), einem hierauf definierten E-
wertigen stochastischen Prozess (X,)s>0, Xs : @ — F und einer durch die
Punkte von E parametrisierten Familie von WahrscheinlichkeitsmafBen (P,.).cp
auf (Q, F) heiit universeller Markov-Prozess, falls
1) x — P,(A) ist messbar fiir alle A € F
2) Xo(w) = x fur P-f. alle w € Q
3) P"(X.€B|FX)=Px, (X, € B) P,-fast sicher, Vs,t > 0, B C R messbar
Bemerkung 210. Die Eigenshchaft 3. ist dabei zu lesen als

Ep, (1p (Xspe) | 0 (Xy | u < 5)) = Epy (15 (X;)) P; — fast sicher. (%)
Dies ist das Analog zur Markov-Eigenschaft im diskreten Fall

Px (X € A| X1, ..., Xi) = Px, (X € A)

Satz 211. Es sei (K;)s>o eine Halbgruppe von Markov-Kernen auf R und
(P,)ser die zugehirige Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf dem kanon-
ischen Pfadraum (€2, F), sowie X, : Q = R, X,(w) := w, der kanonische Koor-
dinatenprozess auf 2. Dann bildet (Q, F, (Px)zcr, (X)s>0) €inen universellen

Markov-Prozess.

Bemerkung 212. Aussage und Beweis gelten entsprechend auch im Fall eines
Polnischen Zustandsraums (E, &) anstelle von (R, B(R)). In diesem Fall sind
die Markov-Kerne K definiert als Abbildungen Kg: E x & — [0, 1].
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Beweise von Satz 211. Die Eigenschaft 1 folgt aus der aus der Messbarkeit der
Vorschrift
r— K (x, A) Vs, A fest.

Die Aussage 2 ist eine Konsequenz von Ky(z,.) = d,(.), d.h.

O I

so dass
1 ,z€e A
Px(Xy€ A) = Ky(z, A) = '
Also
VGI't-pX (X()) = (Sx?

d.h. unter dem Pfadmaf starten alle Trajektorien x fast sicher.

Zum Beweis der Eigenschaft 3 reicht es (mit masstheoretischer Induktion, d.h.
etwa einem montone Klassen-Argument) zu zeigen, dass fiir 0 < 53 < ... <
sp = sund f, (i), ., beschrinkt messbar

]EPX (f (XS-H‘-) 9 (X51) -On (Xsﬂ)) = ]EPX (EPX_._; (f (Xt)) 0 (X51) ~On (Xsn))

Dann gilt: Ep, (f (Xs) | TF) =Epy, (9(X;)). ObdA seien f und (g;) chrak-
teristische Funktionen. Wir zeigen die gewiinschte Identitdt im Spezialfall
n = 2, der allgemeine Fall ergibt sich dann duch Induktion nach n.
Entsrpechend (6) schreibt sich die linke Seite oben in der Form

=:h(x2)
——
Py (X, € A; X, e B X, eC) = f K, (:r:,Xm)/ K, (x1,dX5) K (24, A)
X1eC XoeB

mit 0 < u < s und h(z) := Ep, (14 (X;)). Somit haben wir die behauptete
Identitdat bewiesen, falls

(8)  Epe (h(X) 15 (Xs) 1 (X)) = /C K, (z, dzy) /B K (o1, dzs) h (X>)

Letztere Gleichung ist aber erneut eine Konsequenz aus der Definiton von Py
und aus dem abgeleiteten Integral bzgl. Py, denn

]EPX (hl (Xﬁl) ey i [th))

= / Ky, (x,dxy) h(xy) Ky, 4, (x1,dxs) hy (22)
z1ER

xR
/ K1, (xn—1,dzy) hy (X3)
TnER

Somit ist (8) ein Spezialfall mit #; = u,t; = sund hy = l¢,ha = 1p-h O

Bemerkung 213. Man beachte, dass im Falle eines universellen Markov-Prozesses
der stochastische Prozess (z.B. als Koordinatenprozess) fiir alle Startpunkte
stets derselbe ist. Der Startpunkt bestimmt lediglich das Wahrscheinlichkeits-
maf, unter welchem man den Prozess betrachtet, d.h. also nach welchem Zu-
fallsgesetz die (zu beobachtenden) Trajektorien auswahlt werden.
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Bemerkung 214 (Markov-Eigenschaft fiir allgemeine Pfadfunktionale). Mit densel-
ben Argumenten wie oben folgt fiir einen universellen Markov-Prozess, dass
atch

Ex(lAl(Xil-Hi) e lAM (Xi.'tf+ﬂ-)|]:'i() = EXu(lAl (Xh) et lAM (Xin';) fast si(:her?

wobel 0 < ¢1--- <ty und u > 0. Durch masstheoretische Induktion erhal-
ten wir hiermit schlieflich fiir messbare Funktionale F' : R¥>0 — R auf dem
kanonischen Pfadraum, dass

E(F (Xt |FY) = Ex, (f(X)))] fast sicher,

wobei X, @ 0 — RF200 X, = (X,,.)s0 die um den Zeitschritt u ver-
schobene Version der Trajektorienabbildung X. : Q — RFz0, X = (Xs)s>0
bezeichnet.

5.3. Starke Markov-Eigenschaft und Spiegelungsprinzip der Brown-
schen Bewegung. Analog zur zeitdiskreten Situation kann man nun auch
Stoppzeiten etc. einfithren und die Frage nach der Markov-Eigenschaft fiir
solche Zufallszeiten setellen.

Definition 215. Es sei (€2, F) ein messbarer Raum und F. = (F)s o eine
Filtration mit F, C F fiir alle s > 0. Dann heift 7 : @ — R U {oo} eine
F.-Stoppzeit, falls {7 < t} € F; fiir alle ¢ > 0. In diesem Fall heifit das
Mengensystem F, := {A € F|AN{r < t} € FVt > 0} die o-Algebra der
7-Vergangenheit.

Bemerkung 216. Analog zur zeitdiskreten Situation zeigt man, dass F, dann
in der Tat eine o-Algebra ist.

Im folgenden wollen von der Situation einer beliebigen (standard) Brown’schen
Bewegung ausgehen, definiert als Prozess (By);>0 auf einem gewissen Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, P). Man beachte, dass wir durch verschiebung des Start-
punkte By := x + B, stets automatisch eine Familie von Brown’schen Bewe-
gungen (B?*),er auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F) erhalten. Zu-
dem, sind die induzierten Filtrierungen auf €2 unabhhéngig vom Startpunkt,
dh. FB" = FB" = FB fiir alle 2,y € R.

Somit konnen wir schlieBlich die starke Markov-FEigenschaft der Brown’schen
Bewegung in der folgenden Form formulieren.

Satz 217. Es sei (By);>o eine standard Brown’sche Bewegung definiert auf
etnem Wahrscheinlichkeitsraum ), und sei 7 : Q — R eine endliche FB-
Stoppzeit sowie F : R¥*20 — R ein beschrinktes messbares Pfadfunktional,
dann gilt

E[F(BZ, )| FP) = Ep:[F(B.)] fast sicher,
wobei fir x € R der Prozess (B )i definiert ist als (x + By)¢>o-

Bemerkung 218. Die rechte Seite in der obigen Identitat ist z.B. aufzufassen als
die Zufallsvariable H(B?¥), welche durch Verkniipfung von BZ mit der reellen
Funktion H : R — R,z — H(z) := E[F(B?)] entsteht.
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Beweis. Durch ein monotone Klassen-Argument fithren wir die Aussage auf
den Fall F(B) = f(By,, -+ ,By,) mit f : R? — R stetig beschrinkt zuriick.
Wir betrachten zunéachst den Fall, dass der Wertebereich von 7 endlich ist,
d.h. das eine endliche Menge S C R, existiert mit 7 € S fast sicher. Sei
Z : Q2 — R FB-messbar und beschrinkt, dann gilt Z1,_, € FZ und daher
mit der (elementaren) Markov-Eigenschaft

Elf(Brit;. - ?BT+td)Z] =E Z J(Bsstys s+t(e)Zl-r s
LseS

=]E ZEBS[f(Bt]?.“1Btd)]ZlT:3
LseS

=FE [EBT [f(Btly T Bf-d)]Z] ?

was zur Behauptung aquivalent ist. — Fiir den d]]gemeineneren Fall, dass 7

|kT+1
beschriinkt ist, approximieren wir durch die FZ-Stoppzeiten 7+ T+ Lkr+1] N T
und erhalten zunichst mit dem obigen Argument? dass

E[f(B'r’“-f—h (O 1Brk+td)z] =K [EBf [f(Btlﬂ e 1B£d)]Z] :

Fiir den Ubergang zum Limes k — oo Seiten verwenden wir schlieBlich noch
auf der linken Seite dass t — B; bzw. zusatzlich auf der rechten Seite dass fiir
stetige Funktionen f : R? — R die Funktion z — E,F(f(B,,, -+, By,)) stetig
sind. [

Bemerkung 219. Bei Beweis haben wir lediglich die Markov-Eigenschaft des
Prozesses eingeschrankt auf endliche bzw. diskrete Zeitpunkte benutzt sowie
im letzten Schritt die rechtsseitige Zeit-Stetigkeit der Trajektorien bzw. eine
Stetigkeit des Erwartungswertes beziiglich dem Startpunkt. Beide Eigenschaften
treffen fur sehr viel mehr Markov-Prozesse als nur die Brown’sche Bewegung
zu, so dass auch hier die starke Markov-Eigenschaft gilt.

Ganz analog zum obigen Vorgehen verlduft der Beweis der folgenden Aussage.
Satz 220. Es sei B; eine Brownsche Bewegung und T eine fast sicher endliche
.FB—Sto-p-pzez‘t. Dann ist (Brys — Bg)s>o eine von F, unabhingige standard

Brown’sche Bewegung.

5.3.1. Anwendung: Spieglungsprinzip.

P ( sup By > a) = 2P (Br > a)

0<s<t
und

P(Sy>a) = P(Sr>a,Br>a)+P(S>,5 <a)

= P(Br>a)+ P(Sr>a,Br <a)
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T :=inf,o{s | By > a} A 2T

P(S;:'ZCI,B'I‘<Q) = P(T(T,Bf1'<a)
= E(l;<r-1p<a)
= E(E(1-...-1)| J)

= ]EO (quT]E[) (1B]'<G | JT))
= [, (1T<TIEBf (lBT—r<ﬂ-))

= [ (1T(w)<'I'EXT(N)(w) (1BT_T(N)(M*)<a))

s .

— By | 1K, |1 V) <
0 (w)<T BT—T(u;)(w) <a
N —

1
= 3B (Irw)

= %P(ST > a)

6. PFADEIGENSCHAFTEN DER BROWN’'SCHEN BEWEGUNG
Erinnerung: ¢t — f(t¢) ist lokal holderstetig im Punkt ¢y mit Holder-Index =y
gdw.

30 >0,e>0,Vt: [t —to] <d:|f(t)— flto)| < CJt—to]”
-t — f(t) lok. holderstetig auf I C R, gdw. t — f(t) lok. holderstetig
in allen ty € I.
- (Satz Teill) Vy € [0,4) : t = By(w) ist lok. h.-y-st. auf R fiir P-fast
jedes w.
- (Satz Teil2)V~y > % : t — By(w) nirgends lok. h.-st. auf R P-fs..

Beweis. Teill) Ersetze oBAA I = Rso durch T = [0,1]. (Ubergang zu I = R

durch abzihlbares Entfernen von Nullmengen) Lemma: D := — | k=0,..,2"

ISei f:D—R,myeN:Ym>mgy,y>0;Vs,t €D, mit |[s—t <27™:
|f(s) = f() <27
Dann:
Vst € Dy|s—t| <27™:|f(s) = f(t)] < cls—t|”

mit ¢ = 27 4 1_3_.].. ]

Zusatz: Falls f = T| p mit der Fortsetzung f I — R und f stetig und

[ :=[0,1]. Dann ist f : I — R lok. h.-st. mit Exponent/Parameter -.
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Lemma 221. (B,),., sei BB:

E (|Xs+h - Xslzn) < Cnh2

n

L — 9 — 1 — 2n—1 i )
a=2n, 3=n—1,v==— mit bel. n.

Aussage 1) ist dann eine Konsequenz aus folgendem Satz:

Satz 222. (von Kolm.-Chentsov) Sei (Xi),5, ein stetiger Prozess, d.h. t —
Xi(w) st. fiir P-f.a. w mit

Vst E (X, — X,|%) < Cls — t|'°
mit o, B> 0, so ist (X,) lok. h.-st. f.s. fiir alle v € [0, g)

3

o

Beweis. S, sei die Menge aller benachbarten Punkte (s,t) in D,,,y <

A= | {IXo =X >27m)

(s,£)ESM

P(A) < > P(X.=X|>27m)
(s,t)ESm
Dann:
P(X,— X >27") = P(IX, - X/|* >27™)
2(1’\""."”.]E (|X8 o th('!)
2a7mC|8 _ t|—m{1+3)
c27m27 =0 —ay >0

IA

es ex. ca. 2™ Paare (s,t) in D,,. Dann:
P (Am) S CQmZ—émQ—m
= Cc27m

Dann:
Y P(A)<C) 2" <0

Nach Borel-Cantelli ist dann
P (]im supAm) =0
D.h. fir P-f.a. w gilt:
weE AT
fiir schlieBlich alle m, gdw. fiir P-f.a. w ex. mg(w):
we AT ¥Ym > mg
gdw.
Vs,t € D, benachbart, m > mg : | X (w) — Xi(w)| <27

Nach dem Lemma folgt dann, dass s — X (w) lok. h.-st. mit Parameter y. [
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Satz 223. (Paley/Wiener/Zygmund)
H,,:={f:10,1] - R | f lok. h.-st. in t mit Exponenten v}

und
o, .= U .,
te[0,1]
sei die Menge der Pfade, die irgendwo in [0, 1] lok. h.-st. sind. Zeige dann:
P(H,) =0.
Beweis. Falls (w(t)),s, = B(t) =777 € H,;, gdw. 30 > 0,C >0

lws — wy <C’|s—t|"" Vs —t] <4§

mit v > 5. Wihle k € N: k > 325; ng = |*1]. Dann gilt fiir alle n > nq :
1= |_t'n.J + L,Vie{0,..,k— l}
Witl+1 m‘ _ )Wz+l+1 +M)+ wy + 2t Wity
n n n n

< 2C(k+1)
T

Fir N > 2C(k 4+ 1)",n > ng(k) : i :=i(n, t):
weH,; = we& Ann;

mit Ay, = i 0 {w | }“’ LilaN. %} < Nn‘”*}. Setze dann
AN,'H, = U A'n.,_w'\-",:{
T~
AE\HG} L= m A'ﬂ,,;\"
n=ng
A= | Ay
N.neM

Das entspricht I, C A:
E((B)?) =t — B!=1 < B=\1

P(B € A;’\"Jl,?:) = (P (lB'l+1'l| < f\."n_?))k

- ( ('\/_Bl <M—v))k
- (POBllSNn—w%))k

< Qkank(%_?), v > %

P (B, € AT\TO)) < limsup P (A, n)

é liIIl (.’n’ + 1)25:¢Mk"n,k(%_?)

TL—r 20
= 0
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Dann ist ASV”) eine Nullmenge. Dann ist A eine Vereinigung von Nullmengen
und somit wieder Nullmenge. ([l

7. ANHANG: HILFSSAUSSAGEN AUS DER MASSTHEORIE

7.1. Monotone Klassen. Wir reichen hier das sogenannte Monotone Klassen-
Argument nach, das in vielen Beweisen benuzt wird, um Aussagen iiber o-
Algebren auf den Beweis von 'typischen’ Elementen zu reduzieren. Analog
kann man Aussagen iiber messbare Funktionen auf den Fall von ’typischen’
messbaren Funktionen reduzieren. Am Ende des Abschnitts geben wir ein
Beispiel anhand des Beweises vom Faktoriserungslemma.

Definition 224. Es sci Q cine Menge und M C 2 cin Mengensystem auf 0,
so dass

(1) Qe M
(2) ABeEMmit BCA=A\BeM
(3) Ay C Ay C--- mit AiEM:}*UiEﬁ;Ag €M,
dann heifit M ein Dynkin-System.* Ein Mengensystem M heifit durchschnittssta-
bil, falls
ABeM=ANBe M.

Bemerkung 225. (1) Jede o-Algebra ist ein Dynkin-System; ein Dynkin-
System ist eine o-Algebra, sofern es durchschnittsstabil ist.
(2) Analog gilt wie fiir o-Algebren, dass der Schnitt von Dynkin-Systemen
wieder ein Dynkin-System ist. Entsprechend heift fiir M C 29

sM)== (] D
DDynkinSystem
MCD

das von M erzeugte Dynkin-System.

Satz 226 (Monotone Klassen-Argument). Sei 2 # () eine Menge.

(1) (Monotone Mengenklassen) Falls M C 2 ein durchschnittsstabiles
Mengensystem. ist, so gilt o(M) = §(M), d.h. das von M erzeugte
Dynkin-System ist gleich der erzeugten o-Algebra.

(2) (Monotone Funktionenklassen) Falls F C G zwei Vektorrdume von
reellwertigen Funktionen auf ) sind, welche die konstanten Funktionen
enthalten und die die beiden Voraussetzungen erfillen, dass
(a) f € F=|fl €F (bzw. alternativ f € F = f*€ F)

(b) 0 < g, g mit g, € G und g beschrinkt = g € G,
so enthdlt G alls o(F')-messbaren Funktionen.

Beweis. (1) Da jede o-Algebra insbesondere ein Dynkin-System, gilt stets
o(M) C §(M). Wir miissen also nur noch zeigen, dass §(M) bereits eine
a-Algebra ist. Hierzu zeigen wir, dass mit M auch das hiervon erzeugte §(M)
wieder durchschnittsstabil ist. Zu diesem Zweck sei D € d(M) fixiert und

Dp:={Qec2?|QND e sM)}.

“Diese Definition von Dynkin-System weicht von der #quivalenten Defintion aus W-
Theorie T ab.
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so uberpriift man leicht, dass Dp wieder ein Dynkin-System ist. Aus der
Durchschnitts-Stabilitéit von M folgt, dass M C Dp, also auch §(M) C Dp,
d.h. also DN D" € (M) fir alle D, D’ € §(M).

(ii) Wir fithren hier den Beweis mit der ersten der beiden Voraussetzungen
unter (a), d.h. mit f € F = |f| € F. Hieraus folgt, dass fiir f,g € F auch
fAg=3(f+g—|f—g|) in F enthalten sind. Daher ist M := {{f > 1}|f € F'}
ein durchschnittsstabiles Mengensystem auf . Zudem gilt o(M) = o(F),
denn {f > a}={f—a+1>1} und f —a+1 € F. Nach Voraussetzung (b)
ist D :={A]14 € G} ein Dynkin-System. Wir behaupten, dass (M) C D.
Um dies zu zeigen, reicht es nach (1) zu zeigen, dass M C D. Sei hierfiir
{f > 1} € M beliebig und g :== (f A1) V0O € F, dann ist 0 < g < 1 und
{f 21} = {g = 1}. Es gilt, dass g" \; 1{4—1} auf Q fiir n — oo. Die Funktion
t — t" kann als konvexe Funktion auf R dargestellt werden als punktweise
gebildetes Supremum von abzahlbaren vielen geeigneten affin-linearen Funk-
tionen (¢)en, d-h. ¢ := limy_o @i (t) mit Pp(t) := sup,<j<p &i(t). Wegen der
Stabilitat von F' unter dem (auf ) punktweise gebildeten Maximum gilt, dass
®p o g € F, und folglich wegen (b), dass ¢" = sup, @, o g € G. Erncut mit
(b) folgt sodann aus 1 — ¢" /1 — 14—y fiir n = oo, dass auch 1y,—y) € G,
so dass also in der Tat {f > 1} = {¢g = 1} € D. Damit ist o(F) C D be-
wiesen. Hieraus und der Definition von D folgt nun, dass (& alle elementaren
o(F)-messbaren Stufenfunktionen enthalt, und erneut mit (b) durch monotone
Approximation (ihres Positiv- und Negativteils) schlieSlich jede o( F')-messbare
Funktion. tJ

Korollar 227. Es sei (Q,F) ein messbarer Raum und M C 2 ein durch-
schnittsstabiles Mengensystem mit o(M) = F. Sei V' ein Vektorraum von
reellen Funktionen auf €2, so dass

(1) V enthdlt die konstanten Funktionen.
(2) Falls 0 < f, /' f mit f, € V und [ beschrankt = f € V.
(3) Fiir jedes A€ M ist14€ V.

Dann enthalt V' jede F-messbare Funktion auf €.

Beweis. Folgt aus dem obigen Satz, angewendet auf F' als linearer Hiille der
Indikatorfunktionen zu den Mengen aus M und G := V. ([l

Als Beispiel fiir eine Anwendung bringen wir hier einen Spezialfall vom Fak-
toriserungslemma, das wir in der Vorlesung gelegentlich angesprochen haben.

Beweis vom Faktoriserungslemma (Satz 73). Wir fithren die Aussage auf das
obige Korollar zuriick fiir den Fall F = o(X) = (M) mit M = {M =
XM A)A €& undV ={Z =hoX,h: E — R messbar}. Die Vorausset-
zungen (1) und (3) sind dann evidenterweise erfiillt. Fiir (2) sei h,(X) — Z
mit Z beschrankt so ist h : E — R, h(e) := limsup,_, . h,(e) € [0,00] als
numerische Funktion messbar, und es gilt Z = h(X) wegen der Konvergenz
von hy,(e) / h(e) < oo in allen Punkten e € X (€2) C E. O]

Bemerkung 228. Man kann auch einen elementaren Beweis fiir Satz 73 vermaoge
einer Approximation von Z durch Stufenfunktionen 7, fiihren.
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